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CAPITOLO XXXII. 


LA STABILITÀ DELL’EQUILIBRIO ELASTICO 


809. Generalità (*). 


Il caso delle travi caricate di punta, del quale ci occupammo nel 
Cap. XIII, B), costituisce il più semplice e comune dei fenomeni d’instabi- 
lità dell’equilibrio elastico, cioè dell’equilibrio fra le forze esterne e le ten- 
sioni interne. Tale caso, che fu studiato da Eulero intorno alla metà del 700, 
rimase per oltre un secolo quasi privo d’interesse pratico, perchè i grossi 
pilastri di pietra o di legno allora in uso presentavano ogni garanzia 
contro il cedimento per instabilità dell’equilibrio. Ma in seguito, con l’im- 
piego di materiali man mano più resistenti e con la conseguente diminu 
zione delle sezioni, le strutture divennero sempre più snelle, specie nei 
easi in cui la leggerezza è requisito essenziale. Per conseguenza i feno- 
meni d’instabilità divennero man mano più probabili e frequenti, e si 
presentarono in forme sempre più varie e numerose, fino a costituire il 
problema più preoccupante nelle moderne costruzioni leggere, sopra tutto 
nelle costruzioni navali e aeronautiche. E la loro importanza crebbe poi 
improvvisamente in seguito ad alcuni disastri grandiosi e di risonanza 
mondiale, avvenuti in circostanze che parvero inspiegabili. 

Tali fenomeni possono manifestarsi in tutti i tipi di strutture, cioè 
nelle travi rettilinee o ad arco, nelle travi reticolari, nelle lastre piane 
o curve, nelle coperture, nei recipienti a parete sottile, ecc. Soltanto le 
strutture soggette a trazione ne sono esenti (?); per cui l’instabilità può 
aversi nelle sollecitazioni di compressione, di flessione, di torsione, di 
taglio, e in forme più complesse nei casi di sollecitazioni composte. Inol- 
tre essa può avvenire quando le tensioni interne hanno ancora valori 
modesti e, apparentemente, tutt’altro che preoccupanti: ad es. un ferro 


(1) Si veda anche O. BELLUZZI: Considerazioni sulla stabilità dell’equilibrio elastico, « Inge- 
gneri-Architetti-Costruttori », Bologna, 1950, n. 9. : 

(3) Tuttavia anche il fatto che una barra di ferro soggetta a sforzo di trazione crescente rag- 
giunge a un certo punto la strizione e continua poi ad allungarsi fino a rompersi senza richiedere 
ulteriori aumenti della forza, si potrebbe considerare come un fenomeno d’instabilità dell’equili- 
brio fra le forze esterne e le tensioni interne; così che nessuna sollecitazione rimarrebbe esclusa. 
Un altro caso d’instabilità a trazione è quello del n. 868d). i 
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da calza d’acciaio o un raggio da bicicletta, lungo 30 em e di 2 mm di 
diametro, compresso alle estremità cede con P., = — 1,8 kg, ossia quando 
o = 57 kg/cmq, mentre se fosse teso si romperebbe soltanto con 
N=->250 kg (se o,= 8000 kg/cmq); quindi a compressione sopporta 
una forza 140 volte minore che a trazione (*). 

Come si disse nel n. 286, la minaccia dei fenomeni d’instabilità del- 
l'equilibrio elastico è molto aggravata dal fatto che essi sono estrema- 
mente insidiosi, poichè spesso avvengono in modo improvviso, senza fatti 
premonitori (*), e quindi senza lasciare il tempo per rinforzare o per sca- 
ricare la costruzione, e nemmeno per porsi in salvo. Essi sono anche 
insidiosi perchè non sempre è facile prevederli e studiare le strutture 
in modo da evitarli, potendosi presentare in forme varie e molteplici, e 
talvolta impensate (5). Inoltre l’instabilità può avvenire in una singola 
parte di una costruzione (ad es. in un’asta compressa di una struttura 
reticolare), oppure nell’intera struttura anche se le singole parti sono 
stabili (ad es. l’instabilità dell’intero corrente compresso dei ponti a tra- 
vata aperti superiormente), o infine in forma locale in un breve tratto 
di una delle parti (ad es. l’ingobbimento o corrugamento locale di una 
lamiera di una trave composta, che provoca il piegamento della trave 
con un ginocchio nell’intorno). In ogni caso la conseguenza è la rovina 
dell’intera costruzione, che avviene in pochi istanti. Così che la situa- 
zione è oggi capovolta, poichè quei fenomeni che erano niente altro che 
delle curiosità sono diventati un pericolo sempre presente e minaccioso, 
e un vero incubo per i progettisti di strutture leggere. E non si esagera 
dicendo che i crolli di queste strutture avvengono 98 volte su cento per 
instabilità e nei rimanenti casi per tensioni troppo elevate. 

Anche nei casi d’instabilità facilmente prevedibili, lo studio presenta 
di solito difficoltà analitiche molto gravi (salvo i casi più semplici), per 
cui spesso si è costretti a rinunciare alla soluzione esatta. Si ricorre allora 
a procedimenti di calcolo che danno soluzioni dotate di approssimazione 
soddisfacente, e che sono fondati su considerazioni che aiutano a far 


(*) Questo esempio, sia pure molto spinto, mostra in modo eloquente quanto possa dimi- 
nuire la resistenza nei casi in cui il collasso avviene per instabilità; per cui si deve riconoscere 
che il problema della stabilità non ha soltanto interesse teorico, come purtroppo molti ingegneri 
ritengono, ma costituisce una questione squisitamente pratica. Quando studieremo i tubi cilin- 
drici compressi dall’esterno, vedremo un altro esempio (es. 2085), apparentemente ancora più 
spinto, ma corrispondente a una costruzione reale, nel quale la diminuzione della re-istenza dovuta 
all’instabilità è assai maggiore. 

(‘) L’unico fatto premonitore potrebbe essere, come vedremo nella nota 17 e nel Cap. XXXIII, 
il rallentamento delle vibrazioni. Ma per utilizzarlo occorrerebbe saggiare la costruzione facendola 
vibrare ogni volta che la condizione di carico cambia; cosa che è tutt’altro che agevole. 

(5) Spesso si prevedono varie forme secondo le quali una struttura può deformarsi e cedere, 
e si calcolano i corrispondenti valori critici del carico per conoscere il minore di essi; ma può 
accadere che il cedimento avvenga secondo una forma imprevista (e in certi casi imprevedibile), 
che richiede un carico critico ancora minore. Oppure può manifestarsi un tipo d’instabilità che 
non si era considerato. 
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meglio comprendere l’essenza dei fenomeni in questione. Tale comprensione 
è poi particolarmente facilitata dall’esame di casi molto semplici, anche 
se apparentemente banali, sui quali è utilissimo soffermare l’attenzione 
ed esercitare il ragionamento; e su tali casi insisteremo fin dall’inizio e 
anche nel seguito (5), poichè essi, più ancora dei casi complessi, contri- 
buiscono validamente a creare nel progettista il senso della stabilità. e a 
porlo in grado, col tempo, di sentire i fenomeni che possono accadere in 
una struttura. Tale senso fa sì che chi abbia una lunga dimestichezza 
coi fenomeni in questione, provi in presenza di una costruzione malsi- 
cura uno speciale disagio intimo, che l’avverte che c’è qualcosa che non 
va, ossia che la costruzione ha la tendenza a diventare instabile. 

Per queste diverse ragioni, l’instabilità dell’equilibrio elastico costi- 
tuisce il capitolo più suggestivo della Scienza delle costruzioni, tanto 
più che è fondato su concetti del tutto diversi da quelli soliti. Purtroppo 
esso non è conosciuto come merita dalla maggior parte degli ingegneri; 
e sopra tutto non sono abbastanza noti e divulgati i gravissimi pericoli 
e le insidie che presentano i relativi fenomeni, e la loro frequenza e va- 
rietà. Comunque, non è diffusa, nella misura dovuta, la diffidenza ne- 
cessaria contro tali pericoli, sempre in agguato. Per cui è da augurare 
che tale conoscenza si diffonda ampiamente, almeno fra i costruttori di 
strutture metalliche, se non fra quelli del cemento armato, che è meno 
esposto ai pericoli suddetti. Soltanto allora le insidie dell’instabilità po- 
tranno essere dissipate e vinte. 

Per non uscire dai limiti di quest’opera di carattere generale, do- 
vremo limitarci a esaminare i casi più importanti e significativi, riman- 
dando per i casi particolari e per quelli più complessi alle opere specia- 
lizzate. Ci soffermeremo invece ampiamente sulla parte concettuale, e 
svolgeremo spesso gli esempi fino ai risultati numerici, che sono i più 
eloquenti per chi li sa leggere e comprendere, e che contribuiscono a 
rendere evidente l’importanza dei fenomeni in questione. 


A) CONSIDERAZIONI GENERALI. 
I METODI PER LO STUDIO DELL’INSTABILITÀ. 


810. Equilibrio stabile, instabile, indifferente. 


a) Sappiamo che condizione necessaria, ma non sufficiente, affin- 
chè la configurazione assunta da un corpo o da un sistema di corpi sog- 
getto a forze sia permanente, cioè non muti, è che tutte le forze agenti 


(*) È molto utile fermare l’attenzione sui casi più semplici, perchè la mente non è distratta 
dalla complessità del fenomeno e dalle difficoltà del calcolo, e resta perciò libera per compren- 
Gere inegliv l'aspetto intuitivo e l'esseuza dei latti. 
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siano tra loro in equilibrio; e che questa condizione è anche sufficiente 
se l’equilibrio delle forze è stabile. Se invece l’equilibrio è instabile, la 
configurazione è estremamente precaria, poichè basta la minima causa 
perturbatrice, ad es. la più piccola trepidazione, anche momentanea, per- 
chè il sistema si allontani immediatamente da tale configurazione; così 
che è praticamente impossibile che questa possa permanere. Nel caso 
limite in cui l’equilibrio sia indifferente, il sistema può rimanere nella 
sua configurazione o può indifferentemente passare ad altre configura- 
zioni vicinissime alla prima e fermarsi in una qualunque di queste. 

Il modo classico per saggiare l’equilibrio consiste nell’allontanare di 
pochissimo il sistema dalla sua configurazione mediante una causa per- 
turbatrice estranea qualsiasi, e nel vedere se, al cessare di questa, il si- 
stema torna spontaneamente nella configurazione primitiva o se si allon- 
tana maggiormente da essa. In particolare, se rimane nella nuova confi- 
gurazione, l’equilibrio è indifferente. Interessa specialmente decidere 
quand’è che l’equilibrio è indifferente, perchè questo è il caso limite che 
separa l’equilibrio stabile da quello instabile. 

Per decidere (senza fare l’esperienza) che cosa tende a fare il sistema 
quand’è allontanato dalla sua configurazione di equilibrio, si esamina 
‘come si sono modificate le forze agenti, oppure com’è cambiata l’energia 
totale del sistema, come vedremo nel n. 812. 

b) Limitiamoci qui a considerare alcuni sistemi rigidi. Spostando 
di pochissimo il sistema, le forze modificano le loro rette d’azione e, di 
solito, non sono più in equilibrio. Quindi si osserva se tendono a ripor- 
tare il sistema a posto o ad allontanarlo maggiormente: nel primo caso 
l'equilibrio era stabile, nel secondo era instabile. Se invece esse sono 
ancora in equilibrio, il sistema rimane nella nuova posizione, e quindi 
l'equilibrio era indifferente. 

Un primo esempio molto semplice è quello della fig. 1733: una pic- 
.cola sfera è posta nel punto più basso di una superficie sferica concava 

(fig. a), o nel punto più alto di una superficie sferica 

COD convessa (fig. b), o sopra una superficie piana orizzon- 

dee tale (fig. c). Nei tre casi essa è rispettivamente in equi- 

librio stabile, instabile, in- 
differente. 

— a Come secondo esempio 

( ) ©) consideriamo un mezzo ci- 

rd lindro di materiale omoge- 
neo posto sopra un piano 
orizzontale (fig. 1734). Esso 
è in equilibrio stabile quando il piano ab è 
orizzontale (fig. a), perchè se si inclina di un 
angolo a qualsiasi (fig. b), il peso @, passante Fig. 1734. 


Fig. 1733. 
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per G, acquista un momento rispetto alla nuova retta e’ di contatto, che 
riporta a posto il corpo. Aggiungiamo a questo un peso P all’estremità di 
un’asta lunga 4, uscente da 0 e normale ad ab (fig. c). Nella posizione della 
fig. c) si ha l’equilibrio, e per decidere se è stabile o no incliniamo il sistema 
di un angolo a qualsiasi (fig. d):i pesi Q e P acquistano, rispetto a c’, un mo- 
mento stabilizzante Qd sen a (dove (21) d= 47/37) e un momento instabiliz- 
zante Pd, sen a. Quindi il corpo torna a posto, o resta nella nuova posi- 
zione, o si inclina ulteriormente, secondo che @Qd sen a = Pd, sen a, ossia 
secondo che Q4 = Pd,. Questo risultato è indipendente da a, per cui non 
è necessario che a sia piccolissimo: quindi se l’equilibrio è ad es. indiffe- 
rente, esso rimane tale per qualunque valore di a (ciò che accade se 
Qd= Pd,, ossia se il baricentro di Q e di P è in O). 

Un terzo esempio è quello della fig. 1735: un cilindro omogeneo di 
raggio r è posto entro una superficie cilindrica concava di raggio È (fig. a), 


Fig. 1735. 


ed è evidentemente in equilibrio stabile. Aggiungiamogli un peso P in 
un punto G, (esterno o interno al cilindro) posto sulla verticale per G e 
distante d da G. Nella posizione della fig. a) si ha l’equilibrio, e per de- 
cidere se è stabile o no facciamo rotolare un poco il cilindro : la congiun- 
gente OG s’inclina di un angolo a (fig. b) e la congiungente GG, s’inclina 
di un angolo $ tale che r(a + f) = cc' = Ra, ossia #=(R—r)a/r. Il 
peso Q del cilindro acquista, rispetto alla nuova retta di contatto c', un 
momento stabilizzante M, = @r sen a, mentre, se d è abbastanza grande, 
il peso P acquista un momento instabilizzante M, = P(dsen £—rsen a). 
Quindi l'equilibrio era stabile, o indifferente, o instabile, secondo che 


MI, = Ma, ossia secondo che 


(a) Ps Qrsena:[dsen (R—r)a/r—rsena]. 


Ma l’angolo a dev'essere piccolissimo, per cui si può confondere il seno 
con l’angolo; quindi dalla condizione di equilibrio indifferente si ricava 


(b) Por = Q i [d(E— r)fr:—1] . 
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La parentesi quadra dev’essere positiva, perchè se fosse nulla risul- 
terebbe P = co e se fosse negativa occorrerebbe una P rivolta in alto, 
Quindi dev'essere anzi tutto d(R—r)/r: —1>O0, ossia d >r?/(R—r). 
Ad es., se R= 8r, dev'essere 
d>r/2, e si ha P=Q:(2d/f—1); 

e se d= 0,75r - 1,00r - 1,50r risulta P., = 20-Q-0,50. Se l’equilibrio 
è indifferente, lo è qualunque sia il valore di a, purchè abbastanza 
piccolo. Però, a differenza dall’esempio precedente, vedremo (n. 813) che 
se a assume valori considerevoli l’equilibrio ridiventa stabile, e occorre 
aumentare P per far crescere a. 


811. Il teorema di Kirchhoff e i fenomeni d’instabilità. 


a) Come si accennò nella nota 13 del Cap. XIII, la possibilità che 
l’equilibrio elastico diventi indifferente, cioè che con le stesse forze esterne 
un corpo elastico possa avere diverse configurazioni equilibrate, sem- 
bra in contrasto col teorema fondamentale della Teoria dell’elasticità 
stabilito da Kirchhoff nel 1859, secondo il quale, date le forze esterne 
che sollecitano un corpo elastico, esiste una e una sola situazione equi- 
librata. Ma il contrasto scompare ricordando che la dimostrazione del 
teorema di Kirchhoff (n. 332 f) (€) è fondata sul principio della sovrap- 
posizione degli effetti, e che la validità di questo richiede non solo che 
valga la legge di Hooke, ma che gli spostamenti dei punti del corpo siano 
piccolissimi e tali da non alterare sensibilmente la posizione delle forze 
esterne rispetto al corpo (nn. 271 b, 330 a). Nei casi che stiamo studiando 
accade invece che la deformazione con la quale si manifesta l’instabilità 
modifica la posizione relativa delle forze e del corpo (*), per cui non si 
verifica la seconda delle condizioni suddette, e quindi è naturale che il 
teorema dell’unicità della soluzione non valga. Lo studio dell’instabilità 
si propone appunto di cercare se e in quali circostanze il problema ela- 
stico può ammettere più soluzioni (*). 

Un esempio che mostra la possibilità di due diverse configurazioni equilibrate 
con la stessa forza agente, anche senza l’intervento di fenomeni d’instabilità, 
è quello della fig. 1736: una lunga molla piatta d’acciaio molto flessibile, inca- 
strata a un estremo con tangente orizzontale e soggetta a un peso all’altro estremo 


(€) Una dimostrazione del teorema di Kirchhoff che considera un caso più generale si trova 
nei nn. 14, 15 del volume di R. V. SOUTHWELL: An introduction to the Theory oj elasticity, Oxford, 
University press, 1941. Un’acuta discussione del significato del teorema di Kirchhoff si trova 
nella memoria di D. BONVICINI: Osservazioni sul problema della stabilità dell’equilibrio elastico, 
«Atti Acc. d. Scienze», Torino, vol. LXVI, 1931. 

(*) Ad es., nei casi della fig. 465 la posizione relativa della forza P e della trave è sostanzial- 
mente diversa da quella primitiva, quando la trave era ancora rettilinea e la retta d’azione della 
P coincideva col suo asse. 

(*) Si veda la memoria di G. H. BRryAN, in «Cambridge Phil. Soc. Proc. », Vol. 6, 1838 
pagg. 199 e 236. 
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libero, può venire disposta (e restare in equilibrio) come nella fig. a), oppure, se 
è abbastanza lunga, come nella fig. b) (1°). La deformazione della molla (per grandi 
deformazioni) modifica profondamente la posizione della forza, 
che può quindi agire secondo due rette 
molto diverse rispetto alla molla; per 
cui non si verifica l’ipotesi sulla quale è 
fondato il teorema di Kirchhoff (11). 

b) Quando si sia nelle condizioni 
volute per l’esistenza di una sola confi- 
P ò) gurazione equilibrata (cioè quando la 
deformazione non altera sensibilmente la 
posizione relativa delle forze e del corpo), 
questa è anche stabile. Ad es., nel caso 
della trave della fig. 1737 a) il carico P provoca delle tensioni interne o (il si- 
stema di P e delle o è equilibrato), delle deformazioni interne e, degli abbassa- 
menti 7 e un lavoro di deformazione Li. Se si altera la configurazione (senza 
variare P) aumentando le 7 di infinitesimi d7), che provocano aumenti òe (il si. 
stema delle dn e de è congruente), il lavoro interno finale è L, + L13 + Le. n 
lavoro indiretto L,, delle o associate alle de è uguale al lavoro di P associato a 
òn, (per il principio dei lavori virtuali); per cui l'aumento Ly, del lavoro interno 
è uguale alla diminuzione dell’energia potenziale di P, e quindi è nulla la varia- 
zione prima (infinitesimo del primo ordine) dell’energia totale. Perciò l'energia 
totale del sistema aumenta soltanto di L,, che è il lavoro diretto relativo alle 
de. Esso è infinitesimo del secondo ordine rispetto alle de, ed è essenzialmente 
positivo (n. 331 a). Potendosi ripetere il ragionamento nel caso che le d7 e de 
siano delle diminuzioni, si conclude che prima dell’alterazione l’energia del si- 
stema era un minimo, e quindi l’equilibrio era stabile (1°) (v. anche il n. 812 bd). 

Quando invece la deformazione altera sensibilmente la posizione relativa delle 
forze e del corpo, possono esistere più configurazioni equilibrate, e l’equilibrio 
può anche essere instabile. Ad es. nel caso della fig. 1737 b), nel quale la confi- 
gurazione rettilinea e verticale della trave è equilibrata, se si prova ad alterarla 
imprimendo degli spostamenti infinitesimi dn, le o primitive, corrispondenti a 
uno sforzo normale .V, non compiono lavoro indiretto L,, per efietto delle de, 
che sono relative a momenti flettenti M (nota 3 del Cap. XVI); per cui L,, è 
nullo, e resta soltanto l'aumento L, del lavoro diretto interno relativo alle de, 


P 
Fig. 1736. 


Fig. 1737. 


(*°) L'equilibrio può sussistere ed essere stabile non solo nella forma a), ma anche nella 
forma b). Se si usa una piattina d’acciaio larga 1 cm e spessa 0,5 mm, caricata con P = 0,1 kg, si 
trova che la forma b) comincia a essere in equilibrio quando la lunghezza è L > 55 cm, e che 
l'equilibrio diventa stabile anche lateralmente quando L> 65— 70 cm. Si vedano il volume di R. 
MAYER: Die Knickjestiglkeit, Berlino, Springer, 1921, $ 11, e la memoria di C. I. KRIEMLER ivi citata. 

(13) La dimostrazione del n. 332 7) non sussiste, perchè la forza P della configurazione a) 
non è uguale alla forza P della b), e quindi il sistema differenza delle due forze non è nullo. 

(1*) Una chiara rappresentazione grafica dei diversi lavori suddetti si ha considerando la 
parabola che rappresenta la variazione di L;-al variare di n, (fig. 1738). Nella 
posizione di equilibrio (punto m) la tangente mb alla parabola ha il coeffi- 
ciente angolare dL'dn;, che per il teorema inverso di Castigliano (n. 342) 
vale P. Perciò quando diamo a np l’incremento òn ,, il segmento ab = P- ònp 
rappresenta il lavoro compiuto da P, e quindi anche /.3, mentre il segmento 
be, che è infinitesimo del secondo ordine, rappresenta il lavoro Lo. 
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infinitesimo del secondo ordine ed essenzialmente positivo. Ma si ha anche una 
diminuzione Pò dell’energia potenziale di P, essendo 6 l'abbassamento, infinite- 
simo del secondo ordine (n. 192 >), del punto A conseguente ai òn. Pertanto, 
in questo caso l’energia totale aumenta o diminuisce, e quindi l'equilibrio della 
trave rettilinea è stabile o instabile, secondo che Pò s L,. Se Pò = L, l’equili- 
brio è indifferente (1) (14). 

Per quanto si è detto, la stabilità o meno dell’equilibrio dipende dun que dalla 
variazione seconda (infinitesimo del secondo ordine) dell’energia totale. La va- 
riazione prima è nulla, perchè la configurazione è equilibrata (n. 336 b). Si vedano 
anche i nn. 812 c, 817 a). 

c) Si deve inoltre osservare che la situazione di equilibrio indiffe- 
rente, nella quale sono possibili più configurazioni equilibrate, è soltanto 
transitoria, poichè, aumentando ulteriormente la deformazione, l’equili- 
brio di solito ridiventa stabile, cioè unico (nn. 813, 829) (oltre alla con- 
figurazione rettilinea). 


812. Il criterio statico e il criterio energetico. 


Per decidere se una configurazione equilibrata è stabile o instabile 
si modifica dunque (n. 810 a) di pochissimo la configurazione stessa (senza 
variare i valori delle forze esterne) e si esamina se tende a tornare nella 
posizione iniziale o ad allontanarsene ulteriormente. In pratica conviene 
determinare quand’è che l’equilibrio è indifferente, perchè così si cono- 
sce la condizione limite che separa le due possibilità. Per effettuare tale 
esame si può usare un criterio statico oppure un criterio energetico. 

a) Criterio statico. Nella configurazione modificata le forze esterne 
cambiano la loro posizione rispetto al corpo (se il sistema elastico è di 
quelli che possono diventare instabili) e generano nuove sollecitazioni 
che tendono ad alterare ulteriormente la configurazione, mentre nascono 
delle reazioni elastiche interne che tendono a riportarla a posto. Invece 
di cercare se prevale l’una tendenza o l’altra, è preferibile lasciare inde- 
terminati i valori delle forze esterne e uguagliare le due tendenze, perchè 
da tale uguaglianza si ricavano quei valori delle forze (valori critici) che 
rendono l’equilibrio indifferente. Noti questi, per valori minori l’equili- 


(**) La conclusione alla quale siamo giunti esaminando questi due casi non è diversa da 
quella alla quale giungemmo nel n. 274 e) con ragionamento statico anzichè 
energetico, cioè confrontando i momenti MM, ed M,. 

(34) Nei due casi della fig. 1737, per i quali rappresentammo graficamente 
il criterio statico nella fig. 454, si può rappresentare in modo visivo anche 
il criterio energetico. Se si aumenta man mano la deformazione della trave 
della fig. 1737a), il lavoro L; cresce con legge parabolica (fig. 1739 a), mentre 
il lavoro L,, se si mantiene costante P, cresce con legge lineare. Nel punto 
d’incontro c si ha L, = L; e quindi si ha l'equilibrio, sicuramente stabile. 
Invece nel caso della fig. 1737 b) entrambi i lavori crescono con legge parabo- 
lica (fig. 1739 b) (finchè la deformazione è molto piccola); quindi è sempre 
L,< L; se P< Por, oppure è sempre L,> L; se P> PE; 
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brio è stabile e per valori maggiori è instabile. Che le tre possibilità di- 
pendano dai valori delle forze esterne risulta chiaramente dal ragiona- 
mento del n. 274 bD). 

Ci limitiamo per ora a esaminare un caso estremamente semplice ma 
molto istruttivo. Si abbia un’asta rigida rettilinea e verticale, libera in 
sommità e ivi soggetta a un carico verticale centrato P, e incastrata 
elasticamente in basso con un vincolo (ad es. una 
molla) che reagisce proporzionalmente alla rotazione g, 
e sia m; il momento di reazione quando p= 1 (fig. 1740). 
La configurazione verticale dell’asta è equilibrata, perchè 
P ha momento nullo rispetto all’asse per B intorno al 
quale l’asta può ruotare, e d’altra parte il momento col 
quale il vincolo reagisce è ancora nullo. Per decidere 
se l’equilibrio è stabile o no, incliniamo l’asta di un 
angolo g: il carico va in A' e acquista rispetto all’asse 
di rotazione per B il momento esterno instabilizzante 
M,= P-A'A"= Pilsen, mentre il vincolo reagisce 
col momento interno stabilizzante M,; = m,g. L'equilibrio di questa con- 
firurazione sussiste se M.,= M,;, ossia se 


Fig. 1740. 


(a) Plseng= mp. 
Ma dev'essere piccolissimo, per cui sen g= — gp, e quindi sì ricava 
(b) Por= Mgjl + 


L'equilibrio è stabile o instabile secondo che PSP... Il valore di P, 
è indipendente da quello di g, purchè questo sia piccolissimo; per cui 
l'equilibrio è indifferente finchè g è molto piccolo. Ma se g è notevole, 
vedremo (n. 813) che l’equilibrio dell’asta inclinata ridiventa stabile, e 
® cresce solo se si aumenta P oltre il valore Piys 

Giova osservare che, finchè P< P.,, l’incastro elastico rende stabile l’equi- 
librio, ossia mantiene verticale l’asta, în virtù della sola sua presenza; cioè pur 
non reagendo ancora, ma per la sua possibilità di reagire. Questo fatto, che in 
un primo momento può apparire strano, accade anche nelle travi perfettamente 
rettilinee e caricate di punta (e in ogni altro caso del genere), la cui possibilità 
di reagire all’incurvamento riesce a mantenere rettilinea la trave (finchè P< P.,), 
pur non reagendo ancora. 

b) Criterio energetico. Quando si modifica la primitiva configura- 
zione equilibrata del sistema elastico, si ha una variazione del lavoro 
interno, che di solito è un aumento, e una variazione dell’energia poten- 
ziale di posizione delle forze esterne, che di solito è una diminuzione. 
Secondo un principio fondamentale della Statica (teoremi di Dirichlet e 
di Liapunof), l'equilibrio primitivo era stabile o instabile o indifferente 
secondo che l’energia totale del sistema. è aumentata o è diminuita 0, è 
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rimasta invariata. Basta quindi lasciare indeterminati i valori delle forze 
esterne e uguagliare la diminuzione dell’energia potenziale di queste al- 
l'aumento dell’energia elastica, e ricavare da tale uguaglianza i valori 
critici delle forze. Che le tre possibilità dipendano dai valori delle forze 
esterne risulta dal fatto che la diminuzione dell’energia di queste dipende 
dai loro valori e dall’entità della deformazione che si è impressa: al si- 
stema (e quindi, per una data deformazione, è piccola o grande secondo 
che le forze sono piccole o grandi), mentre l’energia elastica accumulata 
dipende soltanto dall’entità della deformazione. 

Riprendiamo l’esempio della fig. 1740. Per riconoscere che la stabilità 
o meno dell’asta verticale dipende dal valore di P, facciamo un ragio- 
namento estremamente semplice e più spontaneo del principio sud- 
detto (15). Quando abbiamo inclinato l’asta rigida di un certo angolo g, 
la molla esistente in B, essendosi deformata, ha accumulato un’energia 
elastica Ly dipendente dalla caratteristica m, della molla e dal valore 
di g, ma non dal valore di P. Se l’asta torna a posto, il peso P da A' 
torna in A, risollevandosi dell’altezza è = A'”A dipendente dal valore 
di 9; e per far ciò richiede un lavoro L, = Pò (!). Quindi l’asta torna 
a posto o no secondo che l’energia ZL, che la molla può restituire è suffi- 
ciente o no per rialzare P, ossia per compiere il lavoro L.; e le due possi- 
bilità dipendono evidentemente dal valore di P (!"). Esiste certamente 
un valore P., di P per il quale L, = Li, e che rende l’equilibrio indif- 
ferente. 

L'energia della molla deformata è Li: = Mg/2 = mp 9/2 = mq*/2. 
Il dislivello AA” è d= I1— cos gp), e quindi L, = Pò = PI(1 — cos g). 
L’equilibrio è indifferente se L, = L;, ossia se 


(c) PU1L — cos g)= m;g*/2. 


Ma g dev'essere piccolissimo, per cui si può arrestare al secondo termine 
lo sviluppo in serie di cos g, e si ha 1—cosp=1—(1—p?/2)= p?/2. 
Sostituendo nella (c), si ritrova per P., l’espressione (b). 

La (6) vale per ogni valore di g; la (c) vale solo per g infinitesimo. 


(5) Ragionamento che è inverso rispetto a quello fatto dianzi, che considerava ciò che ac- 
cade quando si disturba l’equilibrio, ma che in realtà è diretto, perchè esamina che cosa accade 
quando si sopprime la causa che ha momentaneamente disturbato la configurazione primitiva. 

(!5) Si ha L, = Pò e non L, = Pò/2, perchè durante l'abbassamento 44” o l’innalzamento 
A4”A il peso P non varia da 0 a Po da Pa 0, bensì rimane invariato. 

(1?) Se Lj> L,, l’energia elastica della molla è maggiore del lavoro richiesto per risollevare 
P. La parte di energia elastica rimanente diventa energia cinetica; per cui la barra torna a posto 
energicamente, anzi oltrepassa la posizione verticale e oscilla intorno a questa fino a che l’ener- 
gia superflua non si sia dissipata. Man mano L, tende a L;, cioè P tende a P.,, la barra torna 
a posto in modo sempre più fiacco; ossia vibra con una frequenza f tanto minore quanto più P 
si approssima a P., (si ha la frequenza f= 0 quando P = Py). 

Nel Cap. XXXIII (n. 906) utilizzeremo questo concetto semplicissimo per studiare in modo 
elementare le vibrazioni in presenza di forze che tendono a produrre instabilità. 
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e) Osserviamo che quando si modifica infinitamente poco la primitiva con- 
fisurazione equilibrata del sistema, la variazione prima dU dell’energia totale 
U è nulla (n. 336 b) per l’equilibrio esistente, come si è osservato nel n. 811 db) 
(v. anche la nota 33). Quindi si ha soltanto la variazione seconda d?U, infinitesima 
del secondo ordine, che risulta dalla differenza fra l’aumento del lavoro interno e 
la diminuzione dell’energia potenziale di posizione delle forze esterne (aumento 
e diminuzione che sono infinitesimi del secondo ordine). È appunto dal segno di 
tale variazione seconda che dipende la stabilità o meno del sistema (1°). 

Nell'esempio precedente e in quello dell’esercizio 1898 l’aumento e la dimi. 
nuzione suddetti sono effettivamente infinitesimi del secondo ordine, perchè di. 
pendono da 9? o da d* (9 e è si considerano infinitesimi del primo ordine). 


Esercizio 1894. — L’asta rigida AB, verticale, è vincolata in basso alla barra 
BC che reagisce per torsione (fig. 1741). Determinare P,, sapendo che 7 = 1 m, 
e che la barra BC d’acciaio ha il diametro d = 2 cm e la lunghezza 7 = 50 cm. 

Soluzione. a) Assumendo il modulo G= 8- 10° kg/emq, si ha 
O = M7/GI,, da cui peorO0=1 

m, = GJ,/} = 8105 - 1,57/50 = 25120 kgem/rad. 

Quindi la (d) del n. 812 dà 


P.,, = 25120/100 = 251,2 kg. 


b) Se l’asta non ha un peso P in sommità, ma è soggetta al 
peso proprio Q uniformemente ripartito, si trova evidentemente rig. 1741. 
Q: = m, : (1/2) = 502 kg. 

c) Se l’asta pesa Q, il peso P,, in sommità è determinato dall’equazione 
{@ piccolissimo) 


(Prr+ Q/2Nsenp= mp, da cui Pa = 251,2 — Q/2. 


Esercizio 1895. — L’asta rigida AB (fig. 1742) è vincolata con PI 
cerniera in B ed è mantenuta verticale da una molla applicata in C 
che reagisce con una forza c, quando si allunga o si accorcia di uno. | 
Soluzione. Se incliniamo l’asta di un angolo piccolissimo @, la t 
sommità A si sposta di gl, il punto C si sposta di gb, e la reazione 


della molla è R=c,- gb. La nuova posizione è ancora equilibrata 
se i momenti di P e di E rispetto a B sono uguali e contrari: 


Li 


P.qgl=c,pb-b, da cui Pa = cb. (19) Fig. 1742. 


(3) Giova ricordare il caso del pendolo, che è stabile in basso e instabile in alto: in basso 
U è minima, in alto è massima; e quando si disturbano tali posizioni equilibrate, la variazione 
di U è infinitesima del secondo ordine ed è rispettivamente positiva o negativa. (In questo caso 
però la U e la dU sono soltanto l’energia di posizione del peso e la sua variazione.) 

Si è indicata la variazione con dU anzichè con dèU, perchè ò indica già uno spostamento. 

(**) È equivalente alla (b), perchè è facile riconoscere che c,b° sostituisce m) (è il momento 
rispetto a B della reazione della molla quando g = 1). 


"\ 
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Esercizio 1896. — L’asta rigida AB (fig. 1743) è mantenuta verticale da un 
tondino di ferro incastrato in C e collegato in A all’asta in modo che questa, 
inelinandosi, lo costringe a inflettersi ma non a torcersi. La lunghezza dell’asta è 
1=2 m, e il tondino ha = 60 cmed=12 mm. 

Soluzione. Ponendo b = 1 nel risultato dell’esercizio precedente, 
oppure m, = cl? nella (b), si ha 


(d) Por = cl. 
Coi dati del problema, si ha per il tondino 
ij= ica da cui =1 
= 3bj' cui per f= 
3EJ 32,1 - 108 - 0,1018 
Fig. 1743. e = 608 = 2,97 kg/om. 


Quindi si ottiene P,, = 2,97 ‘ 200 = 594 kg. 


Esercizio 1897. — Idem; ma il tondino CA è saldato in A all’asta, così che 
questa, inclinandosi, lo costringe a inflettersi e a torcersi. 

Soluzione. Quando il tondino viene torto di un angolo uno, la sua reazione 
è m, = GJ,/à = 8-105-0,2036/60 = 27150 kgem/rad. 

Inclinando l’asta AB dell’angolo © piccolissimo, il tondino reagisce con la 
forza orizzontale c, + gl per effetto della sua flessione, e con la coppia my per 
effetto della sua torsione. Quindi al posto dell’equazione dell’esercizio 1895 si ha 


P.qgl=cgl-1+ mp, da cui P,,=cl+m;fl. 
Coi dati del problema risulta 
Py = 2,97 - 200+ 27150/200 = 594+ 136 = 730 kg. 


Esercizio 1898. — Tre aste rigide di uguale lunghezza ! sono articolate tra 
loro nei punti C, e C, (fig. 1744 a). Lo spostamento laterale di questi punti è 
ostacolato da vincoli elastici che reagiscono proporzionalmente allo spostamento 
ò (C = cò), mentre gli estremi A e B non possono spostarsi 
lateralmente. Determinare P.,. 

Soluzione. I punti C, e C, si spostano da parti opposte 
(fig. 1744 b) perchè così, a parità di spostamenti è, ossia di 
lavoro richiesto dai vincoli, si ha un abbassamento del punto 
A assai maggiore di quello che si avrebbe se C, e C, si spo- 
stassero dalla stessa parte (29). 

Le reazioni orizzontali in A e in B valgono C/3 = c;é/3. 
L’asta AC, è in equilibrio anche nella situazione della fig. b) 
se la risultante di P e di C/3 passa per C,, ossia se 


Pò (c;ò/31=0, da cu 2.,=c;1/3. 
Nel caso di due sole aste uguali si trova P,, = c,//2. 


Fig. 1744. 


- (*) E quindi il carico P compie un lavoro esterno maggiore. Infatti, i fenomeni d’instabi» 
lità sono sempre dovuti alla tendenza che hanno le forze esterne a compiere il massimo la- 
woro possibile (n. 814 bd). : da î a ì li 
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Esercizio 1899. — Risolvere l’esercizio 1897 mediante il criterio energetico. 

Soluzione. Se f è lo spostamento orizzontale di A (fig. 1743), molto piccolo 
rispetto a 7, si ha fl=sengp= pg. 

Il lavoro esterno (n. 812 b) è L, = Pò = Plp?/2 = Pf?/21. Se P, è la forza 
orizzontale che richiederebbe in A il tondino per‘assumere la freccia f, il suo la- 
voro di flessione è (262) L,, = P.j/2 = 3EJ{*/278. Il lavoro di torsione è L, = 
= GI,p?/2Z = GI f?/272. 

Uguagliando il lavoro L, richiesto per risollevare P al lavoro elastico accu- 
mulato L;; + Ly, si ha l'equazione 


Pf°/2 = 3EJf?/2)* + GJ,f°/222, da cu P.,=3EJ/8+ 6I,/M. 


Ma 3EJ/28 = c, e GJ,/X = m;, per cui il risultato coincide con quello prece- 
dente. 


813. L’equilibrio può ridiventare stabile. 


a) Come già accennammo nel n. 275 db), quando il carico di punta 
P raggiunge il valore P., l’equilibrio diventa indifferente, ma solo in 
modo transitorio. Infatti da prima la freccia f, a partire da zero, cresce 
rapidamente senza che occorrano sensibili aumenti di P oltre il valore 
Pr; ma ben presto, se il materiale non ha ancora raggiunto lo snerva- 
mento, la freccia si arresta, e per farla crescere ulteriormente occorrono 
dei valori di P considerevolmente maggiori di P.,: quindi in questa fase 
a ogni valore di P > P., corrisponde un solo valore di f (n. 329), e ciò 
significa che l’equilibrio ridiventa stabile. 

Perchè questo accada occorre che il comportamento della barra si 
conservi elastico anche con le forti sollecitazioni di flessione dovute al 
crescere di P e di 7; ciò che è possibile solo nel caso di lunghe molle piatte 
molto sottili e flessibili, aventi un rapporto di snellezza Z molto maggiore 
di Aim (n. 278 b), perchè in tal caso (411) la cx = a22/7? è molto modesta 
e può quindi subire ancora forti aumenti (ad es. nel ferro da calze del 
n. 809 si ha = 600 e og = 57 kg/cmq). Invece nel caso delle barre 
e dei pilastri comunemente usati ciò non accade, perchè la flessione sus- 
seguente all’instabilità porta ben presto allo snervamento e quindi al 
collasso. Pertanto, non si deve credere che la nuova stabilità che può 
seguire l’equilibrio indifferente significhi che la barra riacquista un’effi- 
cace capacità di resistenza e che il pericolo scompare; tanto più che essa 
è ormai divenuta pressochè labile. 

Il fatto in questione può dunque verificarsi soltanto in casi che di solito 
non interessano le costruzioni. Tuttavia è interessante esaminare le cause 
per le quali l’equilibrio può ridiventare stabile; ciò che faremo conside- 
rando da prima casi molto semplici e intuitivi, mentre il caso delle travi 
caricate di punta verrà studiato nel n. 829. 

b) Consideriamo da prima alcuni sistemi rigidi. 
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Nel caso della fig. 1734, se l’equilibrio è indifferente (Qd = Pd), esso 
rimane tale per qualunque valore di a, perchè, aumentando l’inclinazione, 
i bracci d sen a e d; sen a crescono mantenendosi proporzionali tra loro. 

Nel caso della fig. 1735, affinchè si abbia l’equilibrio quando a ha 
‘un valore non piccolo, occorre che sia ((4) del n. 810) 

P=9Q@rsena:[dsen(R—r)a/r—rsena]. 
Questi valori di P sono maggiori del P., dato dalla (b) del n. 810, e 
aumentando a aumenta anche P; per cui, se il carico P cresce poco oltre 
il valore P.,, l'equilibrio, indifferente all’inizio, ridiventa stabile. Ad es., 
se R=3red=r,si ha 
P=Q@sena:(sen2a—sena)=@:(2cosa—1); 
e per a= 0 risulta P.,, = Q, mentre per a crescente cresce anche P. Per 
= 450, P=2,414P,,. 

Nell’esercizio 1900 vedremo invece un caso nel quale l’equilibrio di- 
venta indifferente per un certo valore a; di a, poi diventa instabile per 
ad>a, 

c) Un sistema elastico molto semplice e intuitivo è quello della 
fig. 1740. Dalla (a) del n. 812 si ricava 


(a) P= 


Per gp= 0 risulta P.,, = m;/l, ma per g non piccolo si ha P> P.,. Per 
g=10°=7/18 si ha P=1,005P..; per p= 2/6 - 27/6 - 31/6 - 47/6 - 57/6 
si ba P= 1,047 - 1,209 - 1,571 - 2,418 - 5,236 - P,,; per p=170°= 177/18 
si ba P= 17,084P..; per avere pg = 180° occorrerebbe P= co. 

In questo caso l’equilibrio ridiventa stabile perchè aumentando @, 
a parità di P, il momento esterno cresce proporzionalmente a sen @ (v. 
la (a) del n. 812) e il momento interno cresce proporzionalmente a , 
cioè più rapidamente; per cui se si vuole avere ancora l’equilibrio, occorre 
aumentare anche P (8). Tuttavia quando P= P., l'equilibrio è pratica- 
mente indifferente, perchè basta P = 1,001 P,, per avere A'A” = 7,74 cm 
se ]=1m. 

Dal punto di vista energetico, se si ha l’equilibrio per un dato valore 
di 9, e quindi P ha il valore (a), aumentando g di dp l’energia di posi- 
zione di P diminuisce di (per la (c) e la (a) del n. 812) 

Pi[cos g — cos (p + d9)] = Pl(cosg — cos pg -1+ sen p - dg) = 
= Plsen gdp=m;pdp, 


(31) La retta Oa (fig. 1745) rappresenta la variazione di M; al variare 
«di q. Secondo che P è piccolo o grande, la sinusoide che rappresenta M, può 
«essere la 1 o la 2: nel primo caso è sempre M; > M, (equilibrio stabile), e nel 
secondo sì ha M; = M, nel punto ò in cui la retta Oa incontra la sinusoide 
(equilibrio stabile per @ = g'). Se P = P.,, la sinusoide è la 3 ed è tangente alla 
retta Oa: quindi l’equilibrio-è indifferente all’inizio, poi diventa subito stabile. Fig. 1745. 
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mentre l’energia elastica del vincolo in B aumenta di 
2 —_2 
mi[(p + dp —p]:2= m(29dp + dp ):2=mpdp+ mdp (2. 


Quindi l’energia totale del sistema aumenta dell’infinitesimo del secondo 
ordine mydp :2, e perciò l’equilibrio è stabile. 

Esistono tuttavia dei sistemi elastici nei quali l’equilibrio non ridi- 
venta stabile (es. 1402). 


Esercizio 1900. — Il mezzo cilindro omogeneo di raggio 
r della fig. 1734 a) è posto, col piano ab orizzontale, al 
sommo di un cilindro di raggio È (fig. 1746 a). Determinare 
il valore a; di a per il quale l’equilibrio diventa indifie- 
rente. 

Soluzione. L'equilibrio è indifferente se la verticale per 
G incontra la retta di contatto c' (fig. 1746 b), ossia se 
dsen aj — r sen f = 0. Ma si ha r(a,— f)= cc' = R$, da 
cui f = ra,:(R+ 7), e d = 4r/3x; per cui dev'essere 


TOI 


0,4244 sen a, = sen sce 


Se R = 1,5 r, dev’essere 0,4244 sen a, = sen 0,40, che 
è soddisfatta per a, = — 379. 

Per a> a; l’equilibrio diventa instabile, perchè la ver- 
ticale per G passa a destra di c'. Perciò in realtà per a, 
l'equilibrio non è indifferente, poichè basta la minima causa perturbatrice per 
far tornare il corpo nella posizione stabile (fig. a) o per farlo cadere a destra. 


Fig. 1746. 


Esercizio 1901. — Studiare il comportamento del sistema dell’esercizio 1894 
quando g non è infinitesimo. 

Soluzione. Supposto che il materiale della barra BC si comporti elasticamente 
fino a tT = 2000 kg/emq, il massimo angolo di torsione @ compatibile è (150) 


max g = 07 = t4/Gr = 2000 - 50/8 - 105 - 1= 0,125rad = — 7910”. 
Quindi il valore massimo che P può raggiungere prima dello snervamento è 


0,125 sola 
0,12476 = 251,7 kg. 


25120. 0,125 


maxP = 100 ‘sen 0,125 


= 251,2 


Se la barra BC fosse invece di un acciaio capace di comportarsi elasticamente 
fino a 7 = 8000 kg/emq, si avrebbe max pg = 0,500 = 28°39' e max P= 251,2 - 
* 0,500/0,47945 = 262 kg. La possibilità che P superi di molto P,, è dunque li- 
mitata dal sopraggiungere dello snervamento. 


Esercizio 1902. — L’asta AB della fig. 1747 girevole liberamente in B è trat- 
tenuta in A da un elastico o da una molla a elica orizzontale CA. 
Soluzione. Se la molla CA è di lunghezza considerevole, essa rimane presso- 
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chè orizzontale anche quando A si abbassa in A’. Se e; è la caratteristica della 
molla, la sua reazione è R = c, - A'A4”; quindi l’equazione di equi- 
A fu: librio alla rotazione intorno a B è 

RA 
/ P.A4'4"=ce,-A'A"-l1cosp, dacu P=cjlcosp. 


Il valore critico di P (cioè per piccolissimo) è ancora 
P.,,= cl come nell’esercizio 1896. Ma quando g cresce, il valore 
di P diminuisce, per cui in questo caso l’equilibrio non diventa 
Fig. 1747. stabile, bensì instabile. 


814. Instabilità progressiva e instabilità improvvisa. 


Come si disse nel Cap. XIII, C) (nn. 274 ec, 279 a), l'instabilità del. 
l’equilibrio elastico può essere considerata sotto due aspetti nettamente 
diversi: a) come fenomeno pratico (caso reale), b) come fenomeno fisico 
(caso ideale). 

a) Ad es. nel caso del carico di punta, se P non agisce esattamente 
secondo l’asse, ma parallelamente a questo e con una data eccentricità e, 
la trave risulta compressa e inflessa. Al crescere di P il momento flet- 
tente esterno M, non cresce proporzionalmente a P, bensì in modo più 
rapido (n. 270 a), perchè la deformazione della trave fa crescere l’eccen- 
tricità di P rispetto alle varie sezioni. Quindi la deformazione stessa, ad 
es. la freccia f, cresce da prima in misura un po’ più rapida di P, poi 
sempre più rapidamente, fino a diventare illimitata quando P si appros- 
sima al carico critico di Eulero P. (n. 271 a). In questo caso l’instabilità 
non è dunque improvvisa, ma sopravviene per il rapido aumentare finale 
della deformazione di flessione, che in piccola misura si è manifestata 
fin dall’inizio. 

Però in realtà il collasso avviene prima che P raggiunga il valore P. 
(che anche in presenza di difetti è uguale a quello che si ha nel caso ideale, 
n. 815), cioè per un P., < P.; ed è dovuto al fatto che quando sì è rag- 
giunta la tensione di snervamento o, în una parte considerevole cella sezione, 
la deformazione prosegue anche se non sì fa più crescere M,, ossia P. 

Infatti, ricordiamo (Cap. XXX) che nei materiali duttili, raggiunta 
la 0,, si ha da prima una dilatazione e; che cresce rapidamente fino a e; 
senza che aumenti c,. e quindi senza faraumentare notevolmente il momento 
interno M,. Poi, quando e > e“, 1A Oma: riprende a crescere, cioè il mate- 
riale è di nuovo capace di reagire alle ulteriori deformazioni, e comincia il 
periodo dei grandi allungamenti. Ma intanto che la e è passata da &, a e;‘, la 
deformazione della trave è aumentata, e quindi la sollecitazione esterna 
M, è cresciuta anche se P è rimasto invariato; per cui quando la o, e 
quindi anche M,, riprendono a crescere, il momento M, è già nettamente 
maggiore di M,, e le tensioni interne non sono più in grado di equilibrare 
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la forza esterna (?). Tanto più che ora M, aumenta rapidamente per 
il rapido aumentare della deformazione, mentre M,; aumenta lentamente 
per il lento aumentare delle tensioni. Pertanto, si ha il collasso per quel 
carico P., che provoca lo snervamento, ed è P,, < P.. Quindi in questo 
caso il problema riguarda le tensioni piuttosto che la stabilità. 

Ciò che si è detto per il caso del carico eccentrico vale anche quando l’ec- 
centricità sia pressochè nulla, ma l’asse della trave non sia esattamente rettili. 
neo, o per un difetto della trave stessa che è curva con ordinate iniziali Mo, 0 
per l’azione di forze normali all’asse della trave (2); per cui anche in questi casi 
il collasso avviene quando c = g,, cioè prima che il carico assiale raggiunga 
il valore P£. Inoltre la stessa cosa non vale soltanto per le travi caricate di punta, 
ma per ogni altra struttura soggetta a fenomeni d’instabilità. 


Quando si dice che l’eccentricità del carico è nulla e che sono nulli 
i difetti della trave, si vuol significare che si è cercato di centrare il carico 
nel modo migliore possibile e di eliminare i difetti stessi: in realtà esiste- 
ranno tuttavia una eccentricità e dei difetti molto piccoli, tanto minori 
quanto più grande è la cura che si è usata, ma che sono inevitabili e di 
grandezza sconosciuta (?). In questo caso la deformazione elastica cor- 
rispondente all’instabilità si mantiene molto piccola fino a valori del ca- 
rico prossimi a P, (pochissimo minori di questo se si sono usate speciali 
cure; note 28 e 29 del Cap. XIII), poi si manifesta quasi all'improvviso 
e cresce rapidamente. 

Per il calcolo pratico di queste travi si veda il n. 825. 

b) Il caso ideale è quello in cui si pensa che tutto sia perfetto, cioè 
che l’eccentricità e i difetti siano rigorosamente nulli. Ad es. nel carico 
di punta si ammette che il carico P agisca esattamente secondo l’asse 
della trave, che questo sia perfettamente rettilineo e che la trave sia 


(?°) La stessa cosa non accade nelle travi caricate normalmente all’asse. Quando si è raggiunta 
la og in una parte considerevole della sezione si ha un rapido aumento della deformazione della 
trave, anche se i carichi non crescono, dovuto al passaggio da e‘ a eo. Ma questo aumento non 
ha fatto crescere 3/,, che in questo caso non è influenzato dalla deformazione della trave; per 
cui quando le c riprendono a crescere, e quindi torna a crescere M;. questo è di nuovo in grado 
di far equilibrio a valori crescenti di M,, ossia a valori crescenti dei carichi. Per cui in queste 
travi il sopraggiungere dello snervamento non causa il collasso: la trave possiede ancora una 
notevole riserva di resistenza, e quindi è ancora possibile aumentare considerevelmente i carichi. 

(**) L'effetto della deformazione iniziale ng non è diverso da quello del momento flettente 
3, (indipendente da P e da n) provocato dai carichi trasversali. Infatti, nel primo caso il mo- 
mento flettente è Pn, mentre la variazione della curvatura è ad (n — Mo): dxe=n""—n 0? per cui 
l'equazione differenziale della linea elastica è 


EJMn'—ng°)=—Pn, ossia n +aîn = né”. (a? = P/EJ) 


Nel secondo caso il momento flettente complessivo è Mo + Pn e l'equazione è 
EJn'"=— (My + Pu), ossia n°’ + 0%n = — M/EJ. 


Dal confronto si riconosce che ng” equivale a — M/EJ; ciò che è naturale, perchè M, provoca 
anch'esso delle ordinate iniziali ng. E 

(*) Per i profilati del commercio si ammette l’esistenza di una freccia iniziale fo dell’ordine 
di 21/300. 
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assolutamente omogenea. Come si è detto, in pratica ci si può soltanto 
avvicinare molto a queste condizioni, ma non completamente. Ciò nono- 
stante, lo studio di questo caso è della massima importanza, anzi tutto 
perchè mette in luce la vera essenza del fenomeno (cioè l’intervento del- 
l'instabilità dell’equilibrio elastico, che ha luogo anche se tutto è per- 
fetto), poi perchè il valore di P; che si trova in questo caso è lo stesso 
che risulta nei casi reali, cioè in presenza delle inevitabili imperfezioni 
(n. 815). Inoltre in queste condizioni lo studio non richiede alcuna ipo- 
tesi intorno alla natura e all’entità delle imperfezioni. 

Nel caso ideale l’instabilità è improvvisa, e sì manifesta col sorgere di 
un nuovo tipo di deformazione, che provoca un nuovo tipo di sollecitazione. 
Ad es. nel carico di punta, finchè P < P. la trave subisce soltanto un 
accorciamento ed è soggetta soltanto a sforzo normale di compressione; 
e quando P= P; improvvisamente la trave s°inflette, e perciò sorge an- 
che un momento flettente dovuto al fatto che P non incontra più le se- 
zioni nel baricentro. Ridotti alla loro più semplice essenza, i fenomeni 
d’instabilità improvvisa consistono dunque in questo. Come sempre, è ca- 
richi applicati tendono a scendere più che possono (ossia, nel caso più ge- 
nerale, le forze esterne tendono a compiere il mas.imo lavoro esterno possi 
bile). Per cui, dopo che sono scesi approfittando della deformazione natu- 
rale della struttura (cioè corrispondente al tipo di sollecitazione cui la 
struttura era sottoposta), cercano di indurre in questa un nuovo tipo 
di deformazione, che consenta loro di scendere ulteriormente, ossia di 
compiere ulteriore lavoro esterno. E naturalmente ci riescono se sono 
abbastanza intensi. 

Nel caso reale, invece, la flessione avviene fin dall’inizio, sia pure in 
misura molto piccola, perchè le imperfezioni fanno sì che il momento 
flettente esista fin d’allora; poi s’intensifica man mano P aumenta, e la 
trave resiste fintanto che la tensione non ha raggiunto il valore cs. 

Lo studio del caso ideale è importante perchè ci fa conoscere il valore 
di P, che rappresenta il limite superiore di P.,, che potrà essere quasi rag- 
giunto nella migliore delle ipotesi, ma mai superato. 


x 


Naturalmente l’instabilità è improvvisa purchè le forze agenti e crescenti 
(che poi diventeranno critiche) siano tali da non produrre fin dall’inizio quella 
sollecitazione e quella deformazione che provocheranno l'instabilità. Così ad es. 
nel caso dell’esercizio 372 è il carico uniforme gq che causa la futura instabilità, 
ma questa non può essere improvvisa, perchè q non provoca soltanto uno sforzo 
di compressione nel puntone AB (fig. 457), ma lo fa inflettere fin dall’inizio. 

c) Il collasso avviene dunque per valori critici P,, delle forze esterne 
molto prossimi al valore teorico P. se le imperfezioni sono ridotte al 
minimo, e per valori assai minori se le imperfezioni sono considerevoli 
(ad es. se il carico ha una forte eccentricità) (si vedano gli es. 1903-1907, 
nonchè gli es. 339, 340). Nel primo caso interessa dunque che P. sia ele- 
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vato, e a tale scopo conviene usare un materiale avente il modulo di ela- 
sticità E (e talvolta G) elevato, mentre i valori di 0, e 0, non interessano 
(n. 277 d). Nel secondo caso invece il collasso avviene quando la e rag- 
giunge il valore 0,; per cui conviene usare un materiale avente os elevato, 
e anche E elevato per mantenere piccole la deformazione e la sollecita- 
zione d’instabilità, e quindi le o. 

d) Quanto si è detto vale per il caso delle strutture snelle (nel caso 
del carico di punta, per travi aventi il rapporto di snellezza > Zinm 
n. 278 b). Nel caso delle strutture tozze il collasso avviene sempre in 
seguito allo snervamento, perchè molto prima che il carico raggiunga 
il valore teorico P., che in questo caso è elevato, la o raggiunge il 
valore 0. 


315. Il carico critico di Eulero non dipende dalle imperfezioni. 


a) Vedemmo già che l’eccentricità del carico, le imperfezioni della 
trave, l’azione di forze costanti normali all’asse della trave non fanno 
cambiare il valore del carico di Eulero P,. Così lo (388) mostra che in 
presenza di un’eccentricità e qualsiasi il carico P; ha lo stesso valore che 
ha quando e tende a zero (n. 273 b) o quando e= 0 (n. 276 a). Inoltre 
dall’espressione di f trovata nell’esercizio 341 si ricava lo stesso valore 
di P, anche in presenza di una piccola inclinazione g (ossia di un cedi- 
mento indipendente dal carico), mentre nell’esercizio 350 ottenemmo il 
risultato (396) anche nel caso di una freccia e di ordinate iniziali fo ed Ne. 
Infine nei nn. 288 a) e 290 a@) si riconobbe che la deformazione diven- 
tava illimitata quando P raggiunge il valore (396) di Eulero. 

Si devono però distinguere nettamente i diversi significati che ha P, 
in assenza o in presenza di difetti. Nel caso ideale il carico P. è quello 
che provoca l’instabilità improvvisa, ossia il sorgere di un nuovo tipo di 
deformazione e di sollecitazione. Nel caso reale il carico P, è quello che 
provocherebbe una deformazione illimitata (se prima non avvenisse il 
collasso causato dallo snervamento del materiale. per un valore P., < P..), 
e che perciò rende impossibile l’equilibrio fra le tensioni interne e la forza 
esterna Pz. Quest’ultimo fatto si verificherebbe se fosse 0; = c0. 


Talvolta riesce più facile studiare il caso contenente un’imperfezione, per 
poi determinare il valore Pz che rende illimitata la deformazione (facendo natu- 
ralmente astrazione, in questo caso, dai valori delle 0): la proprietà suddetta 
ci assicura che il valore trovato è anche quello del caso ideale (25). 

Si utilizza tale proprietà anche per determinare P; sperimentalmente (n. 840). 

b) L'identità del valore di P, nel caso perfetto e nel caso imperfetto si ri- 
conosce anche nel modo seguente. Nei tre casi richiamati in a) scriviamo l’equa- 


(*) Questo procedimento è usato sistematicamente da H. ZIMMERMANN: Lehre vom Knicken 
aui neuer Grundlage, Berlino, Ernst, 1930. 
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zione differenziale della linea elastica in modo da lasciare nel secondo membro 
i termini che non dipendono dall’ordinata 7. Essa diventa rispettivamente (nota 23) 


EIn'+ P(n—{f)= Pe=cost. ossia N'+ a’M— f)= cost. 
EJn” + Py = EJnos = EJj(x) » n'+ an = f(x) 
EIn” + Py=— Ms={(4, 2) » n'+ o°N = (4,9). 


Il primo membro della prima è lo stesso che si avrebbe studiando direttamente 
il caso del n. 276 a), e il primo membro della seconda e della terza è lo stesso che 
si ha nel caso del n. 275 a): cioè nei casi privi delle imperfezioni, nei quali il se- 
condo membro è lo zero. La soluzione generale delle equazioni scritte dianzi si 
ottiene aggiungendo all’integrale dell'equazione resa omogenea, cioè alla solu- 
zione dei casi ideali, un integrale particolare dell'equazione non omogenea. Que- 
st’ultimo dà delle deformazioni che sono finite; perciò la deformazione può rag- 
giungere valori illimitati solo quando il primo integrale assume la forma inde- 
terminata (che è la sola che può avere valore infinito), e quindi per gli stessi 
valori di Pz che si trovano per i casi perfetti. 


c) In armonia con la proprietà suddetta è anche la formula 


__ fo ( E 
(1493) i=73x = A 
trovata nel n. 271 c), nell’esercizio 350 e nel n. 290 a), e che vale in tutti 
e tre i casi ricordati. Essa dice appunto che f diventa illimitata quando 
B = 1, cioè quando P raggiunge lo stesso valore P. dei casi ideali. 


Esercizio 1903. — Un palo tubolare di ferro di diametri d, = 20 em e d; = 
= 18 cm, lungo 12 m, è articolato alle estremità e ivi è soggetto a compressione 
centrata. Determinare P,, sapendo che il palo è leggermente curvo (es. 350) e 
che nel mezzo si ha fj = 10 em. 

Soluzione. Le caratteristiche del palo sono A = 59,7 cmq, J = 2701 em$, 
W = 270,1 cm. Assumendo E = 2,1 - 106 kg/emq, il carico di Eulero risulta 
Px = 38876 kg. 

Per effetto di P, la freccia e il momento flettente nel mezzo sono (1493) 


— fo ___h = pf Ph 
=" bietet I; 


Quindi la tensione massima di compressione nel mezzo risulta 


_DP Pf _ > P-10 _ <p 0,0870P_ 
Ome = 4% WI — P]Pi) 59,71 270,1(1— P/Pa) — 0,01675P + 17 P/38876 


Supponendo che si abbia o, = 2700 kg/emqa, si determina il valore di P, 
risolvendo per tentativi l'equazione (oppure un’equazione di secondo grado) 


B 0,0370P__, 


Si ottiene così P.,, = 23900 kg, che è molto minore di Ps. 
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Esercizio 1904. — Idem, nel caso in cui la freccia iniziale sia fi=1 cm. 
Soluzione. In questo caso l'equazione determinatrice di P,, è 


0,01675P + ge 2700, 


— P/38876 — 


e sì ottiene P,, = 36370 kg. L’imperfezione molto piccola fa dunque sì che P_ 
risulti poco minore del valore Ps. 


Esereizio 1905. — Risolvere l'esercizio 1903 nel caso che sia G, = 6000 kg/cma. 
Soluzione. L'equazione determinatrice di P,, è 


0,0370P 


0,01675P + T= P/38876 


= 6000, 
e si ottiene P,, = — 30820 kg, che è molto maggiore di 23900 kg. 

Se fosse o; = 6000 kg/emq nel caso dell’esercizio 1904, il beneficio sarebbe 
molto minore, perchè P,, non può crescere molto, essendo già prossimo a Pe. 


Esercizio 1906. — La stessa trave dell’esercizio 1903 è rettilinea, ma è soe- 
getta nel punto di mezzo a una forza P, = 1000 kg normale all'asse. Determinare 
il valore P,, del carico assiale. 


Soluzione. In questo caso la freccia fè è quella prodotta dalla sola forza P, 
e vale 


1000 - 12008 _ 
fo = 48-2,1-108-2701 = 6:39 em. 


Quindi la tensione massima di compressione nel mezzo risulta 


_ Mo Pi Pio — _1000-1200/4, P P - 6,35 
Ina WTA" Wi=#]Pd 270,1 ©‘ 59,7 270,1(1 — P/38876) ° 


Supponendo ancora o, = 2700 kg/emq, l'equazione determinatrice di P., è 


1111+ 0,01675P + ; 02368" 2700, 


— P/38876 — 
e si ottiene P,, = 22200 kg. 


Esercizio 1907. — Idem, nel caso di P, = 2000 kg. 


Soluzione. In questo caso f, ed M, sono due volte maggiori. Quindi l'equazione 
che determina P,, diventa 


2221 + 0,01675P + ; BOENE smo, 


— P/38876 


‘e si ottiene P,, = 6540 kg. Questo valore è molto minore di P_ perchè la forza 
P, provoca già una Guy elevata, e P provoca una Gaz Maggiore fin dall'inizio, 


tm 
to 
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816. Come si applica il criterio statico. 


Come si è detto nel n. 812 a), si modifica di pochissimo la configura- 
zione equilibrata e si scrive l'equazione (o le equazioni) di equilibrio tra 
le forze esterne, che ora si sono spostate rispetto alla struttura, e le nuove 
tensioni interne corrispondenti alla nuova configurazione; cioè s’impone 
che anche questa sia equilibrata. Il valore della forza esterna (o delle 
forze esterne) che si deduce da tale equazione è quello che rende l’equi- 
librio indifferente, e quindi è il valore critico. 

L’equazione suddetta è ben diversa secondo che la struttura è costi- 
tuita da parti pressochè rigide collegate tra loro con vincoli elastici, op- 
pure è totalmente elastica; per cui è opportuno distinguere i due casi. 

a) Esempi del primo tipo sono i casi della fig. 1740 e degli esercizi 
1908-1914, nei quali le varie aste sono molto meno deformabili dei vin- 
coli elastici che le collegano, sì che si possono considerare rigide. Si tratta 
di strutture a uno o a pochi gradi di libertà, perchè per definire la con- 
figurazione deformata bastano uno o pochi parametri (l'angolo g nel caso 
della fig. 1740, la freccia f nei casi degli esercizi 1908-1912, le due frecce 
f.. f. (es. 1913), le tre frecce fi, f., fs (es. 1914)). Queste strutture non 
sono frequenti nella pratica; tuttavia il loro studio, molto semplice, si 
presta a utili considerazioni intuitive, e ha vari punti di contatto con 
quello della vibrazione dei sistemi a pochi gradi di libertà (Cap. XXXIII, B). 

Nel caso di un solo grado di libertà, la suddetta equazione di equi- 
librio contiene nei due membri, come fattore, il parametro che definisce 
la configurazione deformata; per cui sopprimendolo, si ottiene la rela- 
zione che determina P.,. Ad es., nel caso del n. 812 a) l’equazione di 
equilibrio Plg = m,g diventa PI = m;; oppure (per maggiore analogia 
con ciò che si fa nel caso di più parametri) si scrive l’equazione nella 
forma (PI—m;)g = 0, dalla quale si riconosce che oltre alla soluzione 
banale g = 0 (corrispondente alla configurazione verticale primitiva), può 
essere g + 0 purchè sia nullo l’altro fattore PI — m,. Il valore di P(= m;/l= 
= P.;) che lo rende nullo si usa chiamare 1’ autovalore. In questo caso 
non si hanno incertezze circa la forma della deformata, che può essere 
una sola (salvo l'ampiezza che resta indeterminata, perchè tale rimane 
il valore del parametro ©, che però dev'essere piccolissimo). 

Nel caso di più gradi di libertà, le varie equazioni di equilibrio, espri- 
menti l’uguaglianza delle sollecitazioni esterna e interna in corrispon- 
denza di ciascun vincolo elastico, costituiscono un sistema di altrettante 
equazioni omogenee quanti sono i parametri incogniti. Oltre alla soluzione 
banale f, = 0, fa = 0,... (corrispondente alla configurazione primitiva), 
esso ammette anche altre soluzioni purchè il determinante 4 dei suoi 
coefficienti sia nullo. Perciò 4 = 0 costituisce la condizione di equilibrio 


indifferente, che è soddisfatta per determinati valori eritici del carico 
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(autovalori; tanti, di solito, quanti sono i gradi di libertà) (2°). Ottenuti que- 
sti, le equazioni del sistema determinano i rapporti fra i valori dei para- 
metri f (però non i loro valori veri, che restano indeterminati, purchè 
siano piccolissimi), e perciò anche i diversi tipi di deformate instabili 
(con altri rapporti le equazioni di equilibrio non sarebbero soddisfatte 
contemporaneamente in tutti i vincoli). Le deformate instabili sono tante 
quanti sono i gradi di libertà (es. 1913, 1914). 

b) Se la struttura è elastica in ogni sua parte, gli spostamenti che 
si possono pensare impressi a ogni suo punto sono indipendenti tra loro 
(purchè congruenti, cioè tali da rispettare la continuità della struttura). 
Perciò la configurazione deformata della struttura (che è a infiniti gradi 
di libertà) è determinata da infiniti spostamenti o parametri n, che di 
solito si rappresentano mediante una funzione 7)(7) da determinare. La 
condizione affinchè l’equilibrio sia indifferente è che le sollecitazioni 
esterna e interna, che sorgono in seguito alla deformazione, siano uguali 
tra loro în tutte le sezioni; e ciò si esprime mediante un’equazione diffe- 
renziale che contiene la funzione incognita n(r) e le sue derivate. L’inte- 
grale di questa equazione determina la funzione (2) (autofunzione), 
mentre qualcuna delle condizioni ai limiti determina i valori critici del 
carico (autovalori). 

Ad es., nel caso della trave prismatica caricata di punta (n. 275 a) la fun- 
zione che soddisfa l’equazione differenziale 


{1494) BIN'=—- Py, ossia n'=—a?n, (a? = P/EJ) 
1 1 7 7 


è la 7 = f sen ax (°°), mentre la condizione di vincolo 7 = 0 per x = ! diventa 
j-sen al = 0. Questa richiede che sia f = 0 (soluzione banale, corrispondente 
alla trave rettilinea), oppure sen al = 0; e quest’ultima è soddisfatta se al = 
=0-7-2a...n7... (autovalori) (23), ossia se P = n°72EJ/1?. 

Tuttavia un valore approssimato di P,,, sia pure molto grossolano, si po- 
trebbe ottenere imponendo che sia M, = M, soltanto in una certa sezione, ad es. 
nel mezzo, e assumendo per 77(7) una funzione arbitraria, diversa da quella vera, 


(*) In tutti i casi pei quali sono possibili diverse forme d’instabilità, corrispondenti a diversi 
valori di P,,, interessa praticamente soltanto quella cui corrisponde il valore minimo di P.,, ® 
la conoscenza di questo (perchè quando P raggiunge questo primo valore si ha già il collasso). 

(*) La funzione n = fsen cz (0 cos "7) è tale che il momento esterno M, = Pa = Pf sen ax 
può essere uguale in tutte le sezioni al momento interno M}=—EJ\" = EJ} 2 sen or; ossia è 
tale da soddisfare l’equazione differenziale E/n' = — Pn. Nessun'altra funzione può soddisfare 
questa equazione, perchè nessun'altra funzione ha la derivata seconda che riproduce la funzione, 
col segno cambiato. 

Come si è detto, la funzione che soddisfa l’equazione differenziale di equilibrio si chiama 
autofunzione, e il valore di « che rende soddisfatta la condizione di vincolo :(2)= 0 si chiama 
autovalore. Una chiara trattazione degli autovalori, che interessano nello studio di molti pro- 
blemi, specie sulle vibrazioni, si trova nel volume di L. COLLATZ: Eigenwertaufgaben mit techni- 
schen Anwendungen, Lipsia, Geest e Portig, 1949. 

La freccia f rimane indeterminata perchè crescendo f crescono in proporzione la n e la n”, e 
se per un certo valore di f è M, = M,, lo è anche per ogni altro valore di f (purchè piccolissimo). 

8) In altri termini, la curva n=/senoz si annulla per r =! solo sea = ajl (ossia se è 
n= } sen xz/l) (oppure, in generale, se a = nx/l con n intero); da cui a2= 12/12, P=a?EJ]jl?, 
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che è incognita; ciò che evita l'integrazione dell'equazione differenziale (es. 1915). 
Si veda anche il n. 821 a). 

Oltre al caso del n. 275 a) c), studiammo mediante il criterio statico 
anche quelli degli esercizi 349-360. 

Come nelle strutture considerate in a), anche nelle strutture elastiche 
accade spesso che il carico critico sia determinato dall’annullarsi di un 
determinante (es. 360, n. 831 b, es. 1980). 


Esercizio 1908. — Un’asta rigida AB articolata alle estremità ha una cer- 
niera elastica nel punto di mezzo C (fig. 1748 a), che reagisce con un momento 
M proporzionale alla rotazione relativa g di una metà rispetto 
all’altra (m, reazione quando g = 1). Determinare il valore eri- 
tico del carico P. 

Soluzione. Pensato impresso al punto C uno spostamento pie. 
colissimo f, l’equilibrio è indifferente se il momento esterno 
M,= Pj di P rispetto a C è uguale al momento interno 
M,;= m,g. Ma (se j è piccolissimo) si ha p= p/2+ g/2= 
= f/a+ f/a = 2j/a = 4f/l. Quindi P,, è determinato dalla con- 
dizione 
Fig. 1748. Pj= mp =m,-4f/l, da cui P.r= 4mifl. (29) 


Se f è piccolissimo, P., risulta indipendente dal valore di f, e quindi l’equi- 
librio è indifferente. Se invece f ha un valore considerevole, l’equilibrio è stabile 
ed f cresce solo se si aumenta P (n. 813 c). 


Esercizio 1909. — Idem, con la cerniera Cl in un punto qualunque (fig. 1748 b). 
Soluzione. In questo caso (se f è piccolissimo) si ha gp= a+ = f/a+ f/b = 
= j(a+ b):ab = fl/ab. Quindi P.,, è determinato dalla condizione 


Pj= my = m - fl/ab, da cui P,, = myl/ab . 


Ad es., se a = //4, b = 31/4, risulta P.,, = (16/3)m,/l = 5,33m,/l1; se a = 1/10, 
b= 94/10, risulta P,, = (100/9)m,/t = 11,11m;/l. Se a =b = 1/2, si ritrova il 
risultato dell’esercizio 1908. 


Esercizio 1910. — Nel caso dell’esercizio 1908 determinare P per valori fi- 
niti di f. 

Soluzione. Se f non è piccolissimo, si ha f = a sen 9/2. Quindi nella configu. 
razione spostata si ha l’equilibrio se 


l P _ 3 _ 2, P 
Pf= Py sen 7 =, da cui Pe I a gR' 
Se g è piccolissimo, si ha g:sen g/2= —p:g/2=2, e si ritrova il risul- 
tato dell'esercizio 1908. Se @ cresce, si ottiene P> P.,, e perciò l’equilibrio ri- 
diventa stabile (n. 813). ì 


(**) Rispetto alla tormulla di Eulero (caso fondamentale, formula i (396), qui c’è mj a posto 
di EJ/l e 4 al posto di a? = 
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Esercizio 1911. — La struttura dell’esercizio 1908 è soggetta a 
quattro carichi (fig. 1749). Determinare la condizione che rende 
l'equilibrio indifferente. 

Soluzione. In questo caso i carichi P,, P3, Pi provocano una 
reazione orizzontale H, determinata dalla condizione di equilibrio 
intorno a B 


Hl = P.j/2+ P.f+ P.ff2, da cui H=(P,+ 2P,+ P.)f/21. 


L’equilibrio è indifferente se il momento esterno M, rispetto a 
C è uguale al momento interno M, = mg, ossia se Fig. 1749. 


Hl/2+ P.j+ P.j[2=m,-4fl, dacu (4P,+3P,+2P,+ P.),- = 16m,/l1. 


I carichi P,, P., P3, P, possono variare indipendentemente l’uno dall’altro, 
purchè la parentesi valga 16m,/I. Annullando qualcuno dei carichi, si hanno vari 
casi particolari. Se esiste solo P,, si ritrova il risultato dell’esercizio 1908. 


Esercizio 1912. — Nel caso dell’esercizio 1911 i carichi hanno attmalmente 
dati valori P,, P., P3, P,. Determinare quand'è che l’equilibrio diventerà indif- 
ferente, se i carichi aumentano restando proporzionali ai valori attuali. 

Soluzione. Se indichiamo con e un coefficiente crescente a partire da 1, i ca- 
richi crescenti saranno cP,, cP,, cP,, eP,. Il valore critico di e si deduce dalla 
soluzione dell’esercizio 1911, e risulta 


Cc = (16m,/1) : (4P,+ 3P,+ 2P,+ Pi). 


Esso rappresenta evidentemente il coefficiente di sicurezza. 


Esercizio 1918. — La struttura della fig. 1750 a) è costituita 
da tre aste rigide di uguale lunghezza a, collegate con cerniere 
elastiche C, e C,, di caratteristiche m, ed my. Determinare P.,,. 

Soluzione. a) In questo caso la configurazione deformata 
dipende da due parametri, cioè da f, ed f.. 

Gli angoli d’inelinazione delle tre aste sono legati a f, ed }, 
(piccolissimi) dalle relazioni 


a,= fa, as = (fi f)/a, az = fala . 


Quindi le rotazioni relative , e ®», nelle cerniere si possono 
esprimere in funzione di f, ed f»: Fiz. 1750. 


Pi= a a = 3(2f,— fo) :1, Pa = a+ ag = 3(2f,— fi) i. 
La configurazione deformata è in equilibrio (e quindi l'equilibrio è indiffe- 


rente) se in entrambe le cerniere il momento esterno (Pj,, Pf.) è uguale al mo- 
mento elastico interno (m,@,, M,9;), cioè se 


Pi, = (3m./1(2f,- fa); Pj, = (3m2/1)(2f. — fi). 
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Ponendo P1/3m, = c,, PI/3m, = c,., queste due condizioni diventano 
(a) (co- 2)fj+fa=0, f1+ (co — 2)fi = 0. 


Si ha così un sistema di due equazioni omogenee con le due incognite f, ed fa. 
La soluzione banale è f, = 0, f, = 0, che corrisponde alla configurazione retti. 
linea (che certamente è equilibrata). Affinchè sia in equilibrio anche la configu- 
razione deformata, occorre che il sistema ammetta anche soluzioni f, ed f, non 
nulle, e questo accade soltanto se è nullo il determinante dei coefficienti, cioè se 
(8) GA 1 la90, csi ho bgioh 
I Co—- 2 E 

È questa la condizione di equilibrio indifferente. Sostituendo a c, e c, le loro 
espressioni, si ottiene un’equazione di secondo grado in P, che fornisce per P 
due valori critici, corrispondenti a due configurazioni diverse. 

b) Consideriamo il caso in cui my = m;, e quindi c, = ce, = Pl3m,j= ec 
Il sistema (a) e la condizione (b) diventano 


(41) (c- 2)jj+fa=0, fit (e- 2)fr = 0; 


bg (7A +. | 


A questi due valori di c corrispondono due valori di P,,: 
(ec) Pir = 3m;/l, Pi = 9m/l. 


Dalla prima delle (a,) si ricava f./f, = — (e — 2). Alla soluzione e = 1 cor- 
risponde il rapporto f»/f; = 1, cioè f, = f,, e quindi la configurazione della fi- 
gura. 1750 b). Alla soluzione e = 3 corrisponde il rapporto fs/fi = — 1, cioè 
f = — fi; e quindi la configurazione della fig. 1750 c). Quest'ultima è analoga a 
quella della fig. 456 a), e può realizzarsi soltanto se il punto di mezzo del tratto 
C,C, è impedito di spostarsi, altrimenti P non può raggiungere il valore Pi, 
perchè il sistema cede già quando P = Pi,. 


Esercizio 1914. —- Idem, nel caso di quattro aste uguali (fig. 1751 a). Le cer- 
niere elastiche C,, C,, Cz hanno uguali caratteristiche m,. 

Soluzione. La configurazione deformata dipende dai tre 
parametri f,, fo, f. Procedendo come nell’esercizio 1913, 
si esprimono le rotazioni relative @,, 92, 93 in funzione 
di fi» fa» fa: 


p,= 4(2f,- fa):1, po = 4(2f fr fail 
Pa = 4(2f3— fo) :1. 


La configurazione deformata è in equilibrio se 
{ Pf, = (4m/0(2Î,— fa) 


) Pf = (4m,/0(2f.— fn fa) 
( Pfi= (4m/l)(2fa — fa)» 
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ossia (posto Pl/4m, = c) se 


(9-3 fs =0 
fi+ (e—- 2)fe + f3=0 
| f.+ (c- 2)fag=0. 


Questo sistema di equazioni omogenee, indeterminato, ammette anche soluzioni 
non nulle (e quindi configurazioni equilibrate diverse da quella rettilinea) se 


il determinante dei coefficienti è uguale a zero: 


1 e_- 2 1 
0 1 


e- 2 1 0 | 
{=0, ossia se (c—2)(c—2)?—2]1=0. 
| 


Si hanno così le tre soluzioni e =2— 2, e"= 2, e"=2+ V2, cui corri. 
spondono (3°) 


tr=42— V2)mf, eo= Smil, PU =42+ v2ml. 


Dalla prima e dalla terza equazione si ricava {»/f, = fs/f: = 2— e. La solu- 
zione c' dà f, = fs, f, = Vf: per cui il rapporto f/sf, è ben determinato vi 
se rimangono indeterminati i valori delle f (31). La:seconda soluzione’ dà j, = 0, 
e quindi dalla seconda equazione si ottiene f = — f,. La terza soluzione dà fa=la 
i: = — V2f,. Le configurazioni corrispondenti sono quelle delle figg. 1751 b) c) d).. 


Esercizio 1915. — Determinare P., per la trave elastica di sezione costante, 
vincolata come nel caso fondamentale (n. 276 d) e caricata di punta, mediante 
la sola condizione che sia M, = M, nel punto di mezzo e adottando una defor- 
mata arbitraria. 

Soluzione. a) Se si adotta l’equazione della parabola 


: " 8 
n= A (la—- 22), si ha Mjz = s : Nia=f. 


Quindi sostituendo nella (1494) si ricava P., = 8E£J/2 (errore di 19%) (32). 
b) Se si adotta l’equazione della linea adentioa della trave su due appoggi 
e caricata uniformemente 


_ 167 
5 


. tà 48f 
(Pa — 2 + 2), si ha Me TT: NM = f. 


Sostituendo nella (1494) si ricava P., = 9,6£J/? (errore di 2,7%). 


(*°) La caratteristica m, corrisponde, nel caso della trave elastica caricata di punta. a EJ/la = 
= 4EJ/l (come si deduce ponendo © = 1 nella relazione g = Ma/EJ). Perciò la prima soluzione 
Pi, vana a 4(2 — V2)4EJ/1® = 9,37 EJ/I2. che è poco diverso da 2/12. Però P‘4. equivale 
a 32EJ/i2, che è notevolmente diverso da 4a2£J/1?; e Pi equivale a 54,6 £J/2?, che differisce 
ancora di più da 9x°EJ/l?2. 

(1) Ciò significa che se non è f2/f;{ = V/2, non si può avere contemporaneamente M.,= M; 
in entrambe le cerniere Cj e Co. 

(*') Se invece si uguagliano 34, ed M; in sezioni diverse da quella di mezzo, si ottengono 
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c) Se si adotta la sinusoide (che è la vera deformata) 


mn=fsen ze), siha np=— 3/02, Mnia=f. 


Sostituendo nella (1494) si ricava il valore esatto P., = r°EJ/13. 


817. Come si applica il criterio energetico. 


a) Come si è detto nel n. 812 b), un altro modo per decidere se 

una configurazione equilibrata è stabile o instabile si ha utilizzando il 
fatto che nel primo caso l’energia totale del sistema è mi- 

A nima e nel secondo è massima (teoremi di Dirichlet e di 
Un Liapunof). Perciò se modificando di pochissimo la configu- 
DIA razione (senza variare i valori delle forze esterne) l’energia 
totale del sistema aumenta, l’equilibrio è stabile, se dimi- 
7 nuisce, è instabile. Come caso limite che separa i due 

\ campi, se rimane invariata, l'equilibrio è indifferente. 

Ad es., nel caso di una barra A,B caricata di punta 
(fig. 1752 a), per effetto della compressione N = — P la 
barra si è accorciata rimanendo per ipotesi rettilinea (la 
lunghezza iniziale Z,, è diventata /) e l’estremità superiore 
è scesa da A, in A. È questa configurazione equilibrata 
AB che si vuole saggiare. Se pensiamo di modificarla di 
5) |. pochissimo, in modo che l’asse della trave assuma la forma 
dol... ds curva A'B (avente la stessa lunghezza 45, perchè si ha 
ancora N = —— P), il carico P scende di ò (che è la dif- 
ferenza fra la lunghezza della curva A4’B e quella della sua 
proiezione o corda A4’B) compiendo un lavoro esterno 4L, = Pò (non 
Pò/2, nota 16), e quindi la sua energia potenziale di posizione diminui- 
sce di Pò. Contemporaneamente nella barra si accumula l’energia in- 
terna di flessione 4L; che si aggiunge al lavoro preesistente di compres- 
sione. Perciò l’energia totale U del sistema diminuisce di AL, = Pò e 
aumenta di AL,, ossia varia di AU= A4L;— PÒ. Se la variazione AU 
è positiva, cioè se Pò < AL;, U aveva un valore minimo (*) e quindi 
l'equilibrio era stabile; se AU è negativa, cioè se Pò > A4L;, U era mas- 
sima e l’equilibrio era instabile. Se AU = 0, cioè se Pò = AL;, U non 
varia e l’equilibrio era indifferente. È questo il caso che interessa, perchè 
determina il carico P.,, che separa i due campi. 


Fig. 1752. 


valori di P,, crescenti dal valore trovato (che è in difetto) fino a infinito (n diminuisce, mentre 
n’ è costante). Perciò in una certa sezione si otterrebbe P,, esatto. 
I valori che si trovano per P., variano al variare delia sezione considerata, cioè non può es- 
sere M,= M;in tutte le sezioni, perchè la parabola non è la vera deformata, ossia l’autofunzione. 
(8) Come si è osservato nel n. 811 bd), la variazione prima (infinitesimo del primo ordine) 
dell'energia totale è nulla, perchè si saggia una configurazione equilibrata. (Ad es., al crescere 
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Per una data entità della flessione che si è impressa alla barra, risul- 
tano determinati i valori di AL; e di dò, che perciò non dipendono dal 
valore di P. Quindi se P è molto piccolo si ha certamente Pò < AL; e 
se P è molto grande si ha Pò > AL;. Esisterà dunque un valore P= Pw 
tale che Pò = AL,. 

Per rendere più familiare questo concetto, ripetiamo il ragionamento 
semplicissimo del n. 812 bd). L’energia AL; che la barra incurvata può 
restituire se si raddrizza, è sufficiente o no per far rialzare di ò il carico 
P secondo che AL; è maggiore o minore del lavoro Pò necessario, cioè 
secondo che P è piccolo o grande. Oppure, considerando l’inizio del fe- 
nomeno, quando la barra rettilinea diventa curva, il lavoro Pò che P 
compie scendendo di è è sufficiente o no per creare l’energia elastica 
AL; secondo che P è grande o piccolo. Se P è piccolo, tale lavoro non è 
sufficiente, e perciò la barra non s’incurva, ossia l’equilibrio è stabile. 
Se il lavoro Pò è uguale a AL;, l’equilibrio è indifferente. 

b) Per quanto si è detto, nel caso del carico di punta dall’ugua- 
glianza Pò = AL; si ricava P., = ALi/ò. 

In generale, se si indica con AL,, il lavoro esterno (che si ha alterando 
di pochissimo la configurazione equilibrata) quando P= 1, l’uguaglianza 
4L,= AL; diventa P-A4L, = AL; da cui 


(1495) P,= ALJAL,. 


Si ottiene un’altra espressione di P., esprimendo AL; in funzione del 
quadrato di P (n. 332 d), cioè AL, = P? - AL;, , dove AL,, è il valore di 
AL; quando P= 1. Quindi l’uguaglianza 4L, = AL; diventa P- AL, = 
= P*-AL;,, da cui 
(1496) P,= AL, /AL, + 


Nel caso in cui agiscano più carichi P,, P,, ... P, che possono crescere re- 
stando proporzionali tra loro (come nell’es. 1912), in un istante qualunque essi 
saranno cP,, cP,, ... cPn, dove e è un coefficiente che cresce. Se si indica con 
ALe, il lavoro esterno quando c = 1, ossia quando i carichi hanno i valori at- 
tuali P,, P., ».. Pa, si ha AL,= @ALe,= AL; da cui 


(1497) Cor = VAL:;/ALep. 


della freccia f di una trave appoggiata agli estremi, soggetta in mezzaria a un carico P costante 
e normale all’asse, l’energia totale U varia secondo la curva della fig. 1753. Quando 7 ha rage 
giunto un valore f, (punto a) minore del vero, e non si ha ancora l’equilibrio, aumentando } di 
di si ha una variazione dU che è infinitesima del primo ordine. Quando in- 
vece 7 ha raggiunto il valore vero f, (punto bd), e si ha l’equilibrio, asumen- 
tando f di df si ha una variazione dU che è infinitesima del secondo ordine.) 
Quindi in tale situazione l’energia è stazionaria, e può avere soltanto una è ti) 
variazione seconda (infinitesimo del secondo ordine). Se modificando di po- 
chissimo la configurazione, la variazione seconda è positiva, l'energia era r) É 
minima: se è negativa, essa era massima; se la variazione seconda è nulla, ! 

l'energia non era nè massima nè minima, e l’equilibrio era indifferente. Fig. 1753. 


v 
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c) Esaminiamo in particolare il caso della barra di sezione costante, 
articolata alle estremità e caricata di punta (fig. 1752 a). Se 7= n(2) 
è l’equazione della :deformatà che assume la barra quando s’incurva di 
pochissimo, l’abbassamento dò = AA4' della sommità (avvicinamento delle 
due estremità, ossia differenza fra le lunghezze della curva 4'B e della 
corda 4'B) è (fig. 1752 b) 


8= | (ds— da) =; VIS F dî — da) = J[V 1+(Z/1 da. 


Sviluppando in serie la radice (*) e considerando soltanto i primi due ter- 
mini, si ha 
1/4 PI Ù 
s= [++ <>. Zia 1]d0= 7/8 Di an= FS. 
CL] 


Il lavoro interno di flessione è AL, = f M?dxr/2EJ. Se poniamo M = 
= — EJ - d*y/da® (momento flettente interno relativo alla curvatura 
d3n/da*), si ha 

1 
M°de _ EI |, 
ala = 2EJ 7 2 3) (Tifa ii? in 
Dall’uguaglianza Pò = AL, si ricava l’espressione del carico critico (35) 


U 


[n'*da 
(1498) P,= EJ°, (è l'equivalente della (1495)) 
| nda 
é 
Nel nostro case si ha (n. 275 a) 
I . 2 
n(a)=fsen E, da cui n={Foos®, n'=-fFsn®. 


(*) La serie binomiale per n = 1/2 è 
(1+ a)! = 1 + a/2 — a?/8 + a3/16 — 544/128 + 705/256 — 2105/1024 +... 


Nel nostro caso il termine a è (dn/dr)?. 

(8) La (1498) si ottiene anche in modo analitico, senza considerare l’energia, moltiplicando 
ambo i membri della (1494) per n’” e integrando da 0 a 7; e quindi integrando per parti il se- 
condo membro: 


LI e Li LI 
fEsn'az=—f Pan”dz = — Pm) + fPofaz. 
C) 0) o 
Ma il termine nella parentesi tonda è nullo perchè n si annulla per 7 = 0 e per 7 = 4: quindi rimane 


I I 4 i 
JEIN"*e = | Pn'Sdz, 0 se E, J sono costanti  EJ{n"?ar=Pfn7dz, 
o o LÌ . 
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—_ 


Quindi gli integrali che figurano nella (1498) valgono 


n° nr a 101 nr n 1 n _ TR 
12, — dele (Ron na dro gf ae e a ll eli Ai 
[da=f fc Tde= Pr] 
D) o (') 
U LI Li 
rego = RT (sent E de = pi L atx 0 all. a_Tf 
[gni [la Ra 
® o [] 
Sostituendo nella (1498) si ottiene (39) 
= pJTFRE _ ali 
Pe= EI rana — © 


d) Se nell’espressione di AL; poniamo invece M = Py (momento 
flettente esterno dovuto al carico P e all’ordinata 7), si ha 


are 1 
M?da de lado: 


dla ») 25J — 3EI. 
Dall’uguaglianza Pò = AL; si ricava un’altra espressione (?°): 


| n'*da 
(1499) P., = EJ° 7 + (è l'equivalente della (1496)) 
| nada 
é 
Nel nostro caso si ha 
1 1 Ù 
f mx 1 na NE tl n fil 
[anse = Pf] sen? 77 de = PaleT#7 = sar ‘335° 


Sostituendo nella (1499) si ottiene ancora 


n°f/2 __,EJ 


Po = EI = 


e) Nel caso della barra prismatica caricata di punta la (1498) e 
la (1499) danno il valore esatto di P., perchè abbiamo usato per (2) 
l'equazione giusta della deformata, che si conosce (n. 275 a). Ma se 
fosse necessario in ogni caso conoscere la (x) giusta, le (1498), (1499) 
servirebbero in pochissimi casi, e avrebbero poca importanza, perchè il 
problema sarebbe già stato risolto per altra via. 


(®*) Se invece si assume n(z) = fsen naz/l, si ottiene P., = n33EJ/N° (n. 275 e). 
(*’) Anche la (1499) si può ottenere in modo analitico, moltiplicando ambo i membri della 
(1494) per n e integrando per parti il secondo membro: 


FI 1 FI 2 
—{ pale» / EJn"ndz = EI), — | EJn'%az. 
. [] . 
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La grande utilità delle (1498), (1499) è dovuta invece al fatto che 
anche introducendo in esse una funzione 7(x) arbitraria, cioè diversa 
dalla vera che non si conosce, si ottiene tuttavia un valore di P., appros- 
simato, ma abbastanza prossimo a quello vero (come vedremo nel n. 818). 
Naturalmente l’errore sarà tanto minore quanto meno la n() si scosta 
dalla deformata vera; per cui la funzione (x) dev'essere verosimile quanto 
più è possibile. A tal fine si assume una n(7) che rispetti anzi tutto le 
condizioni ai limiti imposte dai vincoli: ad es., nel caso della trave pri- 
smatica articolata alle estremità e caricata di punta esse sono n = 0 per 
x=0 e per a=1, y'=0 per x=0 e per x =! (perchè ivi M= 0), 
n'=0 per «= //2 (8) (#°). Inoltre quando si prevede che la deformata 
debba essere simmetrica (come nel caso della barra prismatica suddetta), 
dovrà essere tale anche la 7(r) assunta. 

Il valore di P,, che in tal modo si ottiene è sempre approssimato 
în eccesso rispetto a quello vero. Ciò è dovuto al fatto (4°) che assumere una 
n(x) arbitraria equivale a supporre che la barra si deformi secondo tale 
n(7) anzichè secondo la forma vera che assume spontaneamente; e si 
trova il valore P., che renderebbe l’equilibrio indifferente se la deformata 
fosse la n(x). Ma per costringere la barra a deformarsi secondo una curva 
diversa da quella spontanea occorrerebbero dei vincoli opportuni distri- 
buiti nella sua lunghezza, e questi aumenterebbero in ogni caso la stabilità 
della barra (nota 61). Nel n. 818 a, b) vedremo un’altra proprietà di P,, 
in virtù della quale l’approssimazione è di solito soddisfacente. 

7) A parità della (2) assunta, ossia a parità di scostamento della 
n(x) arbitraria da quella vera incognita, l’espressione (1499) dà un’ap- 
prossimazione notevolmente migliore della (1498). Ciò è dovuto al fatto 
che la (1499) contiene la 7 invece della n': e due funzioni (la vera e l’ar- 
bitraria) poco diverse tra loro (ma non differenti per una costante) hanno 
di solito differenze percentuali assai maggiori tra le loro derivate prime, 
e più ancora tra le seconde (‘). Quindi è preferibile impiegare la (1499) (#2). 


(**) Può sembrare non facile la scelta di una n(r) che soddisfi a tali condizioni, ma diventa 
molto semplice se si assume come n(z) l'equazione della linea elastica di una trave prismatica 
appoggiata alle estremità e soggetta a carichi simmetrici qualsiansi, perchè essa soddisfa appunto 
alle condizioni suddette (es. 1918-1921, 1923, 1924). 

(**) È naturale che la n(x) debba soddisfare le condizioni di vincolo alle estremità, perchè 
sappiamo (n. 276) che cambiando queste varia profondamente il valore 


di Pr x 
(£) S. TIMOSHENKO, memoria citata nella nota 47, introduzione. Fa 


(41) Infatti, due curve come 1 e 2 (fig. 1754 a) possono differire poco 


nelle n e notevolmente nelle n’ (che misurano all’incirca la curvatura 
in ogni punto). 


Ad es., nel caso di una parabola 1 e di una cubica 2 (es. 1918) 
(fig. 1754 b) aventi la stessa corda / e la stessa freccia f, si ha Fig. 1754. 


4f 8 2 
mi= lea), me BRA) np ne. 
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Negli esercizi 1917-1925 applicheremo le (1498), (1499) al caso della 
barra prismatica caricata di punta, per poter confrontare i valori otte- 
nuti con quelli esatti che sono noti, e acquistare così la necessaria fiducia 
nella buona approssimazione dei risultati che si ottengono negli altri 
casi. Ma l’utilità di tali formule si manifesta nello studio di casi più 
complessi, ad es. in quelli delle travi di sezione variabile. 

g) Se le sezioni della barra hanno un momento d’inerzia J varia- 
bile, si lascia J dentro l’integrale (n. 817 c, d), e si ottiene 


Li 1 
| Jn''2da | nda 
(1498,), (1499,) Pr= E°, Pa=E-0-__, 


| nda | GP/Dax 


0 0 


Lia difficoltà del calcolo non aumenta, purchè si sappia calcolare l’in- 
tegrale della funzione Jy'? o della 7°/J. 

h) Il vantaggio del metodo energetico rispetto a quello statico con- 
siste nel fatto che, pur ottenendo risultati attendibili, si evita l’integrazione 
di equazioni differenziali, che spesso sono di tipi tali da rendere lo stu- 
dio molto complesso, e talvolta impossibile. 


i) In c) abbiamo supposto che durante la flessione della barra le due estre- 
mità si avvicinino, cioè che la sommità scenda di ò da A in A' (fig. 1752 a), e 
che P si mantenga costante; per cui AL, = Pò = P-(1/2) /'°da. 

Si può invece pensare (4) che mentre P cresce a partire da zero, la barra sia 
impedita d’incurvarsi, e che quando si è raggiunto un certo valore P la sommità 
A venga fissata, dopo di che la barra, che ora ha la lunghezza 4B = 1, sia la- 
sciata libera d’incurvarsi. Se s’incurva, la distanza AB rimane uguale a 7 e la 
lunghezza della barra diventa /+ (1/2) /7'°dr. La dilatazione (negativa), che 
aveva raggiunto un valore e, = P/EA, diminuisce di e, = (1/2)/7'?dr:1 e di- 
venta e = &, — €; mentre lo sforzo normale diminuisce e diventa P(e/es). L’e- 
nergia elastica relativa alla compressione, che era P - £,1/2, diventa P(/e0) + &1/2, 
e diminuisce di 


Pel Pel _ PI ,4 si PI sn 
(a) 2 — Be Ze = alt ola—s)= 
LI 
PI L | 
= da 2£0(E0 — e) = Pl(E0 — e) = Ple; = P “mf nda. 
o 
Per x = 1/2 si ha ng = n3 = f, mentre ng’ = — 127/1° differisce del 50% da nj' = — 8//13. 


Per x = 2/4 si ha ng = 11}/16 che differisce di 8,33% da ni = 37/4, mentre Ng” = — 67/12 dif- 
ferisce del 25% da ui = — 8/12. 

Per 7 = 0 si ha nn= np = 0, mentre ny = 0 differisce del 100% da ni =— 8/8. 

(41) In certi casi tuttavia può accadere che la (1499) non si possa usare perchè M, non è 
uguale a Pn, ma dipende da altre reazioni che non si conoscono (es. 1924 db, 1925 ò, nota 116); 
eppure che richieda calcoli molto più laboriosi della (1498) (es. 1926 b, 1977, 2020). 

(**) R. V. SOUTHWELL, n. 481 del volume citato nella nota 7. 
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Perciò anche in questo caso l’energia elastica di flessione, che non è prodotta a 
spese del lavoro AL, = Pò del carico che scende, bensì dalla parte suddetta di 
energia di compressione che viene restituita, va uguagliata all’ultimo membro 
della (a) come nel caso precedente. E per conseguenza il carico P,, risulta lo stesso. 

Del tutto analogo è il caso di una barra avente le estremità fissate e soggetta 
a un riscaldamento 4#?, il cui valore (4t),, è quello che provoca la compressione 
uguale a P., (es. 1965). 


Esercizio 1916. — Studiare il caso dell’esercizio 1908 mediante il criterio ener- 
getico. 
Soluzione. a) L’abbassamento dell’estremità A è (cosa = —1— a?/2) 


ò= 2(a— acos a)= 2a(1— cos a)= — aa? = a(f/a) = f*/a. 
Quindi il lavoro esterno compiuto da P è 
L,= Pé = Pf?/a. 


Il lavoro interno di deformazione della cerniera si può scrivere nelle due 
forme (che corrispondono alle due espressioni di L; considerate nel n. 817 c, d) 


mig? _ my(4f? _ 8m;f? M>° __Pf 
nf ae EE 


2 2 


2m, 2m,° 
Usando la prima, dall’uguaglianza ZL, = L; si ricava P.,, = 4m;/l. 
b) Usando la seconda, si ottiene lo stesso risultato. 


Esercizio 1917. — Determinare P,, per la trave della fig. 1755 as- 
sumendo come deformata arbitraria una parabola. 

Soluzione. L’equazione della parabola che passa per A e per 8, le 
sue derivate, e gli integrali che interessano, sono (f freccia) 


4 i_ 4 > 8 
=), n=fa-2), n=-À, 
Î 8/21 l 16}? 64f2 
2 0 12 “e 112, _ 
frda= 3: | g2da= Gi J sedi la 
Fig. 1755. ° 9 ° 


a) Se si impiega la (1498), si ottiene (44) 


2/73 
64f2/1 9 DI 


Pa = I Geri = 7 


(errore di 21,6%) 


b) Se si impiega la (1499), si ottiene 


16f°/31 _ | EJ 
8/15 © B° 


P.,= EJ (errore di 1,32%) 


(4) Il fattore 7° figura al numeratore e al denominatore, e quindi si elimina, in armonia com 
ciò che si disse nel n. 275 d). Perciò si potrebbe tralasciarlo fin dall’inizio, e scrivere semplicemente 
n = ix — 22. Così negli esercizi seguenti si potrebbe scrivere n = 3157 — 423, n = 13z — 2125 + 74, eco. 
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Si osservi che la parabola è una curva poco opportuna, perchè soddisfa le 
condizioni che per x = 0 e per £ = sia 7 = 0, ma non la condizione che sia 


7''= 0. Inoltre la 7” è costante, mentre il momento flettente Pr è variabile. 
Ciò nonostante gli errori non sono molto rilevanti. 


Esercizio 1918. — Idem, assumendo una curva di 3° grado. 

Soluzione. Assumendo come deformata arbitraria la linea elastica della trave 
appoggiata agli estremi (nota 38) e soggetta a un carico fittizio concentrato in 
mezzaria, si ha 


24f 
n=4 er), n=+ 8e-129), qu=- Gi 
2 2 la 
pl 1772 Pre 24f2 rai 48f2 
"I nda = + vi p'*de = gp 2] y'da = co 


a) Se si impiega la (1498), si ottiene 


48/2/28 EJ 


pp © R° 


P 


er > 


EJ (errore di 1,32%) 
b) Se si impiega la (1499), si ottiene 


P., = EJ 


24f2/51 __ va EJ Ù 
17/91/35 — 9,882353 E (errore di 1,29/1000) 


Esercizio 1919. — Idem, assumendo una curva di 4° grado. 
Soluzione. Assumendo la linea elastica della trave appoggiata e soggetta a 
un carico fittizio uniforme, si ha 


16f 16 
n= Gli (Pe- NR+ 2), n= Lei (8— 60224 483), Nqn"”= 1 (— 12x + 1222); 
1 Ù 1 
j 3968/22 per 4352f2 6144f2 
2 pres ib 12 == 112 Pri 
Ja do = 875 * ) n*aa= gl * Ja adele 
a) Se si impiega la (1498), si ottiene 
6144]?/125)3 EJ 
P,, = EJ IRSa RIT = 9,882353 7. (errore di 1,29/1000) 


b) Se si impiega la (1499), si ottiene 


4352f?/8T751 _ 0 o-nona EI : 
3063/2/7875 = 9870968 1. (errore di 1,38/10000) 


Px = EJ 
Esercizio 1920. — Idem, assumendo una eurva di 5° grado. 


Soluzione. Assumendo la linea elastica della trave appoggiata e soggetta a 
un earico fittizio triangolare avente la massima intensità in mezzaria, si ha 


n= SE (2502 — 400/88 + 1628), 
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gp = LA (258 — 120/22? + 804),  N"= LA (— 24025 + 3202) ; 


uz 


ua 
691/81 i 3102 cgil 3403 
da = 21 nd = 21 n'2a5x = 
2fn 1386? Jn 631 ’ f nda= Ta 


a) Se si impiega la (1498), si ottiene 


340f? [78 = 9,870968 E7 Ò (errore di 1,38/10000) 


Pa 310}2/631 FR 


b) Se si impiega la (1499), si ottiene 


310/631 


: _ _, DI ; 
Pr = EJ 351}51/1386 = 9809754 #7. (errore di 1,51/100000) 


Esercizio 1921. — Idem, assumendo una curva di 6° grado. 
Soluzione. Assumendo la linea elastica della trave appoggiata e soggetta a 
un carico fittizio parabolico, massimo in mezzaria, si ha 


n = sha (192î8z — 3200828 + 192728 — 6429), 
p = ctr (19278 — 960782? + 960224 — 38455), y"= sh (— 1920782 + 3840/2® — 192024); 
1 

* .,.  5592064f8 wa. 1415168f2 naz, — 1269760f? 
Ja de = TT174168 ' ] n°do= S86517’ Jn de = See * 

a) Se si impiega la (1498), si ottiene (59) 

269760//2604712 EJ . 
P,= EJ TRA SGSITI = 9,869754 #-. (errore di 1,51/100000) 


b) Se si impiega la (1499), si ottiene 


415168f?/286517 EJ a 
P, = EJ os = 9,8696217. (errore di 166/1000000) 
P| P| Esercizio 1922. — Determinare P,, per la trave della fig. 1756 as- 


7} sumendo come deformata arbitraria una parabola. 
Soluzione. L'equazione della parabola si può scrivere 


n= ca, da cui y' = 2, n' = 2e. 


Il momento flettente qui non è M = Py, bensì M=— P(f— n); per 
cui occorre l’integrale di (f — n)° =[c(l* — 2°)]? anzichè l’integrale di 73. 


LI Li 
80815 , 40818 E 
Sa-npan=S7. farne Ii italica 


Fig. 1756. 


(8) Negli esercizi 1917-1921 l’approssimazione è man mano migliore perchè il carico fittizio 
s’avvicina sempre più a un carico sinusoidale, nel qual caso anche la linea elastica è una sinu- 
soiue e il valore che si trova per P., è quello esatto. 
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a) Se si impiega la (1498), si ottiene (in armonia con l’es. 1917) 


4021 EJ . 
4P]3 = 3 E . (errore di 21,6%) 


P., = EJ 
b) Se si impiega la (1499), si ottiene 
l 


| n'2dx 
Lee eb ag” 
| md 


278 
4c%13/3 Sa. 


(errore di 1,32%) 


Esercizio 1923. — Idem, assumendo una 7() di terzo grado. 

Soluzione. Assumiamo come 7)(r) la deformata della mensola soggetta a un 
carico concentrato nell’estremo libero, ossia (se x si misura dall’estremo inca- 
strato) (C = f/213, f freccia) 


n= Ca —- 8), da cui n= (6a —3x£), ny' = C(61— 62). 


Se si impiega la (1498), si ha 


1 94 (0218 » 
fassa A Bert, J n''?dr = 1209, e quindi P,, = 2,50 
o 0 


Esercizio 1924. — Determinare P,, per la trave della fig. 1557, 

Soluzione. Assumendo come deformata arbitraria la linea elastica 
della trave appoggiata in A e incastrata in 58 e caricata uniforme- 
mente (4) si ha (n. 230 e) 


n= Oe— 3a + 224), y'=C(8— MNa*+ 808), nNn'"=C(—18x+ 242°); 


LI l 


: 12027” t, 36025 
J y'*da = 350 Ù n''*da = ni 
o 0 
a) Se si impiega la (1498), si ottiene Fig. 1757. 
_ 360%5/5. _ , EJ " 6 
P,, = EJ 13097735 — 21 E: (errore di 4,01%) 


Si osservi che per il solo fatto che la linea elastica arbitraria soddisfa alle 
stesse condizioni di vincolo della trave data, il coefficiente numerico risulta molto 
nuaggiore di quello degli esercizi 1917-1921, e circa del valore giusto. 


(45) Se invece si assume la deformata prodotta da una coppia agente in A (es. 243), e se @ 

è la rotazione in 4, si ha 
l Li 
sc pas 2 sw Li 2 2 __? 2 22 Poi Chl 
=| Ge -42+28), n 7 (6r—4D, fa 3 9A ie st. 

Quindi, impiegando la (1498). si ottiene P,, = 307/12. L’errore è quasi del 50%, ed è dovuto 
al fatto che la curvatura della deformata assunta varia in modo profondamente diverso da quello 
reale. 
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rl _——e 


b) Non si può impiegare la (1499), perchè il momento flettente non è M = 
= Py, bensì M = P7— H(1— x), dove H è incognita (es. 349). 


Esercizio 1925. — Determinare P., per la trave della fig. 1758. 
Soluzione. Assumendo come deformata arbitraria la linea elastica 
della trave incastrata e caricata uniformemente, si ha (n. 232 c) 
yn= Ca — Nt di), ny = C(2x— 60e°+ 458), 
pn" = C(228— 12lx + 122°); 


1 1 


20277 40% 
(ad — dI 112 — 
Jatae= to: Jumdo=T7. 
0 0 
a) La (1498) dà 
40%5/5 EJ N 
P. = BJ 50105 — 42 Sp: (errore di 6,39%) 


b) Non si può impiegare la (1499), perchè non è M = Pn, bensì M= 
= Py Mi, dove M, è incognito (es. 357). 


Esercizio 1926. — Determinare P.,, per una trave articolata alle estremità, 
avente la sezione circolare di raggio variabile secondo la legge 7 = ro sen 72/1 
(ro raggio massimo nel mezzo). 

Soluzione. a) Il momento d'inerzia è J = J, sen! xl. 

Assumendo la parabola dell’esercizio 1917, si ha 


ti l 
64. È 20 6410 5a 641 37 24P 
"ada = —_ seni — dr = —— J, — 4 == So cc = — 
fra da=5 da| sent an = È) Lie] sntTaT= TE 
Se si impiega la (1498,), si ottiene 
RL. 
| In'2dx 
_ po -— pl4tPIdl® _ PI 
dn. = Egea, = 15 Fr 
| n°d 
o 


b) L'impiego della (1499,) richiede il calcolo non semplice dell’integrale della 
funzione 7°/J. 


818. Il procedimento dei coefficienti indeterminati (47), 


a) Nel n. 817 e) abbiamo riconosciuto che introducendo nelle (1498), 
(1499) funzioni (2) arbitrarie ma verosimili, si ottengono sempre risul- 


(‘’) Questo procedimento fu applicato sistematicamente allo studio di numerosi problemi di 
stabilità nella memoria di S. TIMOSHENKO: Sur la stabili: des sistèmes élastiques, « Annales des 
ponts et chaussées», 1913, fasc. III, IV, V; pubblicata anche in volume (Parigi, Dumas). 

Per i fondamenti matematici del procedimento si veda la memoria di W. RITZ: Zur Lbsung 
gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physilk, «Journ. f. reine u. angew. Math.», 
Bd. CKXXV, 1908, H. 1, pagg. 1-61; oppure Walter Riiz @uvres, Varigi, Gauthier-Villars, 1911, 
pagg. 192-250. 
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tati approssimati in eccesso; per cui il carico critico vero è sempre mi- 
nore dei valori che si ottengono usando qualsiasi deformata (x) arbi- 
traria. Tuttavia la spiegazione che abbiamo indicata non dice che il va- 
lore esatto di P., sia, rispetto ai valori approssimati, un vero minimo, 
cioè con variazione stazionaria nel suo intorno. Ora si può dimostrare 
(n. 818 b) che P., è effettivamente un minimo; per cui anche con sen- 
sibili scostamenti della (x) arbitraria dalla deformata vera (incognita) 
si ottengono valori approssimati di P., che differiscono poco da quello 
vero; e se gli scostamenti dalla 7(r) sono piccoli, ne differiscono pochis- 
simo. Questa proprietà assicura anzitutto che tali valori sono dotati di 
approssimazione soddisfacente; inoltre offre un mezzo per accostarci fin- 
chè vogliamo al valore vero. 

b) Della proprietà in questione, che è fondamentale per il metodo 
che vedremo in c), si può dare la seguente dimostrazione generale (#), 
deducendola dal principio della minima energia totale (n. 336 b); prin- 
cipio che è applicabile alla configurazione vera che il sistema assume 
spontaneamente quando il carico raggiunge il valore critico, poichè que- 
sta configurazione è equilibrata (mentre non lo sono quelle arbitrarie). 

Consideriamo da prima l’espressione (1498). 

Sia C la configurazione equilibrata del sistema quando il carico ha 
già raggiunto il valore critico ma non è ancora avvenuto il cambiamento 
di forma (l’incurvamento nel caso del carico di punta), e sia C' una con- 
figurazione di equilibrio indifferente, vicinissima a €, che il sistema as- 
sume spontaneamente. 

La configurazione 0’ si può sempre rappresentare mediante una serie 
di funzioni arbitrarie n:(0), ne(0), Ms(2), ...: 


n(e) = cme) + cme(2) + cme) +; 
dove €, C2) 03)... sono coefficienti da determinare (*°). 

In qualunque caso (come in quello del carico di punta) il lavoro esterno 
che compie il carico P nel passaggio da C a Cl‘ si può rappresentare con 
un’espressione del tipo 

AL.= Pò = P f.,(01) €23 033 e), 
dove f.,, che rappresenta lo spostamento è di P.,, ossia AL, quando 
P= 1, è una funzione nota di c,, C2, 63, .... Il lavoro interno corrispon- 
dente allo stesso passaggio è pure dipendente dalla configurazione (0, 
ossia dai parametri c,, per cui si può esprimere con (?°) 


AL: = fi(013 02) 031.) - 


(4) O. BELLUZZI: Sul criterio energetico per la determinazione dei carichi critici, « Memorie 
Acc. d. Scienze », Bologna, 1942-43. 

(*) Basta soltanto che le n,(r) soddisfino separatamente le condizioni di vincolo e che la se- 
rie sia convergente. I coefficienti c, dosano nel modo migliore i vari termini n,(2) della n(2). 

(**) La funzione f; ha naturalmente dimensioni diverse da quelle di fe; contenendo anche un 
fattore forza. 
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Essendo l’equilibrio indifferente per l’ipotesi fatta, si ha 
AL. ni AL ’ ossia = fe (Cr) 53 f:(,) ; 
Fi(6,) 


di 


La vera configurazione (‘ incognita che il sistema assume spontanea 
mente è equilibrata. Perciò i valori dei parametri €, che a essa corrispon- 
dono sono tali che se si varia di pochissimo uno qualunque di essi, senza 
variare P= P.,, è nulla la variazione prima dell’energia totale (n. 336 b). 
Quindi si ha (v. il chiarimento nella nota 169 del Cap. XXXIII) 

dii (6,) De (6,) 


de,{f:(07) — Per * fe(6)]) =0, ossla de, = La de, =0. 


da cui 
(a) Pa 


(è l'equivalente della (1495) e della (1498) 


Tenendo conto della (a) si ottiene 


df(6,) T:(c,) dea (0,) 


de Fal) da 0 
da cui 
È i\Cr e, \Cr 
(©) felt) LO _ pe) Vel) o, 


Cerchiamo ora come varia P., se si varia pochissimo la configura- 
zione Cl, ossia uno qualunque dei parametri e, (che equivale a supporre 
che la deformata si scosti da quella vera). Per la (a) si ha 


ap, fa LI ple) Valea 


do fa) 
e quindi per la (b) risulta 


dPalde = 0. 


Questo risultato, unito al fatto già riconosciuto che i valori approssimati 
sono sempre maggiori del vero P.., permette di concludere che P.,, è 
effettivamente un minimo rispetto ai valori approssimati che si otten- 
gono introducendo nella (1498) una qualsiasi funzione 7(x) arbitraria ma 
verosimile, diversa dalla vera. 

Nello stesso modo si dimostra che P., è minimo rispetto ai valori 
approssimati che si ottengono mediante la (1499): basta esprimere AL, 
in funzione del quadrato di P (n. 332 d), cioè AL, = P*- f;,(c,), dove 
t,(c) è AL; quando P=1 (*). 


(*1) Anche nel caso in cui agiscano più carichi crescenti insieme e proporzionalmente ra 
loro, come nell’esercizio 1912, si dimostra analogamente che i valori approssimati di c,, dati ualle 
(1497) sono tali che il vero c,, è un minimo (v. il mio lavoro citato nella nota 43). 
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c) Dopo quanto si è detto, il procedimento per conseguire un’ap- 
prossimazione spinta è il seguente. Si assume un’equazione n(w) conte- 
nente uno 0 più parametri indeterminati 6; 62, €3)... che consentono, 
variando i loro valori, di far aderire più o meno la 7(x) alla deformata 
vera incognita. Si introduce la 7(x) nella (1498) o nella (1499), si calco- 
lano i due integrali e si ottiene per P., un’espressione che contiene i pa- 
rametri c. Se questi hanno i valori che rendono la (x) prossima il più 
possibile alla 7(x) vera (compatibilmente col numero di parametri e conte- 
nuti nella 7(2)), anche P., si accosta il più possibile al valore vero incognito. 
Ma poichè questo è minore di qualunque valore approssimato, l’errore 
sarà tanto più piccolo quanto minore risulta il valore di P.,. Pertanto, 
la ricerca si riduce alla determinazione del minimo dell’espressione tro- 
vata per P.,, riguardata come funzione dei parametri e. 

Come si è detto, l’espressione di 7(7) può essere del tipo 


(c) n(2) = CM1(2) + CM(C) + CMs(£) Fig 


dove n:(£), 72(1), Ns(1)... sono funzioni arbitrarie, ma tali da soddisfare, 
ognuna, le condizioni imposte dai vincoli alle estremità, e da rendere 
convergente la serie (c). Inoltre, se si prevede che la deformata sia sim- 
metrica, devono essere tali anche queste funzioni (*). Determinare i va- 
lori dei coefficienti c che rendono 7(7) e P., più prossimi al vero, significa 
trovare le dosì più opportune delle varie funzioni 7_(x) che costituiscono 
la 77(x). L’approssimazione che si consegue è tanto migliore quanto mag- 
giore è il numero dei termini della (c). Al limite, si raggiunge il valore 
esatto di P.,; ma di solito si ha una buona approssimazione con soli due 
o tre termini (es. 1929). 

In particolare, se i vincoli alle estremità sono due cerniere, si può assumere 
una somma di funzioni sinusoidali 


(d) (x) = c, sen A cs Sen li cz sen cl sis 
i anali 1 s 1 


essendo l’origine delle x a un’estremità della trave. Se si prevede una deformata 
non simmetrica (ad es. nel caso di travi di sezione variabile in modo non simme- 
trico, o di sforzo normale N variabile lungo la trave), la (d) conterrà i termini 
pari e dispari. Se si prevede simmetrica, la (d) conterrà soltanto i termini di- 
spari, che sono simmetrici (fig. 300). 
La funzione 7(x) può essere un polinomio, nel quale alcuni termini hanno 
i coefficienti indeterminati (es. 1931); ciò che è ancora un caso particolare della (c). 
d) Naturalmente questo procedimento è utile soltanto nei casi più com. 
plessi, poichè nel caso di Eulero esso dà i risultati già noti (es. 1928). Tuttavia 
lo applicheremo per ora a tale caso molto semplice, per vedere quali approssi- 
mazioni può dare. 


(53) Se l’origine di 7 è assunta a un’estremità della trave, le n, devono essere tali che sia 
ny(z) = ny(1— z); se è assunta nel mezzo, dev'essere 1p(z) = ne(— z). 
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e e A. 


Il procedimento consente di raggiungere, teoricamente, approssimazioni spinte 
finchè si vuole, introducendo un numero considerevole di coefficienti c; tuttavia 
in pratica quando il loro numero è maggiore di due o tre, il calcolo diventa molto 
lungo e faticoso, e sproporzionato ai miglioramenti che si conseguono. 


Esercizio 1927. - Studiare il caso dell’esercizio 1914 mediante il criterio ener= 
getico. 

Soluzione. a) Per evitare calcoli laboriosi, limitiamoci alle deformate delle 
figg. 1751 b) e d), e ammettiamo a priori che sia Îs = f,. Poniamo f, = cf, es- 
sendo c un coefficiente da determinare. 

L’abbassamento dell’estremità A è (cosa= —1— a2/2) 


Ò=2(a — a cos a1) + 2(a — a cos a) =24(1 — cos a+ 1— cos a)== a(aîf + aî)= 


mal) + (4 Ler-an+ = Loe-204 1. 


a 
Quindi il lavoro esterno compiuto da P è 
L.= Pò = (4Pf/l)(2e— 2c+ 1). 


Il lavoro di deformazione di una cerniera si può scrivere nelle due forme 
L=wm,p°/2 o L= M?/2m,. Usando la prima, il lavoro interno è (es. 1914) 


16m,ft 
TE 


2 2 , 
Ly= 2191, MPa _ IO rato, H+ fa = 


2 — 
i e (60° — 8c+ 3). 


Dall’uguaglianza L, = L; si ricava 


dm, 6° — 8c+ 3 


Por = 1  22-2c+1° 


(è analoga alla (1498)) 
Il valore di e è tale da rendere minimo P.,,. Annullando perciò la derivata dP.,/de 
si ha 2e2—1=0, da cui c = + 1/72. Quindi sostituendo nell’espressione di P., 
si ottiene Pi, = 4(2— V2)m,/l, Pi? = 4(2+ V2)m,/l 8). 

b) Usando la seconda espressione di L,, il lavoro interno è 


Mi, Mi, M}_2Pf PR PA P*fî 
nto dla o Ly <— — (2f2+ fa) —- —‘2(9 
‘ 2m,' 2m,' 2m, 2m, | 2m, 2, | + fa) 2m, ‘ 4 I 


Quindi si ricava 
P _ 8m, 2e—2c+1 
cs l 2e2+ 1 ’ 


e si ottengono gli stessi valori di c e di P.,. 


(è analoga alla (1499)) 


Esercizio 1928. — Studiare la barra di sezione costante, articolata alle estre- 
mità e caricata di punta, usando per 7(x) la somma di due sinusoidi. 


(**) In questo caso si ottiene il risultato esatto perchè la deformazione dipende da un solo 
parametro indeterminato c, e il valore di c che si ottiene è naturalmente quello che definisce la de- 
formata vera. Lo stesso accade quando la deformata dipende da un numero finito di parametri, 
e questi vengono tutti determinati. ? 
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Soluzione. Assumiamo la funzione (f, ed f frecce o ampiezze delle due si. 
nusoidi) 

mie) = fi sen TE + fa son STE 2 f (sen TE + osen P), fat o= th) 
da cui 
° ft = 12 (cont 30 cos 12), 

Essendo (54) 


a l Lo IT l 3 30 l 
[sent de = 3, J cos 7 de = 5» [sent de= > 
è ò o) 
i 3 BILL l i Ir: Y nr 370 
| cos enza f sen FE sen S7° de =0, f cos 2 cos T° de = 0% 
é l) d 
risulta 


sr 


1 

Saida = pi î sen? TE 2 de + e | sen? 
(Ù o 

uf i 1 


dl=pt1+0 


27 5 37 n 
| p?dx = fr | cos? È de + 9e | cost 22 da =PG0+ 90). 
D) ‘0 ò 
Quindi la (1499) dà 
p.- EI .1+ 90 
eSATA 1+E° 


È. evidente che la seconda frazione ha il valore minimo, uguale a 1, quando 


c= 0. Perciò deve mancare la sinusoide a tre semionde (*), e si ritrova P,, = 
= 1°EJ[R. 
Esercizio 1929. - Determinare P.,, per la trave degli esercizi 1918, 1919, 


assumendo una combinazione delle due deformate di tali esercizi. 
Soluzione. Indicando con n;(%), (1) le deformate suddette, assumiamo la 
ne) = MIC) + CIM2(T), ossia (2) = (2) + cna(2): 
n= 4 (3l2x — 4838) + c n Br — 23 + sf). 
Gli integrali che figurano nelle (1498), (1499) valgono (58) 
Li 


SA i di 
2 12, 
/ nPdx = (30600 + 623256 + 3174402) TO * ]) n'*dx = (4200 + 85400 + 435208) 77» 


FP. 
12 
Ni rj'"?az = (6000 + 120000 + 61440) 1. 


(4) In ces si ha 


ns mar Nar $ 2 seem=n 
Jren E3E sen dz = Jen 25 cos dr = 0 smi 
(55) Se si seni la n() costituita della somma di più sinusoidi /, sen nxz/I, si trova ‘che 
esiste soltanto quella avente n = 1. 
(55) Il calcolo di questi integrali si abbrevia notevolmente se si utilizzano quelli sa eser- 
_izi 1918, 1919, poichè rimangono da calcolare solo gli integrali di nj ‘ 19. mi ‘ny n° na' 
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4) Se si impiega la (1498), risulta 

6000 + 12000c + 6144c? î EJ 

4200 + 8540c + 43522 18° 

Annullando la derivata dP.,/dc si ottiene l'equazione 256c® — 640c — 875 = 0, la 
cui radice positiva è c = 3,4817; e sostituendo nell’espressione di P., si ottiene 


EJ 


Pa = 9,8721777. (errore di 2,61/10000) 


(a) Pae= 7 


b) Se si impiega la (1499), risulta 


4200 + 8540c+ 435202 EJ 
30600 + 62325c+ 31744 12° 


Procedendo come in a) si ha 361662 — 7680c— 11025 = 0, c= 3,1056, 
EJ 


da” 


Pa = 72 


P., = 9,86970319 (errore di 1,00/100000) 


Questi due risultati sono molto meglio approssimati di quelli ottenuti nell’e- 
sercizio 1919 usando la sola curva di quarto grado (5°). 


Esercizio 1930. — Lo stesso caso dell’esercizio 1929. 

Soluzione. Un procedimento forse meno spontaneo, ma più breve, è il se- 
guente (5). Se poniamo P72/EJ = k, la (a) si può serivere sotto forma di un’e- 
quazione di secondo grado in c: 


(4200% — 42000) + (8540% — 84000)c+ (4352% — 43008)c2 = 0. 
Affinchè le radici e siano reali, il diseriminante dev'essere positivo: 
(8540% — 84000)? — 4(4200% — 42000)(4352% — 43008) > 0. 


Se %, e ky sono i valori di % che lo rendono nullo, % dev’essere compresa fra ki 
© &, affinchè c sia reale. Perciò il valore minimo di %, e quindi di P, è la minore 
delle due radici 4,, %, dell'equazione di secondo grado in £ che si ottiene ugua- 
gliando a zero il discriminante, e che si riduce alla 


455%° — 47376k+ 423360 = 0, da cui k,= 9,872177. 


Quindi si ottiene lo stesso valore di P,, trovato nell’esercizio 1929 a). Si rispar- 
mia in tal modo la derivazione e la sostituzione di e nella (a). 


Esercizio 1931. — Lo stesso caso dell’esercizio 1923. 
Soluzione. Assumiamo una (x) contenente un parametro e: 


n= 0(3la— cr), da cu Q’=0(6— 3), n= C(61— 60). 


(‘’) Il fatto che risulti c> 1 significa che occorre una dose maggiore della curva di quarto 
grado; ed è in armopia col fatto che la curva di quarto grado (es. 1919) dà risultati migliori, ossia 
è più vicina al vero, della curva di terzo grado (es. 1918). Tuttavia il risultato migliora ag- 
giungendo anche una certa dose della curva di terzo grado, perchè la curva risultante è più 
prossima alla sinusoide (in altri termini, la sinusoide è compresa fra le due curve). 

(*) J. PRESCOTT: Applied elasticity, pag. 131, Londra, Longmans e Green, 1924. 
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i  /  21_——— QLL /(.A”'UlÎZD LU 
a) Se si impiega la (1498), si ha 


f A 30%. $ Foe 

ndr =" (20— 150+ 30), | n''2dx = 1209838 — 364 08); 
o o 

3-3c+ RI 


Po=W0 a_i 3° 7° 


La frazione diventa minima per ce = 0,9054 (mentre nell’esercizio 1923 si ha 
c= l), e si ottiene min P,, = 2,48596£/12 (errore di 0,75% invece 
di 1,32%). 

b) Se si impiega la (1499), con l’integrale di (f — n)? (non di 7), 
si ottiene min P,, = 2,468046£7/1? (errore di 2,61/10000). 


Esercizio 1932. — Lo stesso caso dell’esercizio precedente. 

Soluzione. Assumiamo come n(x) la deformata della mensola sog- 
getta a un carico P* normale all’asse e concentrato in un punto D 
distante a dall’estremo A incastrato (fig. 1759), e consideriamo a come - 
parametro indeterminato. Misurando « da A, si trova facilmente Fig. 1759. 


nel tratto AD: 7, = 0(3ax— 23), nel tratto DB: 7, = C(3a?x — af) 
ni = O(6ax — 3x2) na = 0 - 3a 
ni = C(6a — 62) na =0. 
Quindi risulta 


Ri LI 2 
faao= | nitde+ | ritto = ST 
O) d 


5 


1 a 
15-79), [n'tax= (ntfar=120%. 
ò o O) 
Se si impiega la (1498), si ottiene 
20 
Per = EI lata 
Il valore minimo si ha quando il denominatore è massimo, cioè per a = (15/14) (59), 
e risulta min P,, = 2,4889£7/l? (errore di 0,87%). 


819. Ulteriori espressioni di P., (9°). 


Le espressioni più usate per calcolare P,, sono la (1498) o la (1498,) 
e, meglio ancora, la (1499) o la (1499,); e nel caso generale di una strut- 
tura qualsiasi, la (1495) e la (1496). Ma è facile ricavare altre espressioni 
di P.,, che in certi casi possono riuscire utili. 


(‘*) Questo risultato significa che P* deve agire oltre l’estremità 28, e ciò può sembrare strano, 
poichè la curvatura non risulta nulla in B. Ma questa causa di scostamento dalla deformata vera 
è più che compensato dal miglioramento dovuto al momento Mf* = P*1/14 agente in B, il quale 
fa sì che la curvatura risulti meglio distribuita lungo la trave. 

(*) O. BELLUZZI: Contributo allo studio delle travi caricate di punita, « Giornale del Genio 
Civile », 1950, fasc. 2°, 
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a) Nell’integrale che dà il lavoro di deformazione 
ti 
M?da 
L=/5EI: 
o 
scriviamo M come momento esterno, cioè M, = Pn (se la n è misurata 
dalla retta d’azione di P), e come momento interno, cioò M, = — EJy". 
Sostituendo, si ottiene l'uguaglianza 
Li ti 
Pardo _ {ECT 
2EI © 2EJ 


0 U) 


dalla quale si ricava 


(1500). (1500,) 


Bi E 
/ |n'*de / | In'*dx 
P,= EJ $/ © se J=cost., altrimenti P,=Z£{/°_—__. 


Ri n 
| dx | (P/P)ax 


d O) 


Le (1500). (1500,) si ottengono anche moltiplicando membro a membro 
la (1498) e la (1499), oppure la (1498) e la (1499;). Quindi il valore di 
P., dato dalla (1500) o dalla (1500,) è la media geometrica dei valori 
dati dalle (1498), (1499) o dalle (1498,), (1499;). Questo ci assicura sen- 
z'altro che il valore esatto di P., è minimo anche rispetto ai valori ap- 
prossimati che si ottengono mediante la (1500) o la (1500); e che l’ap- 
prossimazione sarà intermedia fra quelle che si raggiungono mediante le 
espressioni richiamate dianzi. 
Le (1500), (1500,) riescono utili in quei casi nei quali non è agevole 
calcolare l’integrale di 7°. 
b) Nel caso generale di una struttura qualsiasi, si ottiene una terza 
espressione di P., come media geometrica delle (1495), (1496), e risulta 


(1501) Py = VAL:J/AL, + 
Usando la (1501) si evita il calcolo di 4L,,, che può non essere sem- 
plice. 
c) Si ottengono altre due espressioni di P., integrando da 0 a Z 


i due membri della (1494) scritta nelle due forme EJy” = — Pn, En" = 
= — P(K/I), e si ha 


1 
J Jn''dx Ù n''dx 
(1502), (1503) P,=—Z° , P,=—BP-S 
ja | (19/J)da 
9 
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e se J è costante 


(1504) Pa,=—-EJ°-; È 
| ndo 
o 
A parità della deformata arbitraria (7), queste espressioni danno 
risultati meno approssimati di quelli che si ottengono mediante le (1498), 
(1499,), (1500,). Inoltre l’errore può essere in eccesso o in difetto (5). 
Si veda il n. 820. 
d) Infine, si ottengono ancora due espressioni di P,, innalzando al quadrato 
i due membri dell’equazione (1494) della linea elastica, scritta nella forma EIN" = 


= — Px © nella forma Ey" = — P(n/I), e integrando da 0 a 7. Si ha così 
4 —Ì 
|(In"Pax | pda 
(1505), (1506) P.,= E io, Ppp=Ej|t__, 
| pda | (n/3)dx 
Db) l) 


Anche per queste espressioni vale quanto si è detto in c). Si veda il n. 820. 


820. Riassunto delle varie espressioni di P.,. 


Nel caso generale in cui J sia variabile le espressioni che si possono 
usare per calcolare P., sono dunque le seguenti: 
l Li 


[In'dx | pda 
(1498:), (1499) P,=E—,  Pa=b5--; 
| ndo | (n°/I)dx 
î) ò 
l 
[In'2da 
(15001) Pa=2|/iT-; 
J (m2/I)aa 
ii Ù 4 
| In'da [n'dx 
(1502), (15083) P.=—E—--_, Pa=-Et--; 
Jada J (/P)ax 
0 o 


(1) La possibilità che l’errore sia in difetto può sembrare in contraddizione con la ragione 
addotta da Timoshenko (n. 817 e) per mostrare che i valori di P,, approssimati sono sempre 
in eccesso. Ma tale ragione sussiste soltanto quando si usa il criterio energetico, cioè quando si 
confrontano la variazione dL, dell’energia esterna e la variazione dL, dell’energia interna; con- 
fronto che conduce alle espressioni (1498), (1499), (1500), ma non alle (1502), ... (1506). 
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l ù 1 


[Indo | n''"de 
(1505), (1506) P.,= ò i Dasglj _—__, 


Jade | M/Ifaa 


Come già si è detto, a parità di deformata arbitraria 7(7) la (1499,) 
è meglio approssimata della (1498,), e la (1500,) è la media geometrica 
delle due. Tutte e tre danno errori in eccesso. Inoltre il valore esatto 
di P., gode della proprietà di essere un minimo effettivo rispetto ai va- 
lori approssimati; ciò che consente il procedimento dei coefficienti inde- 
terminati (n. 818) e il raggiungimento di approssimazioni spinte finchè 
si vuole. 

Le espressioni (1502), ... (1506) danno invece approssimazioni peg- 
giori, e hanno inoltre l’inconveniente che l’errore può essere in eccesso 
o in difetto. Tuttavia possono riuscire utili quando le funzioni Jy7", 7/3, 
(In'), (1/7)? siano più facilmente integrabili delle funzioni Jn'? e 7°/J. 
Di solito le più semplici sono le (1502), (1503). 

Quando J sia costante si hanno le (1498), (1499), (1500), (1504). 

Se la n(x) è la vera deformata che la trave assume spontaneamente 
quando l’equilibrio diventa indifferente, tutte le sette espressioni danno 
il valore esatto di P., (es. 1937). Quindi è utile calcolare P., anche me- 
diante le espressioni che sappiamo essere le peggiori, perchè abbiamo così 
un indice della bontà o meno della (x) assunta e dei valori ottenuti per 
P.,, secondo che le espressioni peggiori danno risultati poco o molto 
diversi da quelli dati dalle espressioni migliori. 


Esercizio 1933. — Studiare il caso dell’esercizio 1927 mediante la (1501). 
Soluzione. Uguagliando le due espressioni di L; trovate in tale esercizio (ana- 
logamente a ciò che si è fatto per giungere alla (1500)), si ricava 


32mî 6 — 8c+ 3 
E 241 


È %” = 
La seconda frazione diventa minima per c= + 1/V2, per cui si ottiene 
Pì,=16(6F42)mM23, dacui P,=42Fv2)Mmj. 
Esercizio 1984. — Studiare il 2° caso di Eulero mediante la (1500). 


Soluzione. Se si usano le (x) degli esercizi 1917-1921, e gli integrali di 7"? 
e di 7° che in essi si sono trovati, si ottiene rispettivamente 


P,, = 10,9545 - 9,9410 - 9,8766 - 9,8704 - 9,8697 - EJ/1?. 


Questi valori sono la media geometrica di quelli trovati in @) e in bd) di tali 
esercizi. 
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Esercizio 1935. — Idem, mediante la (1504). 
Soluzione. Se si usano le 77(r) degli esercizi 1917-1921, risulta rispettivamente 


540 61 1° 
Quindi si ottiene 


P., = 12-9,6- 10 - 9,8361 - 9,8824 - EJ/I2. 


Esercizio 1936. — Studiare la trave della fig. 1760 a), libera 
in A e incastrata in B, avente la larghezza variabile proporzional- 
mente a x, e lo spessore costante e piccolo (in modo che la fles- 
sione avvenga nel piano normale al piano Abc). 

Soluzione. Si ha JT=J,t/l. essendo J,=J,_;. Assumiamo 
come deformata arbitraria una parabola, che con gli assi della 
fig. 1760 b) ha l’equazione 


- 


n= (f/P\2lo—2°)= C(2îa— a). Fig. 1760. 
Gli integrali che figurano nelle sette espressioni raccolte nel n. 820 valgono 
l 1 1 
ir JP 11025 fa 4028 
[In'aa=20I1, | (#/Ndr=; T' [ataa=; 
Lu i am 208 ; 
[In'dor=—- Il, | (n/2)dx = 37» [nda =: [ataa =—- 201; 
° o) ua ò Ù 
l l (4 Li 
Loti 402731 } TC°15 8025 Ù 
|Fn"fda ==,  |(n/9}do= 3: Srpaa = 5 Ju! ‘do = 40%. 
o) ò ò C) 


Quindi le sette espressioni danno rispettivamente 
Por = 1,5 - 1,4545 - 1,4771 - 1,5 - 1,3333 - 1,5811 - 1,3093 - EJ,/13. 


Il valore esatto di P., sarà poco minore del secondo (es. 1939 db, n. 833 e). 
Le notevoli differenze fra i vari risultati significano che la N(£) che si è assunta 
non è molto prossima alla vera (n. 820). 


Esercizio 1937. — Una trave articolata alle estremità ha le sezioni di mo. 
mento d'inerzia variabile secondo la legge parabolica J = (4J;/1?\(lr — 2°), es- 
sendo 7, il valore nella sezione centrale (ciascuna metà della sezione è uguale a 
quella della fig. 1798). 

Soluzione. Come vedremo nell’es. 2004, in questo caso la vera deformata è 
la parabola 7 = (4f/1?)(lx — x?) (82). Gli integrali dell’esercizio 1936 valgono ordi 
natamente 


128J,f?  2f1° 16f? 165,f fl 2fl Sf 512JIf fl SPl G4fs 


380 39,0 380° © 80 Jo 38° Ti 168° JP 15°’ BR 
Tutte e sette le espressioni di P., danno il valore esatto P.,, = 8EJI ;/0?. 


(‘*) Questa coincidenza delle due leggi di variazione di ne di J non si verifica in generale, 
ma solo in questo caso, ed è dovuta al fatto che la n” delia parabola è costante (es. 2004). 
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821. Determinazione della deformata per successive approssimazioni. 


Dopo quanto si è detto, è evidente che l’approssimazione che si rag- 
giunge nel calcolo di P.,, mediante il ‘criterio energetico sarà ottima se 
la funzione arbitraria 7(x) che si assume è poco discosta dalla n(x) vera 
e incognita. Il procedimento dei coefficienti indeterminati (n. 818) con- 
sente, teoricamente, di spingere l’approssimazione fino al grado deside- 
rato; ma in pratica è molto laborioso (n. 818 d). Perciò è spesso preferi- 
bile far precedere il calcolo di P.,, da un calcolo di successive approssi- 
mazioni, che consente di migliorare man mano l’espressione 7(r), cioè 
di accostarla sempre più a quella vera. Limiteremo lo studio al caso delle 
travi compresse, ma è facile estenderlo anche ad altri casi. 

a) Consideriamo l’equazione della linea elastica £J7' = — Py, che 
si può scrivere 


P 
(1507) n''=—x3n=—a se J è costante, 
5 di —- P UI 4 sahi 
(1508) far g*7T se J è variabile. 
A differenza dall’equazione 7" = — M/EJ = f(x) che si ha nel caso 


delle travi caricate normalmente all’asse, la cui integrazione richiede 
soltanto due quadrature successive perchè il secondo membro è una 
funzione nota di x, la (1507) contiene 7’ ed 7, e la (1508) contiene 7", 7 
e la funzione J(x). Perciò l’integrazione della (1508) richiede di solito 
l’impiego di mezzi matematici non elementari. 

Per far sì che il secondo membro delle equazioni (1507) e (1508) sia 
una funzione di x, cioè 7' = {(x), sostituiamo provvisoriamente a 7 (non 
anche a 7’) una funzione arbitraria 7o(r) che soddisfi le condizioni di vin- 
colo. Considerando da prima il caso di J costante, la (1507) diventa 


(1507) m (e) = — ano(@) . 


Integrando due volte si ottiene una nuova funzione 7,(2) (9°), e sostituen- 
dola nel secondo membro della (1507) si ha 


ni (@) = — (1). 


Integrando di nuovo si ottiene una nuova funzione 73(7), e sostituendo 
ancora si ha 
nz (2) = — a°ns(2). 


E così di seguito. Come vedremo in bi, it successive funzioni N02), 71(£), 
N:(1), 73(7)... sono man mano più vicine alla vera (7) incognita. . 


($*) La funzione nj(r) così ottenuta sarebbe l’aufofunzione, cioè la soluzione della (1507), 
se rj(r) risultasse uguale alla (7) dalla quale siamo partiti. se ciò accadesse, la ny(7) assunta 
a caso sarebbe la soluzione esatta. 
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Si arresta tale calcolo quando si è ottenuta una funzione (x) che si 
ritiene sufficientemente approssimata. Poi si procede nel modo solito, 
cioè s’introduce la 7,(4) in una delle espressioni approssimate di Pisi 
preferibilmente la (1499). Oppure ci si accontenta (cfr. il n. 816 d e l’es. 
830) di dedurre P., dall’uguaglianza M,= M, in un punto x; qual 
siasi (di solito nel mezzo se la trave è articolata alle estremità, all’in- 
castro se un’estremità è libera e l’altra è incastrata) (%): 


(1509) nr (e) = — a7,(2)), da cui P.,=— EIN, (01) 1Mn(01). 


Durante il calcolo di successive approssimazioni si può naturalmente 
tralasciare il fattore — a?, che non prende parte alle integrazioni, salvo 
introdurlo di nuovo se poi si usa la (1509) per calcolare P. 

b) Si riconosce in modo molto semplice che le funzioni No(£). Ni(£), No(2), 
7)3(£) ... sono man mano più prossime alla funzione (x) vera, ricordando a, 817f, 
nota 41) che le differenze percentuali fra una funzione arbitraria n(x) e la (2) 
sono minori delle differenze fra la nu e la 7°. Scriviamo allora le equazioni 
(1507), (1507,) usando la 77 e la N" esatte, oppure la mM e la ni: 


cer* 


(a), (a,) n'a) = — a°7(2), ni (e) = — ae). 


Se la No cioè il secondo membro della (a;), differisce in una certa misura dalla 
7. cioè dal secondo membro della (a), anche il primo membro della (a;) differi- 
sce nella stessa misnra dal primo membro della (a); per cui la ni ha gli stessi 
errori percentuali della 7. Per ciò che si è ricordato, la funzione 7, che si ottiene 
integrando la (a;) ha errori percentuali minori di quelli della sua derivata mi 
quindi è meno errata della 77, iniziale. Nello stesso modo la 7» è meno errata della 
1. e così via. (Si veda anche la ragione addotta nella nota 174 del Cap. XXXIII). 

c) Se J è variabile, assunta una funzione 7o(#) arbitraria, e indi- 


cato con 75(c) il quoziente 7,(7) : J(#), la (1508) diventa 
(1508,) mi (2) = — (P/E)mi (a). 


Integrando due volte questa equazione si ottiene una nuova funzione 
m1(#), che è più approssimata della 7,(r). Indicando poi con ii (€) il nuovo 
quoziente (2) : J(x), la (1508,) diventa 


ns (2) = — (P/Emnt(a). 


E così di seguito. Perciò il procedimento è uguale a quello indicato in 
a), con la sola differenza che ogni volta si divide 7,(x) per J(r) per avere 
la n7(x) (5). Nell’integrare le varie (1508,) si può tralasciare il fattore 
— P/E, del quale si terrà conto alla fine. 


(*) L’approssimazione che si ottiene in questo modo dipende dal caso (oltre che dall’appros- 
simazione della »,(r)), cioè dal fatto che nel punto ri la na sia prossima o no al valore vero (cfr. 
la. nota 32). Invece usando ad es. la (1504) o la (1500) si ‘utilizza la media dei valori di n’ e di 
n o la media dei loro quadrati. 

(‘) Il metodo in questione non è altro che l’integrazione per successive © in 
dell’equazione differenziale della linea elastica EJn” = — Pn. 
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_— 


Ottenuta una n,(r) che si ritiene soddisfacente, si calcola P., in uno 
dei modi ricordati in a). Se si usa l’uguaglianza M,= M, in un punto 
£, qualsiasi, si deduce P., dalla (1508): 


(1510) n//(o)=—>- TEL, da cui P,= — EI) To, 
1 


Esercizio 1938. — Studiare il 2° caso di Eulero col metodo del n. 821 a). 

Soluzione. a) Se si cominciasse assumendo 7, = e = costante, dopo la 1° fase 
si avrebbe 7),(7) parabolica. Per risparmiare tale fase, assumiamo invece per 70 
la parabola 


2 


NM=la— 2. 


12 fase. Scrivendo la (1507,), ossia #1 =lx— x? (si può tralasciare — a?, 
n. 821 a), e integrandola (le due costanti si determinano in modo che per a = 0 
e per x =/ risulti 7,= 0), si ha (6) 


mi = l8/6— 24/12 — Ba/12 = (Ma — o — Ba): 12 
2° fase. Si ha 79 = 28 — a'— fx, da cui 
n2 = la8/10 — 28/30 — 228/64 Bx/10 = (3128 — 98 — 50823 + 3x) 130. 
3 fase. Si ha 73° = 3laî — 25 — 50° + 3P°x, da cui 
m= lo’ /14— 28/56— PS|4 + B28/2— 1702/56 = (Ala — 8 140898 + 2808 — 1772) : 56. 


4° fase. Si ottiene 74 = (5lx° — #19 — 30/2? + 126845 — 2550°2° + 15509x) : 90. 
b) Calcoliamo P,, mediante la (1504). 
Se si usasse la 7 si otterrebbe (come nell’es. 1933) 


l 1 1 I 
8 i LALA È 
fuda= fa ande ==, [néde=|(- dar=- 2, 
C) 0 ù 
Pn=— EJ + # 255. 
Se invece si usano le 71, 72, 73; 74; Si Ottiene rispettivamente 
P., = 10 - 9,88235 - 9,87097 - 9,86975 - EJ/3. 


L’approssimazione va dunque man mano migliorando, e diventa ottima pur 
avendo impiegato una delle espressioni peggiori di P.,. 
c) Se si uguagliano M; ed M, ad es. nel punto di mezzo, si ha 


EIN = — Piva» da cui P. = — EJnifa : Mis. 


($*) Una conferma del progressivo miglioramento della funzione n(x) si ha nel fatto che mentre 
la parabola ny(r) ha la derivata seconda nj’ costante, e quindi diversa da zero anche perz = 0 
e per x = ! (ciò che è in contrasto con l’annuliarsi «Ji M, in tali punti), la :j(r) ha invece la de- 
rivata seconda ni” nulla per 7 = 0 e per r =‘, perche è uguale è ..gi£). 
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l Se si usasse la 70, si otterrebbe P,, = 8E:7/1? (come nell’es. 1915 a). Se invece 
sì usano le 71, 72, 73» N Si ottiene rispettivamente 


Per = 9,6 - 9,83607 - 9,86570 - 9,86916 - EJ/1?. 


Esercizio 1939. — Studiare la trave dell’esercizio 1936 col metodo del n. 821 c). 
Soluzione. a) Tralasciando il fattore 7;/l1 (che metteremo in conto quando 
calcoleremo P.,), scriviamo J = x. Cominciando con la parabola 


N = Za — a, si ha ni = (20 — 2):a=21—- x. 

18 fase. Scrivendo la (1508,), ossia 771° = 21— x, e integrandola (le due co- 
stanti si determinano in modo che per x = 7 sia 71 = 0 e perg =0 sia Y= 0) 
si ha 

Ni = le — 28/6 — 302x/2 = (609° — 8 — Wa) :6. 
2° fase. Si ha 73° = 6e— a2— 9, da cui 


no = 198 — 04/12 — 9N2a8/2.+ 19/3 = (12058 — 8 — 54R22 + 76082) (12. 


3 fase. Si ha 73° = 1240? — 8 — 5402 + 7618, da cui 


Na= lot — 15/20 — 91°a8+- 3817? — 21174x/4= (20154 — 25 — 1801223 7608x°—1055/52) : 20. 
42 fase. Si ha 774° = 203 — oi — 1807222 + 7607 — 105574, da cui 
Na = (30143 — 28 — 4501274 + 38007%4* — 15825/4r° + 219067°x) : 30. 


b) Se si impiega la (1502) e si usa l’ultimo risultato, si ha 


l 


è 46. 5 58007 ue 
[In'dx = 9 sE. ’ [max = DI , Por = 1,44585 si di 
o , I 


c) Se si uguagliano I, ed M, per x, =, si ottiene P.,, = 1,446092J,/l?. 


822. Procedimenti numerici. 


I procedimenti numerici che seguono sono utili per il calcolo delle 
espressioni raccolte nel n. 820, e più ancora nell’applicazione pratica del 
metodo del n. 821. 

a) Quando il calcolo degli integrali contenuti nelle varie espressioni 
(n. 820) di P., sia laborioso, si possono sostituire gli integrali stessi con 
sommatorie. A tal fine si può usare la formula di Simpson (573), che dà 
risultati migliori di quelli che si ottengono sommando le aree di piccoli 
trapezi. Oppure si può usare la formula seguente (*), che, pur essendo 


(9°) La (1511), con altre formule analoghe molto utili. si trova nella memoria di W. G. BicK- 
LEY: Formulae for numerical integration. « Math. Gazette », 1939, pagg. 352-359. 
Per avere un’idea del grado di approssimazione che la (1511) può dare, consideriamo l’inte- 
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altrettanto semplice, dà risultati molto più approssimati, e richiede la 
divisione dell’intervallo 0 —/ d’integrazione in sole sei parti uguali (Yo, 
Y1: + Ys Sono i valori di y nelle estremità degli intervalli): 
t4 
ù ì l 7 
(1511) | ydo = 3 {140 + vo) + 2161 + 93) + 2742+ 71) + 27271]. 
D) 


L’impiego della (573) o della (1511) diventa poi necessario quando il 
momento d’inerzia 7 delle varie sezioni non sia dato mediante una fun- 
zione analitica J(x), ma di esso si conoscano alcuni valori relativi a se- 
zioni equidistanti. 

b) Le doppie integrazioni del metodo del n. 821 si sanno eseguire 
analiticamente soltanto se la funzione n$(x) = N0(7) :J(1v) è facilmente 
integrabile; e anche se ciò accade, può non accadere per le funzioni suc- 
cessive n%(2) = n-(2) :J(x). Riesce allora utile l’integrazione numerica 
delle equazioni differenziali (1508,) (9), cioè del tipo 7; = — (P/E)nî, 
che è poi necessaria quando di J si conoscono solo alcuni valori isolati. 

Il procedimento pratico può essere il seguente (es. 1944). Diviso l’in- 
tervallo 0 — ! in un numero qualunque di parti uguali 4 e assunta la 


grale della funzione y = x° sen r esteso da 0 a =/2, il cui valore esatto è 
2/2 
Ja sen r dr = [2r sen x + (2— x?) cos al? =a—2= 1,14159265. 
o 
Diviso l’intervallo in sei parti uguali, nei loro estremi la funzione vale 


ci 0,01773918, 8 
v=0, v=(3) senz = 0,017 = (È 35) sen 23 — 0,13707784, 
3x\2 3a 4a 4a 
vs = (75) senti = 0,48617901, n= a sen 35 = 0,94970312, 
57\2 bhs 
= (97) sen 2° = 1,6550878 = sen L = 2,467 3 
vs= (75) sen33=1,65508780, —v0=($ l sen = 2,4674010 
La formula dei trapezi dà 
i (0 + 0,01773918 + 0,13707784 + 0,43617901 + 0,94970312 + 
+ 1,65508780 + 1,23370055) = 1,15963712 errore di 1,58 - 1073) 
La formula di Simpson dà 
1/2 
n 3 [O + 2,4674010) + 4(0,01773918 + 1,65508780) + 
+ 2(0,13707784 + 0,94970312) + 4 - 0,43617901] = 1,14118240 (errore di 3,59 - 1074) 
La formula (1511) dà 
ni [41(0 + 2,46740110) + 216(0,01773918 + 1,65508780) + 


+ 27(0,13707784 + 0,94970312) + 272 - 0,43617901] = 1,14159089. (errore di 1,54 - 10-8) 


(5) Per l’integrazione numerica delle equazioni differenziali si può vedere il volume di G. 
CASSINIS: Calcoli numerici, grafici e meccanici, Pisa, Pacini, 1928, pagg. 372-375: e quello di T. 
KÀRMAN-M. A. BroT: Mathematical methods in engineering, New York, McGraw-Hill, 1940, n. 6. 

Per l’applicazione al problema specifico del carico di punta si veda la memoria di E. STAGNI: 
Un metodo numerico per la determinazione del carico critico nelle strutture lineari, « Annali di mate- 
matica pura ed applicata », Serie IV, T. XXIV, 1945. 

Il procedimento si può usare anche per le equazioni del tipo n") = f(x) (es. 1942). 
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funzione iniziale po(1) (8°), si calcolano i valori di J e di no nei punti di 
mezzo dei 4x, si dispongono nelle prime due righe di una tabella, e sì cal- 
colano i valori di nf = 70:4 (3% riga). Tralasciando il fattore costante 
— P/E della (1508,), i valori di 7# sono anche quelli di 7°. Quindi sì ef- 
fettuano le due integrazioni numeriche, calcolando i valori della derivata 
prima 7 (48 riga) e della funzione n; (58 riga) mediante le relazioni (°°) 


(a) n'(c+dex)= nc) +de-N"(2), 
(b) ne +A4r)= <n(2) + den (2). 


Per eliminare le costanti d’integrazione, nel calcolare i valori di ni si 
comincia da un punto nel quale sia 7’ = 0, e nel calcolare i valori di 7 
si comincia da un punto nel quale sia 7 = 0 (7) (?2). 

Si dividono poi i valori trovati di 7, per quelli di J, cioè si calcolano 
i valori di gf = 71:4 (6 riga), che sono anche quelli di 75°. Quindi si 
ripetono le due integrazioni. E così di seguito. 

Si arresta il calcolo di successiva approssimazione in una fase 79° i 
cui valori si ritengono già soddisfacenti. Un indice di ciò si ha calco- 
lando i rapporti 7,-1/n dei valori corrispondenti, che devono essere circa 
uguali in tutti i tratti Ax (se si confrontano coi rapporti 70/71; Si troverà 
che questi sono invece notevolmente diversi tra loro, se 7, si è scelta 
a caso). 

Quindi si calcola P., in uno dei modi indicati nel n. 821, ossia intro- 
Ancendo i risultati dell’ultima fase in una delle espressioni del n. 820; 
o p.ù semplicemente nell’uguaglianza M,= M; (ciò che dà buoni risul- 
tati se il rapporto n,-1/7- = n /mr è pressochè costante in tutti i tratti). 

A titolo di esempio, negli esercizi 1942, 1943 studieremo anche la 
trave a mensola soggetta a carico uniforme q normale all’asse e la trave 
caricata di punta, entrambe di sezione costante, benchè in questi casi il 
procedimento in esame non sia necessario. 


Esercizio 1940. — Determinare P.,, per una trave incastrata in basso e libera 
in alto, di sezione variabile in modo che J=Jo+(Ji- Jo)2}/I, calcolando gli 
integrali della (1499,) mediante la (1511). 

Soluzione. Dividiamo la lunghezza ! in sei parti uguali e indichiamo con n» 
(n=0-1-2-3-4-5-6) le estremità dei vari tratti. Poniamo Jy/7,= k, e 


(©) Qualora si fosse incerti nella scelta della ng(r) iniziale, si potrebbe cominciare assumendo 
no = c = costante, ad es. uguale a 1. Se invece si riesce a prevedere una ng(z) abbastanza ve- 
rosimile, basta un numero minore di fasi. 

(?°) La (b) è lo sviluppo di Taylor arrestato al secondo termino» La (a) si ottiene dalla (b) 
sostituendo le funzioni n ed n’ rispettivamente con n’ ed n” 

(**) Il tal modo tutti i termini hanno il fattor comune Ar ‘de n') e xa (le n), che si lascia in 
margine alla tabella. 

(?*) Mentre i valori assunti per n’” sono quelli nel centro dei tratti \z, i valori che si otten- 
gono per »° sono quelli nei punti di separazione dei Az, e i valori che si ottengono per. suuo 
di nuovo quelli nel centro dei az. 


n 
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studiamo il caso particolare di % = 0,1. Assumiamo come deformata arbitraria 
la parabola, che con gli assi della fig. 1760 b) ha l’equazione n= C(2î1x-- 2°). 

I valori di J(2), n(£), 7°) :7(2), n'*(x) negli estremi dei Ax si ottengono 
comodamente mediante le espressioni 


n 24 + n8 

J=J;(0,1+0,9%)= 7;(0,1+ capa at 
x 2 n 2 12n — n 

“= cr (2 1 n= cr (2 6 Ti) = "sa > CI 7 


n? _ 240 (12n— n?) CU. 
JT 36° 244 JI? 


; 2 = 
n'?= 0%21— 2a)? = 40%? (ì = 2) = 40%2(1- 3) = = n cen, 


Quindi sì ha 


n = 0 1 2 3 4 5 6 
n°/J = 0 0,896296 2,314815 2,647059 2,1548892 1,522496 1- C14/I; 
y'? = 4 2,777778. 1,777778 1 0,444444 0,111111 0-C%2, 


Calcoliamo ora i due integrali della (1499,) mediante la (1511) (78) 


, 
f(nrnaz = zo [41(0+ 1) + 216(0,896296+ 1,522496) + 27(2,314815+ 2,154882)+ 
[.] 


274 
+ 272 -2,647059] 1" _ 1,6071596 LE 
di kx 
1 
[y'2da = o [41(4+ 0)+ 216(2,777778 + 0,111111) + 27(1,777778 + 0,444444)+ 
o 


+ 272 - 1]0®2? = 1,333333C23. 


Quindi si ottiene 


1,3333332 PI, 
Por = E 767150609977, = ©7976 n° 


Esercizio 1941. — Determinare P,, per un palo incastrato in basso e libero 
in alto, costituito da quattro cantonali posti a distanza h variabile linearmente 
da », ad A, (fig. 1761). 

Soluzione. Se A è la sezione di un ferro, si ha (74) 


To tala) Te A 


Se si pone a/L = hy/h, = k,sihaa/l=a:(L—a)=(a/L):(1—- a/L)=k:(1-%) 


(**) Anche se in questo caso è facile calcolare analiticamente l’integrale di n/2, che dà 402/3/3. 
(?) Si trascura il momento d’inerzia della sezione di ciascun cantonale rispetto al proprio 
asse baricentrico. 
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Ad es., nel caso di X = 0,2 si ha a/fl = 0,2/0,8= 0,25. Quindi, hei pia 
diviso lin sei parti uguali e indicate con n (n=0-1-2-3-4-5-6) | 
le estremità dei vari tratti, si può scrivere | 
|L: 
0,25 + n/62 1,54 n\? 1| 
kei) a | 
| 
Assumiamo per 7(r) la stessa parabola (nota 79) e la stessa il 


espressione dell’esercizio 1940. 
I valori di 77°/J nei punti n risultano 


id 


0,040000 - 0,111111 - 0,217778 - 0,360000 - 0,537778 - 0,851111 -1- C°H#/3,. 


Fig. 1761. 


Quindi mediante la (1511) si calcola il denominatore della (1499,), che risulta 
1,187207C%5/J,. Il numeratore vale 1,3333330 come nell’esercizio 1940. 


q Quindi si ottiene (75) (78) 
43 e ga 
tf, 


i i _  1,33333308? EJ, 
Fig. 1762. ii 1,18720702P/J, a E 


Esercizio 1942. — Studiare la trave della fig. 1762 col procedimento del n. 822). 

Soluzione. a) L'equazione della linea elastica è y = g/EJ, per cui si comin. 
cia con y!° = 1 - g/EJ. Divisa 1 in cinque tratti Ax = 1/5, si iniziano la prima e- 
la seconda integrazione da A, dove 7" = 0, 77’ = 0, la terza e la quarta da B' 
dove 7/6 = 0, 7=0. Si ha così (nota 72) 


A B 
p= 1 1 1 | 1 |_1l - q/EJ 
y"= 0 1 2 3 4 5 -(q/EJ)Ax 
I | | | | I 
q"= 0 0 1 | 8 6 | 10 12,5-(g/E7)dr 
| | i i 
p= -20 -20 —-19  —-16 —10 0 -(g/EJ)Îx" 
| | | Du 
mn = 7 65 | 45 | 26 | 10 | 0 0 -(g/EJAx 
I 


b) Se si vuole M ad es. in B (o in un punto qualsiasi), si ha (risultato esatto) 
M=- EJy'=-— EJ -12,5(9/EJ)Az = — 12,54(1/5)* = — (12,5/25)gl? = — 0,590, 
c) Se si vuole l’abbassamento in A (o in un punto qualsiasi), si ha 


n = 75(9/EJ)Az = 15(9/EJ)(/5)* = (75/625)g4/EJ = 0,1204l4/BJ , 


(*5) Per lo stesso caso, nel volume di F. BLEICH: Theorie und Berechnung der eisernen Briicken,. 
Berlino, springer, 1924, pag. 137, assumendo »,(7) = fj sen ax/l1 + iz sen 31/1 e calcolando /’, 
mediante la (1498,), per X= 0,2 si trova P,, = 1,1794 EJ,/1?, che 54 meno approssimato, perché 
maggiore (n. 818 c). 

(**) Naturalmente si devono verificare al carico di punta anche i singoli tratti dei cantonali 
compresi fra due nodi, secondo quanto si disse nel n. 277 a) (fig. 469). 
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invece di gl5/8EJ = 0, RA L’errore diminuirebbe se si aumentasse il nu- 
mero dei tratti Ax (ad es. Ax = 7/10). 


Esercizio 1943. — Studiare la trave della fig. 1763 col procedimento del n. 822 5). 

Soluzione. a) Diviso 7 in dieci tratti 4x = 7/10, per la simmetria limitiamo 
il calcolo alla metà AC della trave. Assumiamo inizialmente n) = ni =c=— 4(7). 
La prima integrazione si comincia da C, dove n° = 0, e la seconda da A, dove 
7 = 0. Proseguendo il calcolo fino alla terza fase, si ha 


A (0) 
fomii= | 28 | 8 | #4 | 0 | a | 
n= 20 16 12 8 4 o .Ax 
I — 
m=N= 0 10) 26 38 46 50 - dx 
ma = — 170. — 160 —134 — 96 — 50 0 .-de 
"r I | | rat 
Me =nN3= 0 — 85 Baia ia Sia — 525 - de 
| | 
na = 1709 1624 1379 1000 525 o da 
| | | a 
Ns = 0 854,5 | 2478,5 | 3857,5 | 4857,5 | 5382,5 - dx 
LI 


I risultati della terza fase sono già soddisfacenti, perchè mentre il 
rapporto 70/7, varia da 0,40 a 0,08, il rapporto 773/73 varia da 0,09947 
a 0,09754, ossia è pressochè costante. 

b) Se si deduce P.,, dall’uguaglianza M; = M,, ossia EJ = 
= — Pz nel punto di mezzo del primo tratto, si ottien® 


bp, BI Ba- SI = =J; a > 

Na 854, 54a rasi 
Ripetendo il calcolo coi valori nei centri di tutti e cinque i tratti, si ot- 
tiene P.,, = 9,9473 - 9,8850 - 9,8250 - 9,7787 - 9,7538 - EJ/03. 


‘ Fig. 1763. 
Se invece si usa la (1504), si ottiene SAGA 
P,=- BIZ __ EJ ri MR) 100 000 _ 9,3047 EI, 
Ns 17430,542® 17450,5 L 


Esercizio 1944. — Studiare la trave dell’esercizio 1940 col procedimento del 
n. 822 b). 

Soluzione. a) Dividiamo la trave in cinque tratti Az = 7/5. Assumendo per 
no la parabola dell’esercizio 1940, i valori di J e di No (a meno di 4, e di j) nei 


(”) Si è assunto — 4 perchè n” è negativa. Conviene asanmere nn numero pari per non avere, 
in seguito, numeri decimali (almeno nelle prime fasi); se si fosse assunto — è, i risultati sarebbere 
stati interi anche nella terza fase. 
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punti di mezzo dei vari tratti, cioè per x/lf = 0,1 - 0,3 - 0,5 - 0,7 - 0,9, si calco- 
lano comodamente mediante le espressioni (analoghe a quelle dell’es. 1940) 


% 3 e 3 DI — qa 
sha ni i » Ma = * . (1 tia 7) 
Proseguendo l’integrazione fino alla quarta fase, si ha 

re 0,1009 | 0,1243 | 0,2125 | 0,4087 | 0,7561 

No = 0,19 0,51 0,75 | 0,91 | 0,99 
— n= — n= — 1,8831 | — 4,1030 | — 3,5294 | — 2,2266 | — 1,3094 

ni = 13,0515 11,1684 7,0654 = 3,5360 1,3094 0. Ax 

mM = 6,5257 | 17,6941 -24,7595. | 28,2955 29,6049 uri 
— n= — n6/= — 64,675 | — 142,350 — 116,515 — 69,233 | — 39,155 

ns = 431,928 387,253 224,903 108,388 39,155 0. Ax 

n = 215,964 | 583,217 | 808,120 | 916,508 | 955,663 | . Zx 
— nî= — n3' = — 2140,38  — 4692,01 — 3802,92 — 2242,50 — 1263,94 

na = 14141,75 12001,37 7309,36 350644 1263,94 0. Ax 

n = 7070,87 | 19072,24 26381,60 | 29888,06 | 31152,00 | . Zz 
—iff=-s= — 70078 | — 153437 | — 124149 | — 73130 | — 41201 

mi = 461995 391917 238480 114331 41201 0. Aa 

ni = 230997 | 622914 | 861394 | 975725 | 1016926 | . de 


L’approssimazione è già buona, perchè mentre il rapporto No/N, varia da 
0,02912 a 0,03344, il rapporto 73/74 varia da 0,03061 a 0,03063, ossia è pratica. 
mente costante. 

b) Per la costanza di 73/74; si ottengono certamente buoni valori di P., 
deducendolo dall’uguaglianza M, = M,, ossia EJni = — a in un punto qual. 
siasi. Ad es. nel centro del primo tratto si ha 

P,,=— EIN — — pis _ _ pi 7070,87: _ pg 7070.8725 _ 105256 2% 
N N 230997742 230997 7? 1 


Ripetendo il calcolo coi valori nei centri di tutti e cinque i tratti, si ottiene 
0,7635256 - 0,765444 - 0,765666 - 0,765791 - 0,765837 - EJ}. Il valore medio è 


Pa = 0,765599EJ /l3. 
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Se invece si usa la (1502), si ottiene 


ZINi Zns EJ:,- — 113564,77 EJ; 
P.,=- E Ta selenio ene edili 1) inline 
Infine, se si usa la (1498,), si ottiene 
A4Ini? EJ, 10166377000 sasa Dia 
cla Eni — E °° 331960204000 — si e 


La concordanza dei vari risultati conferma la buona approssimazione della 
quarta fase. Si può dunque ritenere che sia P,, = — 0,7656£7,/1?. 

La scarsa approssimazione dell’esercizio 1940 è dovuta al fatto che la pa- 
rabola si scosta molto dalla vera 7(%). 


823. Il metodo grafico di Vianello (78). 


Il valore di P,, si può determinare con un procedimento grafico che presenta 
una certa analogia con quello analitico del n. 821 6). 
a) L’equazione (1494) della linea elastica è soddisfatta se P ha il valore 
Pi, e se (x) è la vera deformata; e si ha (salvo il segno) 


n'(e) = PorM(x): EJ. 


Perciò, se si conoscessero il valore di P.,, e la vera linea elastica (x). dividendo 
l’area fra questa e l’asse x in strisce A, applicando nei baricentri le forze 
fittizie (M/EJ)Ax = (P.:n/EJ)Ax e collegandole con un poligono funicolare di 
distanza polare H =1, questo coinciderebbe (n. 210 e) con la linea elastica 77(c). 
Se invece si moltiplicano le 7 per un carico P arbitrario, si ottiene un poligono 
di ordinate y + 7, ma proporzionali alle 7, e tali che y :#4=P:P.,; per cui il 
rapporto c= 7/y fra le 7 dalle quali siamo partiti e le y ottenute è tale che 
determina P,, = cP. 

Non conoscendo la linea elastica 7(x), si assume una 7y(2) arbitraria, si opera, 
come si è detto, sulle forze fittizie (Pnyo/EJ)Ax, e si ottiene un poligono y1(2) 
che di solito non è affine a 7(), ossia le cui ordinate y, non sono proporzionali 
alle 7p. Si opera di nuovo nello stesso modo su y;(x) assumendolo come una nuova 
linea elastica 7);(2), e si ottiene un poligono y,(#); e così di seguito. I successivi 
poligoni y,(7) tendono man mano a diventare affini alla vera 77(x) incognita, perchè 
il tracciamento di una funicolare equivale (n. 28 a) a una doppia integrazione e 
per quanto si è detto nel n. 821). Quando si è ottenuto un poligono y,(x) pressochè 
affine al precedente y,_;(£) = 7,_1(r) (bastano due o tre iterazioni), si deter- 
mina il rapporto c = 7,_1/Yr, si moltiplica per il carico arbitrario P col quale 
si è operato, e si ha P,,=-cP. 

b).Si può anche operare sul diagramma 7, assumendo invece come forze 
fittizie le aree 70/4 delle strisce, e collegarle con un poligono funicolare y, di 
distanza polare H'=/? (scala delle aree arbitraria). Dopo sufficienti iterazioni, ossia 
quando il poligono funicolare y, è già pressochè proporzionale al poligono 7,_; prece- 


(?*) L. VIANELLO: Graphische Untersuchung der Knickjestigkeit gerader Stibe, «Za. V. D. L.», 
-1898, pag. 1436. 
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dente, si ha 7,_1/y,= © costante, da cui yy = 751/c; e potendosi ormai tralasciare 
gli indici (perchè le iterazioni ormai non cambiano più i risultati), si ha anche 
y'' = n''[c. Ma le ordinate y soddisfano la (4), cioè y"” = — n/l8, che per quanto 
si è detto diventa 7//c = — 7/13, ossia pn” = — (c/?)n. Confrontando con la (1494), 
cioè y/ = — (P../EJ)m, si ottiene P.,/EJ = c/l?, da cui P,, = cEJ/I?. 

Se le ordinate dei poligoni y,, Ys; ».. y, risultassero troppo piccole, non si 
portano nel poligono delle forze le aree @ = no/4x, bensì le aree ingrandite n 
volte, cioò nm = nNidz, e si ottengono le y pure ingrandite n volte. Con ciò il 
rapporto c = 7),_1/y, risulta n volte minore, per cui si deve riportare al valore 
originario moltiplicandolo per n. Inoltre, se J è variabile, si assume un valore 
particolare J, e si opera (cfr. l’es. 195) sul poligono di ordinate 7$ = (71/7)Mo» 
poi nt = (J1/J)n,, ecc. Quindi l’espressione del carico critico diventa P,, = 
= ncEJ,/t?. 


Esercizio 1945. — Trave di ferro lunga Z = 8 m, articolata alle due estremità, 
e avente la sezione di momento d’inerzia 7, = 2500 cm nei due tratti laterali 
lunghi 2/4 e J, = 5000 cm* nel tratto centrale 
lungo 1/2 (fig. 1764 a). Determinare P., col me- 
todo del n. 823 a). 

Soluzione. Assumiamo come prima defor- 
mata arbitraria una parabola (°°) di freccia 
f = 200 cm (fig. 1764 a), e alteriamone le or- 
dinate n, nel tratto centrale moltiplicandole 
per J1/J,= 1/2 (procedimento modificato come 
nell’es. 195). Dividiamo il diagramma alterato 
in otto strisce Ax = 7/8 = 100 cm, di aree 
= 4583 - 12088 - 8542 - 9792 cmq (valutate 
ciascuna mediante la formula di Simpson 
(4x/6)(Ya + 4/m + %»)), assumiamo un carico 
(arbitrario) P = 80000 kg, e calcoliamo i pro- 
dotti P(71/I.)noAx = P, che risultano 3,667 
- 9,667 - 6,833 - 7,833 - 10° kgemq. La distanza 
polare non è 1, bensì H = EJ, = 2 - 109 - 2500= 
= 5- 10° kgemq. Portiamo in un poligono delle i 
forze (fig. 1764 b) i prodotti P e la distanza Fig. 1764. 
polare EJ,, nella scala (arbitraria) 1 cm = 
= 1,25 - 10° kgemq, e colleghiamo le verticali baricentriche delle varie Strisce 
con un poligono funicolare (fig. 1764 c), di ordinate y,. 

I rapporti c = 0/Y, risultano 1,62 - 1,60 - 1,61 - 1,61 (disegnando in scala 
maggiore di 1: 100 si potranno valutare con tre cifre decimali). Se si ritiene che 
siano pressochè costanti, e di valore medio c = 1,61, si ottiene P,, = 1,61 - 80000 = 
= 128800 kg (il valore esatto è P., = 8,272EJ,/1? = 129280 kg, es. 1998, errore 
0,37%). Altrimenti si ripetono le stesse operazioni sul diagramma y,. 


pu ————_—_—_—_—__%"'>- 


(**) La parabola è più verosimile della sinusoide, perchè la prima ha n’ costante e la seconda 
ha n” variabile da zero agli estremi a un massimo nel mezzo; ed è verosimile che n" = — l/r 
non vari molto, perchè nel mezzo, dove M == Py è maggiore, è maggiore anche +. Lo stesso di. 
casi per il caso dell’esercizio 1941. 
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Esercizio 1946. — Idem, col procedimento del n. 823 5). 

Soluzione: Le aree © hanno i valori indicati nell’esercizio 1945. Portiamo 
hel poligono delle forze (fig. 1764 b) le ‘aree 12@ (assumendo n = 12) e la di- 
stanza polare H' = 1? = 800? = 640000 cmq, nella scala delle aree i em = 250000 
cmq. Tracciamo il poligono funicolare y, (fig. 1764 d) e valutiamo ec = No/Y1, che 
risulta uguale a 1,37. Quindi si ottiene 


P.,= 12 -1,372J,/ = 16,44EJ,/I8. 


Il valore esatto è P., = 16,54EJ,/l° (es. 1998) e l'errore è di 0,60%. 


824. Valutazione del carico critico oltre il limite elastico. 


a) Nel caso delle travi tozze (7 < Zim; n. 280) l’instabilità si manifesta 
quando c,,= P.,/A ha già superato la 0, al limite di proporzionalità; per 
cui non valgono i risultati che si ottengono supponendo valida la legge di 
Hooke. Si può allora calcolare P,, usando uno dei metodi pratici dei 
nn. 281-284, oppure mediante la formula di Eulero (429) o (430), nella 
quale E* è un valore di E opportunamente modificato (n. 285). Riprendiamo 
quest’ultimo concetto, perchè può servire anche nel caso delle lastre. 

Se poniamo E*/E = g, le (429), (430) diventano 


(1512), (1513) = P,=g2YEImn ,  g,=ntE 


Polli 


dove il fattore g è minore di 1 se Z < Ziim ed è uguale a 1 per 7 > Ziin + 
Per valutare 9 si usa confrontare l’espressione (1513) di G,, Con l’espressione 
pratica del tipo (419), che in generale è c,, = a — di. Eliminando 7 fra le 
due, si ricava (5°) 


(1514) g= See). 


Ad. es., per l’acciaio dolce St. 37 si ha (419) c,, = 2890 — 8,1757 per 7 compreso 
fra 60 e 100; per cui la (1514) diventa 


ii 2 poi Li 
(1514,) p= de (5° va) _ 0y5(2890 — 0). 


8.1757a |] 659,5E i 
ese E = 2,12 - 106 kg/emq, 


C:r(2890 ei Cor)? 


(1014,) Lew —* 


(**) Si vedano anche F. BL.EICA. n. 30 del volume citato nella nota 75; S. TIMOSHENKO: Z'heory 
0) elastic stability, New York, Mcuraw-Hul, 1956, u. 71. 


LA STABILITÀ DRLL’EQUILIBRIO ELASTICO 63 


_ —__—— 6 AAA _ —i—?ÈÒÒòÒò°È@€Ò>«ÒlÒNÒÒÒiyiolleemqe@—ai e  reocoo 


Per l’uso pratico delle espressioni del tipo (1514;) conviene preparare una ta- 
bella dei valori di g corrispondenti ai vari valori di c.,, che nel caso dell’acciaio 
suddetto è 

Co = 2070 2100 2150 2200 2250 2300 2350 2400 

q = 1 0,94 0,84 0,75 0,66 0,57 0,49 0,41 


(Se il materiale ha altre caratteristiche a e b, si prepara una tabella analoga.) Per 
ottenere P_, per una trave avente un dato À< A;;m; si assume un valore g di 
tentativo e di calcola c,, mediante la (1513). Se questo risulta diverso dal valore 
corrispondente a g assunto (dato dalla (1514,) o dalla tabella), si ripete cambiando 
il valore di g. Ottenuto 0, si ba P= 0,4 (es. 1947, 2045-2047, 2052). 

b) Oltre che per le travi prismatiche caricate di punta, questo proce- 
dimento si può usare in quei casi in cui i carichi provocano una c costante 
in tutte le sezioni e in tutti i punti, come nei casi dei nn. 837 d, 838, 844, 
856. La sua attendibilità è invece dubbia in quei casi in cui la o è variabile 
(come ad es. nelle travi di sezione variabile caricate di punta e nei casi 
considerati in D), perchè non si avrebbero valori determinati di E* e di gp. 

c) Più semplicemente, e con approssimazione ancora sufficiente, si 
può usare per E* il valore istantaneo E, = do/de dedotto dal diagramma 
o, e (n. 285). 

d) Spesso si può usare il metodo © anche in casi diversi da quelli tipici 
di Eulero (n. 276). Ad. es., per le travi vincolate elasticamente (nn. 830- 
856) il carico critico risulta espresso da P,,= c*EJ/l2, dove c è un coeffi- 
ciente diverso da 7, che dipende dai vincoli. Se si scrive P,, = 22EJ/(al/c} = 
= n°EJ/z= P;, si riconosce che il risultato equivale alla formula di 
Eulero, ma con la lunghezza libera di flessione l = (/c)l. Perciò la snel- 
lezza equivalente è Z= lo/oOmin; e quindi risulta determinato il valore 
di @. Poi si procede come nel n. 283 a). 

Ad es., nel caso dell’esercizio 1971 il risultato P_, = 25,20EJ/l3 = 5,02°EJ/P 
si può scrivere Pz= 2EJ/l}, dove hy= (7/5,02)1 = 0,626. Perciò se si ha 
1= 7,50 Mm, Omn=7 cm, risulta h= 0,626 -7,50= 4,70m, Z= 470/7= 67, 
cui corrisponde (se si tratta di ferro, n. 283 c) = — 1,39. Quindi se A = 55 cmq, 
il carico ammissibile è P = 1200 - 55/1,39 = 47500 kg. 


Esercizio 1947. - Una trave a T ad ali larghe (Differdingen) N 30, lunga 
5,20 m, è vincolata con cerniere alle estremità. Calcolare P,,. 

Soluzione. a) Siha A = 152,1 cmq, Jmin = 7494 cm'$, e quindi Omin = 7,02 cm, 
A= 74; per cui si ottiene (se il materiale ha le caratteristiche che si sono supposte 
nello scrivere la (1514,)) 

n2E n° - 2,12 - La a 


Tentando con g= 0,65 si trova o, = 2484 kg/cmq, mentre nella tabella 
a g= 0,65 corrisponde o, = — 2255 kg/emq. Tentando con p= 0,58 si trova 
0, = 2216 kg/cmq, mentre nella tabella si ha g,, = 2295 kg/emq. Continuando, 


DI 
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sì ottiene la coincidenza per p= — 0,598, cui corrisponde c,,= — 2280 kg/emq, 
Quindi la (1512) dà 
5 . 9. 6.7 
P n 0,598 e 7494 


ee 


= 346770 kg . 


(o,i 


Come controllo si ha anche P,,= 0,4 = 2280 - 152,1= 346790 kg. 

b) Si può evitare di calcolare più volte mediante la (1514,) i valori corrispon- 
denti di gp e di c.,, usando la tabella del n. 824 a) e ricorrendo a un’interpolazione. 
Se nella o, = 3821 si pone p= 0,66, si trova c,,= 2522 kg/emq, che è in 
eccesso di 272 rispetto a 2250; se si pone@ = 0,57, si trova o,, = 2178 kg/emq, che 
è in difetto di 122 rispetto a 2300. Perciò interpolando si trova ancora g= 0,598. 


825. I eriteri di sicurezza contro l'instabilità. 


Come sappiamo (nn. 272 d, 277 b), i criteri di sicurezza contro l’in- 
stabilità sono diversi da quello che si adotta usualmente quando si ri- 
chiede che la massima o non superi il carico di sicurezza %. 

a) Per ciò che si è detto nei nn. 814, 815 e negli esercizi 1903-1907, 
le condizioni da imporre per la sicurezza devono tener conto dell’insta- 
bilità progressiva se esiste un’eccentricità e 0 fo conosciuta, dell’insta- 
bilità improvvisa se si tratta di una barra pressochè perfetta e di un 
carico centrato con la massima cura, di entrambe le possibilità se l’ec- 
centricità è piccola e sconosciuta. 

Nel primo caso il collasso avviene per un carico P., che può essere 
considerevolmente minore del carico di Eulero P; (es. 1903-1907). Se si 
tratta di travi soggette al carico P agente con l’eccentricità e, la verifica 
si può effettuare mediante la (394) 


(1515) al: + 5 see (2 | Da = 0, 


(che vale nei primi tre casi, n. 276 d), cioè imponendo che un carico s 
volte maggiore di P- provochi una 0ma, non maggiore di o,. Se invece si 
tratta di travi aventi l’asse leggermente curvo, con una freccia iniziale 
fo; 0 soggette a carichi trasversali che provocano una freccia fo, Si può 
utilizzare la (c) dell’esercizio 350 o la (444), e si ottiene più semplice- 
mente 


(15151) 1+ also) = da. (B= sP/Pà) 

Il coefficiente di sicurezza si può assumere per il ferro s = 2,5 — 3 
(n. 272 b). Dalla (1515) o dalla (1515) si può ricavare per tentativi il ca- 
rico P = sP, e quindi valutare s se si conosce P (verifica), 0 il carico P 
ammissibile se si è fissato s; oppure si può studiare il problema di pro- 
getto fissando una sezione di tentativo e calcolando il carico critico sP. 

Nel caso dell’instabilità pressochè improvvisa, si calcola P. mediante 
la formula di Eulero (408) se Z = 100, o P., con formule sperimentali 
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(nn. 281, 282) se Z <100, o meglio leggendo il valore di c,, in un dia- 
gramma del tipo di onm della fig. 473 (modificato se o, + 2400 kg/cmq). 
Quindi si assume un coefficiente di sicurezza s = 3 — 3,5 (è opportuno 
che in questo caso s sia maggiore, perchè non si tiene conto dell’inevi- 
tabile eccentricità), e si ottiene il carico ammissibile P = P;/s, o Pa 


= Ps, 0 P= (0/8) 4. 


Nel caso dei profilati del commercio, se il carico è praticamente cen- 
trato si suppone un’eccentricità e probabile (dovuta a imperfezioni del- 
l’asse del ferro e del centramento di P) proporzionale alla lunghezza 0 
assumendo ad es. e = l/300. Quindi si usa la (1515), che si può scrivere 


(A = lofOmin) 
e/lo 


P | 17 
(1516) o==0181+ 4 2se0($ 


w /Cmin 


Dalla (1516), assunto ad es. s= 2,5, si 
può ricavare per tentativi il valore di o = 
= Omeaio = P/A, cioè il carico di sicurezza 
ridotto k, (nn. 281-284), da assumere per 
dati valori di 7, ew/Omins @/lo- 

I risultati si possono rappresentare in dia- 
grammi come quelli della fig. 1765 (81), che sono 
ottenuti per c,= 2800 kg/emq, o,= 2100 kg/emq, 
8s= 2,5, e= l/250. Il diagramma abcd è otte- 
nuto da quello che dà c., (cfr. la fig. 473), divi- 
dendo le ordinate per s= 2,5. I diagrammi d4;d 
e a,d sono ottenuti per tentativi mediante la 
(1516), per a = w"/Omin uguale a 1 (valore li- 
mite per ferri a I)e 1/V3 (sezione rettango- 
lare). Rispetto a c.,, che varrebbe in assenza 


80 \} 
E) 


J 


|, ossia o= 
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Fig. 1765. 
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totale di difetti, X, presenta un coefficiente di sicurezza s,> s, che tiene conto 
dei difetti inevitabili: ad es. per a = 1/3 esso varia da 2,5 per 4= 0 a 4,9 


per À = 100. 


b) Nel caso in cui esista un’eccentricità e conosciuta si usa anche 
imporre due condizioni, cioè che il carico P non superi P.,/s, cons=2,5 3 
(al minimo 2), e P/s', con s'=3- 3,5 (al minimo 2,5) (es. 1948). 

c) Se si usa il metodo @ (nn. 283, 824d), che vale per travi snelle 
o tozze, si può variare a piacere il valore di s assumendo un carico di 


sicurezza k, #* ko (n. 283 a). 


Esercizio 1948. — Una trave Differdingen N 26, lunga 6,40 m, è articolata alle 
estremità. Si suppone un’eccentricità e = 2,/300 = 2,13 em. Calcolare la compres- 
sione P ammissibile, se o, = 2700 kg/cmq, assumendo s=2 ed s'=3 (n. 825 bd). 


(8) S. TIMOSHENKO: Working stresses for columns and thin-walled structures, « Applied me- 


chanica », New York, Am. Soc. Mech. Eng., 1933, n. 4. 
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Soluzione. Si ha A = 115,6 cmq, Im = 4261 cm', Omin = 6,07 em, Z=> 
= 640/6,07 = 105> 100. Quindi 
2,1 - 106 - 4261 si 215610 


gag: © = 215610 kg,  P= = 71870 kg. 


Pr= n? 


Quando agisce 2P = 143740 kg, si ha (1493) (W = 328 cm8) 


2,13 143740. 143740 - 6,4 
sin er CS où cia - i Da, 
P=glagg 94 0a Sip + das — 08 Agla, 


che è maggiore di o,. Perciò si deve diminuire P. 

Per tentativi si trova (1515,) che il carico sP = 118000 kg provoca o” = 2712 
kg/emq, che è circa uguale a 0,. Perciò, con s = 2, il carico ammissibile è P= 
= 59000 kg. Il coefficiente di sicurezza rispetto a P; risulta s' = 3,65. (Se si 
accettasse P = 71870 kg, si avrebbe s’' = 3, ma s = 1,64.) 


826. Una proprietà caratteristica del carico critico (8°). 


Il carico critico P,, gode di una singolare proprietà, che consente di 
calcolare il momento flettente provocato in una sezione generica di una 
trave da carichi anche sconosciuti, deducendolo dall’abbassamento elastico 
della sezione. Tale proprietà contribuisce inoltre a chiarire meglio il signi- 
ficato del carico critico. 

a) Consideriamo una trave prismatica, appoggiata alle estremità 
(n. 826 è) e soggetta a un carico distribuito sulla lunghezza ! secondo la 

legge sinusoidale (fig. 1766) 


AL a TTI 
A 


i (a) q(e) = In sen TP. 


:  Integrando due volte e quattro volte l’espressione di 
! i @(x), si ottengono le espressioni di M(2) e di n(2): 


Iml? TI Omlt 0 
(b), (e) M(x 0) = sen 7: n(e) = gg n 7 
72) 
Fig. 1766. L’espressione di M(x) di può scrivere 
= 0 go O EI eli del E 
ta e Ta 


ossia 
(1517) (1517,) M(x)=P.- n(e), da cui Omoa: = E(Yma/t)-n(2), 


essendo P,.,= 2EJ/l3 il carico critico di Eulero della trave. La (1517,) 
è particolarmente utile, perchè non richiede la conoscenza di P, o di 
J(J/W = Ymar); Dastando la distanza Yma: = 4/2. 


(**) O. BELLUZZI: Una proprietà caratteristica del carico critico, « Atti e rassegna tecnica », 
Torino, numero speciale per le onoranze a Giuseppe Albenga, 1952, n. 10. 


LA STABILITÀ DELL’EQUILIBRIO ELASTICO 67 


Perciò quando sia noto il carico critico P., basta moltiplicarlo per l’or- 
dinata n della linea elastica misurata in un punto qualunque, provocata 
da un carico distribuito con legge sinusoidale (del quale può essere scono- 
sciuta l'intensità), per ottenere il momento flettente che questo carico genera 
nella sezione corrispondente a tale punto. 

b) La relazione (1517) è del tutto naturale e si poteva facilmente pre- 
vedere. Infatti, è noto (n. 275 b) che quando in una trave caricata di punta 
si aumenta man mano il valore del carico assiale P, la capacità della trave 
di reagire a delle forze normali all’asse tendenti a infletterla diminuisce 
progressivamente, fino ad annullarsi quando P= P.. Ciò significa che 
mentre una trave non caricata di punta oppone all’inflessione una reazione 
elastica misurata da g* = EJn" (235) per unità di lunghezza, e quindi ri- 
chiede dei carichi normali all'asse di intensità q= q* per inflettersi secondo 
una linea elastica (1) di data entità, quando invece è soggetta a carico di 
punta P oppone una reazione elastica minore di q*, ossia richiede dei ca- 
richi q< g* per inflettersi secondo la stessa n(r). E quando P diventa 
uguale a P, bastano forze piccolissime normali all’asse per provocare delle 
deformazioni 7 considerevoli. Inoltre sappiamo che quando P= P, la 
deformata dovuta all’instabilità è una sinusoide 7 = 7,, sen 2/l, come lo 
è quella provocata dal carico (a). Per cui P,. può provocare la stessa defor- 
mata 7(r) che è provocata dal carico sinusoidale g(r) (8); e ciò è vero 
qualunque sia il valore di g,,, perchè la deformata d’instabilità provocata 
da P, è, almeno fino a un certo punto, di ampiezza indeterminata (*). 
Pertanto, quando P= P; e la trave è inflessa secondo una data sinusoide 
n(x), il momento flettente M(x) = P. + 7(x) ha in ogni punto gli stessi 
valori del momento provocato dal carico g(x) = g*(a) = EJn"(x) agente 
sulla trave non caricata di punta, perchè tanto P. quanto g(r) deformano 
la trave nello stesso modo, e quindi entrambi provocano momenti esterni 
uguali allo stesso momento interno — EJy”(x) 

Viene così anche posto meglio in luce il significato del carico critico Px. 


(**) Può sembrare strano che due diversi sistemi di forze, P, e g(r), possano provocare la 
stessa deformazione. Infatti, parallelamente al teorema di Kirchhoff sulla unicità della configu- 
razione elastica provocata da un dato sistema di forze esterne (n. 332 f), vale anche un teorema 
inverso, secondo il quale una data configurazione elastica può essere provocata o equilibrata da 
un unico sistema di forze esterne (si dimostra immediatamente per assurdo come quello diretto, 
perchè se potesse essere equilibrata da due diversi sistemi di forze, al sistema differenza dei due, 
non nullo, corrisponderebbe una deformazione nulla). 

Tuttavia la cosa diventa naturale se si pensa che nel nostro caso i due teoremi non valgono, 
non valendo nel caso di P,. il principio della sovrapposizione degli effetti, sul quale essi sono fondati. 

(5) In altri termini, un dato carico g = 9, sen xz/l è capace di neutralizzare la tendenza della 
trave a ridiventare rettilinea quando è deformata secondo una sinusoide di una certa ampiezza Mipggi 
D'altra parte il carico P, è capace (ed è il solo valore di P che sia capace) di neutralizzare la stessa 
tendenza quando la trave è deformata secondo una sinusoide di qualunque ampiezza (n. 275 b) 
(perchè se é vero che raddoppiando le n raddoppia, fino a un certo punto, la reazione elastica della 
trave, è anche vero che raddoppia pure il momento flettente esterno M = P # * n). Perciò la rela- 
zione M = Py-n vale qualunque sia l’entità, ossia 92, del carico agente sulla trave. 
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c) La (1517) è esatta soltanto nel caso in cui il carico g(x) che agisce 
sulla trave e la inflette abbia la distribuzione sinusoidale (a) (nonchè nel 
caso delle vibrazioni, n. 902 c) (#5). Tuttavia si può usare anche per altre 
distribuzioni del carico, con approssimazione tanto migliore quanto più 
queste si avvicinano alla distribuzione (a) (8) (8°), come mostrano gli eser- 
cizi 1949-1951. 

Si deve tuutavia osservare che nel caso di un carico P, concentrato nel 
punto di mezzo della trave, la (1517) dà M,,,,= 0,2056 Pl (es. 1952), 
mentre il valore vero è 0,25 P.l; per cui si commetterebbe l’errore conside- 
revole di 17,8%. Ciò che in questo caso è naturale, perchè il diagramma M 
triangolare dovuto a P, è troppo diverso dal diagramma sinusoidale (b) (88). 

d) Di solito l’approssimazione è buona anche se il carico non è simme- 
trico (es. 1953). Inoltre la (1517) si può usare spesso anche nel caso di 
travi di sezione variabile, sostituendo P. col P., corrispondente (es. 1954). 

Gli esempi degli esercizi 1949, 1950, 1951, 1953, 1954 mostrano la 
buona approssimazione che la (1517) può dare anche quando il carico non 
sia sinusoidale o la trave non sia prismatica; per cui si può usare con fiducia 
in molti casi. La sua utilità si manifesta ogni volta che non si conosca il 
valore del carico agente, o quando la trave sia soggetta a carichi frequen- 
temente variabili e incogniti. Per usarla, basta soltanto conoscere una volta 
per sempre il valore di P,, e misurare l'abbassamento 7 del punto nel quale 
si vuol calcolare il momento M. 

e) La (1517) si può usare con profitto assai maggiore anche in diversi 
casi di travi caricate di punta, quando non si conoscano il valore del ca- 
rico di punta P, la sua eccentricità, la curvatura iniziale dell’asse della 
trave e il valore degli eventuali carichi agenti normalmente all’asse. 

Nel caso delle travi caricate di punta con una forza P, i vari punti 
dell’asse geometrico distano inizialmente (cioè quando ancora è P= 0 
e la trave non è ancora deformata elasticamente) dalla retta d’azione di 
P di ordinate n;(x), dovute all’inevitabile eccentricità del carico e alla 
piccola curvatura iniziale (difetti) della trave. La massima delle ordinate 
è la freccia, pure iniziale, fi. 


(*) La relazione M = P,-»n richiede che il momento M sia dappertutto proporzionale a n 
ciò che è vero soltanto se entrambe le quantità variano secondo sen xz/! (essendo M proporzionale 
a d'n/d2*), ossia se anche g varia secondo sen x2/l. 

(*) Il lato debole della (1517) è evidente. Essa suppone che i valori di M dipendano soltanto 
dai valori di n e non dalla distribuzione dei carichi; per cui diverse distribuzioni di carichi che pro- 
vochino in un dato punto la stessa n dovrebbero provocare anche lo stesso momento. Questo fatto 
non si verifica esattamente, tuttavia nella maggior parte dei casi (eccettuato quello di uno o due 
carichi concentrati) si verifica con sufficiente approssimazione. 

(*) Anche con carico notevolmente diverso dal carico sinusoidale, com’è quello uniforme, 
l’errore è piccolo perchè M(x) è parabolico e la n(x) è di quarto grado, e quindi differiscono poco dalla 
sinusoide. In altri termini, la distribuzione del carico importa poco, purchè siano quasi sinusoidali 
M(z) ed n(2). 

(*) Ciò nonostante, la (1517) dà risultati abbastanza approssimati anche nel caso di carichi 
concentrati, quando essi non si riducano a uno o due. 
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Quando agisce P, le 7, ed fo aumentano, e diventano 7, ed fi, che sono 
legate ai valori iniziali da (1493) 


_— _Mo_ __ hh È ) 
(d) ale 5 f= — p* ( CR 
I momenti flettenti M(x) e quello massimo M,,., dovuti a P sono dati 
da 
(e) M(x)= P-m:(0), Mmo= Ph. 


In pratica però le ordinate iniziali n») ed f, hanno dei valori piccoli e sco- 
nosciuti (è incognita l’esatta retta d’azione di P), e sono sconosciute (per 
la stessa ragione) anche le ordinate finali 7, ed f,. Invece si possono facil- 
mente misurare gli aumenti 7= 7, —% ed f=fi—f che le po ed fa 
subiscono nel diventare 7, ed f, e che sono provocati dall’azione di P. 
Inoltre spesso è sconosciuto anche il valore raggiunto da P, mentre si cal- 
cola facilmente, o si è determinato sperimentalmente, il valore di P,. 

Si procede allora nel modo seguente (limitiamo il ragionamento alle 
ordinate massime fo, fi, f € al momento massimo M,.0, che vale però anche 
per gli altri punti). 

Per la (d) si ha 


=_= _f__r- ff _ _f 
t) father. 
Quindi si ottiene 
spa pia£ sica ealiiiai 
(9) Mma= P he ip-i" PIP. f= Pa°f. 


Questa nuova espressione di M,,,, è ancora la relazione fondamentale 
(1517), e rispetto all’espressione (e) ha il vantaggio che P; ed f sono per- 
fettamente noti. Lo stesso dicasi di M(x) e di 7 relativi a un punto generico. 
Si ha dunque 


(1518) M(x)= Pic n(2) ’ Mnar= Pe f . 

Consideriamo ora il caso delle travi caricate di punta e soggette inoltre a ca- 
richi g normali all’asse. 

Anche in questo caso vale una relazione analoga alla (d) (444), (444,) 


dove ora 7, ed j, sono le deformazioni provocate dai soli carichi q normali all’asse, 
cioè quando P= 0. 
In questo caso si ha 


(i) M=M+Pn,, 


dove M, è il momento flettente dovuto ai soli carichi g. Si hanno quindi entrambi 
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gli inconvenienti: quello indicato in d) consistente nell’imperfetta' conoscenza dei 
carichi g, e quello indicato in e). Ma è ancora facile sostituire le quantità sconosciute 
con quantità note (ci limitiamo a considerare M,,,,). Infatti, per la (1517) e per 
la (9) la (i) diventa 


(1519) Mmar= Pefo + Pef= Pafes 


Quindi basta misurare la deformazione elastica totale f, provocata dall’azione dei 
carichi g e P e moltiplicarla per Px. Oppure (se q e P non vengono applicati con- 
temporaneamente) misurare prima la f, provocata dai carichi q (ciò che ora è pos- 
sibile, perchè f, non è una deformazione iniziale incognita, bensì è quella che av- 
viene e che si misura quando si applicano i g), poi misurare la f ulteriore che avviene 
quando si applica P. 

La (1519) vale anche nel caso più generale in cui esistano inoltre delle deforma» 
zioni iniziali 75 ed fi dovute a eccentricità di P e a difetti della trave, perchè queste, 
per la (f), influiscono sulla seconda deformazione } (dovuta a P), che risulta mag. 
giore, e in definitiva sulla f, totale. 


f) La (1517) è valida anche nel caso di una trave prismatica e appog- 
giata, in vibrazione, come vedremo nel Cap. XXXIII, C). La (1) è l’equa- 
zione della deformata dinamica negli istanti in cui le 7 sono massime. 

Naturalmente le ordinate 7(7) possono anche essere quelle provocate 
da un corpo che urta la trave (purchè la velocità d’arrivo sia piccola), e 
in tal caso interessano i valori massimi che si verificano immediatamente 
dopo l’urto, cioè prima che si abbia lo smorzamento. 


9) È forse superfluo osservare che il carico critico P; che fisura nelle (1517), 
(1518), (1519) non è quello che si ottiene, come di solito, introducendo nella for- 
mula di Eulero il momento d’inerzia minimo della sezione, ossia P: = 2 EJ min/l? + 
bensì è invece quello relativo all’instabilità con flessione obbligata nello stesso 
piano nel quale i carichi fanno inflettere la trave che si studia. Perciò nella maggior 
parte dei casi sarà invece Pr = 7° EJmaz/l*, perchè le travi sono quasi sempre poste 
in opera in modo che presentino la massima resistenza ai carichi agenti. 


h) È ovvio l’impiego inverso che si può fare della (1517) per determi- 
nare sperimentalmente, e in modo semplice, il carico critico di Eulero 
(n. 827 d). 


i) La relazione (1517) si può usare soltanto se la trave è appoggiata alle 
estremità, come si riconosce esaminando i due casi seguenti. 

Nel caso della trave incastrata alle estremità, il carico PL, composto con M, 
(fig. 464), ha la retta d’azione passante per i punti di flesso r, s. Perciò il mo- 
mento flettente in mezzaria della trave soggetta a P; = 47?EJ/12 e inflessa per 
instabilità è dato da P: - (f/2). Quindi se si considera la trave soggetta ad es. a 
un carico uniforme g, per ottenere M,;, o M,; si dovrebbe moltiplicare P,. per 


f/2 = (1/2)ql4/384EJ, anzichè per f. Si otterrebbe così M,;y= — M;= (427°/768)ql= 
= 0,0514092, mentre in realtà i due momenti valgono M,, = ql*/24 = 0,0416791? 
ed M,=— ql?/12= — 0,0833392; per cui gli errori sarebbero di 23,4% iu eccesso 


per il primo e di 38,3% in difetto per il secondo. 
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Affinchè la (1517) desse un risultato esatto, occorrerebbe che il carico q pro- 
vocasse una deformata uguale a quella d’instabilità provocata da Pz. Questo 
accade soltanto nel caso di un carico sinusoidale g= gm cos 27/1 (e misurata 
dalla mezzaria), che è rivolto versò il basso nel tratto 7/2 centrale e verso l’alto 
nei tratti 7/4 laterali. Con un carico così fatto si ha M(x) = (4ml*/47°) cos 2r2/l 
ed n() = (gml'/167*EJ) cos 2rx/l. E se si moltiplica Pe per 1/2 = Iml'/1678EJ 
si ottiene appunto My, = — M; = gnl*/42?. 

Nel caso della trave appoggiata in A e incastrata in B, caricata uniforme- 
mente, si ha (307) M,,0x = Mas = 990/128 = 0,0703192. Se invece si moltiplica 
P_=20,19£7/1? (401) per 133 = 175gl*/32768EJ = 0,00534g1#/EJ (n. 230 e), si ot- 
tiene M3,;3=0,10783g1?, con l’errore di 53,4% in eccesso. Questo forte errore è 
dovuto principalmente al fatto che P: è accompagnato da una reazione H (fig. 
459), che genera momenti flettenti negativi (oltre che al fatto che le due deformate 
dovute a Ps e a g non sono uguali). 


1) Si può usare una relazione analoga alla (1517) anche per valutare 
i momenti flettenti nelle lastre appoggiate al contorno, provocati da ca- 
richi di entità sconosciuta; ciò che è naturale, per lo stesso motivo 
detto in bd). 

Nel caso della lastra quadrata di Jato a, soggetta al carico p(2, y) = 
= p,, sen 2r/a sen 2y/a (n. 627 a, m=1, n= 1), si ha nel centro ((b) e 
(d) del n. 627) V?° =— pnua?/2a*B, e quindi per la (1093) M = pna?/2a8; 
per cui risulta (1096) m,= m,=(1+»v)M/2=(1+»m)puna°/42?. D'altra 
parte la freccia vale f = p10'/47'B, mentre il carico critico della stessa 
lastra compressa uniformemente nelle due direzioni vale (1644) N, = 
=N,y=N,s=27°B/a?; per cui moltiplicando N., per f sì ottiene 
M= N,-f=(27°B/a?) - prat/4n'B = pya?/22°, e quindi m. =m,= 
= (1-4 v)pna/42°. In questo caso il risultato è esatto, perchè le defor- 
mate provocate da p(2, y) e da N, sono uguali. Si ha dunque 


(15172) M=Ny*f, m,= my= (14 v)M/2=(1+7v)N-//2. 


Nel caso della stessa lastra soggetta a carico p uniforme, si ha (es. 
1190) f= 0,00406pa'/B; per cui la (1517) do m,= my= (14 »)(22°B/a?)- 
- (1/2)0,00406pa*/B = 0,04007(1+ v)pa?. L’errore è di 8,8% in eccesso ri- 
spetto al valore vero 0,03684(1-+ v)pa?, ed è dovuto anche qui al fatto 
che le due deformate provocate da N., e da p non sono uguali. 

Nel caso della lastra circolare appoggiata al contorno e soggetta a 
carico uniforme p, per v= 0,3 si ha nel centro (1017), (1015) m= 3,3p R°/16= 
= 0,20625pR?, {= 5,3pR*/(1+)64B = 0,08281pE*/(1+ »)B. Il carico ra- 
diale critico, sempre per v= 0,3, vale (1650) N,, = 4,20B/R?. Quindi la 
(1517,) dà m=(1+ »)(4,02B/R?) - (1/2)0,08281pR*/(1+ v)B = 0,17390pR?, 
che differisce di 15,7% in difetto dal valore vero. 

Questi errori suno accettabili, se si pensa all’utilità di poter valutare 
il momento flettente anche nel caso di lastre sogg.itte a carichi d’inten- 
sità sconosciuta. 
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Esercizio 1949. - Determinare l’approssimazione della (1517) nel caso di un 
carico uniforme g (fig. 1767 a). 
Soluzione. a) Il momento e l’abbassamento massimi valgono 


5ql4 


= _ 0,125 i DE 
His = = 0,125 gl? , Î= 3645): 


8 
Se si moltiplica Pe = r*EJ/12 per f si ottiene invece 
EJ 5ql4 5a? 
Di - atei e _ SII = 2 
Mmar = Pe‘f=% È 384D] © 384 ql° = 0,1285 gl 
che differisce in eccesso di 2,8% dal valore vero (v. l’es. 1955). 
b) Nel punto x=//4 si ha 


_ Tg 


3g1? sua 
Mila = 32 = 0,0937597 , Mia = 6144] 


3 
Se si moltiplica P£ per 7;;4 si ottiene invece 


sE 57gl* 
Miy= Peo ma = 2° ca NI Ra 


P GI44EI — 61441" = 0.091569î2, 


che differisce in difetto di 2,3% dal valore vero. 


Esercizio 1950. — Idem, nel caso del carico triangolare della tig. 1767 b). 


Soluzione. In questo caso si ha 
TETI] “ 


2 A 
è Mmaz = de _ 0,08333 gl, f= Gel 
12 120EJS 
pr sa > Sesi moltiplica P£ per f si ottiene invece 
EI. Ino _ a 
Mmna = Pif = te” 12057 — 150 Am = 0,08225 gni è 
c) 
Fig. 1767. che differisce in difetto di 1,3% dal valore vero. 


Esercizio 1951. - Idem, nel caso del carico parabolico della fig. 1767 c). 
Soluzione. In questo caso si ha 


619,14 


Se si moltiplica Pz per f si ottiene invece 


EJ 6lg,l! _ 612? 
è 576057 — 57601 


Moor = Pe {= = 0,10452 qui? , 
che differisce in eccesso di 0,35% dal valore vero (8°). 


(*) È naturale che l’approssimazione vada migliorando in questi tre casì, perchè il carico pa- 
rabolico del terzo caso è assai prossimo a un carico sinusoidale. 
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Esercizio 1952. —.Idem, nel caso di un carico P, concentrato in mezzaria. 
Soluzione. In questo caso si ha Mar = 0,25P,l, f= P,l8/48EJ. Se si moltiplica 
Px per f si ottiene invece 
EJ. PB 
è 48ET 


che differisce in difetto di 17,8% dal valore vero. 


Mmnor = Pe'f=N- 


È Pia = 0,2056 Pl, 


Esercizio 1958. — Idem, nel caso di un carico dissimmetrico variabile secondo 
la legge di terzo grado g(x) = (279m/41*)(lr? — x*), che ha 


il valore massimo gm per x = 27/3 (fig. 1768). sE 
Soluzione. Le espressioni di M(x) e di (x) sono 


Fig. 1768. 


94m _ 4 7 _ 459,12 _ S sa 
M(x) = 5088 (375 — 5024 + 204x) , Mi] = 512 — 0,08789 gl? ; 
34m 7 6 4 8 6, Da 128791 

ne) = pisa (— 80° + Tot — 140458 + 100%), Mia = 14536083 * 


Se si moltiplica Ps per 7,/s si ottiene invece 


EJ 128790 


Mnas = Pe Mis = 7° * 14336083 — 


= 0,08860 gli, 


che differisce in eccesso di 0,81% dal valore vero. 


Esercizio 1954. — Idem, nel caso della trave di sezione variabile della fig. 1769, 
avente le sezioni di altezza f costante e di larghezza b variabile secondo la legge 
parabolica bd = (4b,/1°)(le — x?), soggetta al solo peso proprio. 

Soluzione. Si ha g(x) = (4g9n/t°)(le — 22), J(x) = (4Jn/t)(la — 22), 


M(2)= Sr (a — 2la8 + Pa)=3Fo (la — 29)(M2+ le — 2°),  Mmaz= 0,1041793; 


sn 


299,18 
230457, ° 


ya) = TAI (04 — 2la? — 62x24 78x), f= 


In questo caso il carico critico vale (es. 1937) P.- = SEJn/l?; per cui se si molti- 
plica P., per f si ottiene invece 


<= > E. 2 
Mmnax = Per'f= 8-3" ai = 0,10069 gpl? , 


A 1 FP 230457, 


Fig. 1769. che differisce in difetto di 3,3% dal valore vero. 


Esercizio 1955. — Trave di ferro a T N 14, lunga = 4 m, disposta con l’anima 
verticale, appoggiata alle estremità e caricata uniformemente con q = 500 kg/m. 
Soluzione. a) Direttamente si ha (perchè in questo caso q è noto) 


Mraz = 500 - 49/8 = 1000 kgm = 100000 kgem, 
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Se invece si misura la freccia provocata dal carico, si trova f = 1,385 cm. Dal. 
tra parte il carico critico di Eulero, da calcolare una volta tanto, vale 
Pe = NEI maz/l = 9,87-2,1 - 108 - 573/400? = 74228 kg. Quindi la (1519) dà 

Mmaz = 74228 - 1,385 = 102800 kgem. 


b) Si ha anche (15171) Omas = 9,87 + 2,1 + 105(7/400?) - 1,385 = 1256 kg/emg. 


827. La previsione sperimentale del carico critico. 


Accade spesso di non poter calcolare il valore di P.,, perchè non sono 
ben note le caratteristiche E, J della trave o le sue effettive condizioni 
di vincolo. In tali casi è utile poter determinare P,, per via sperimentale, 
come già accennammo negli esercizi 354, 355. Indichiamo ora alcuni ul- 
teriori procedimenti. 

a) Nei tre casi considerati nel n. 271 c), nell’esercizio 350 e nel 
n. 290 a), se fo è la freccia iniziale dovuta alle varie cause, vale (1493) 
la relazione f= fn :(1— f), dove f= P/P;. Se indichiamo con f la 
freccia misurata a partire da fo (f, può essere incognita), si ha 
n) fo Ta fo fo 
(a) t=t-h= 73h" 717 P_i 
da cui si ricava 


(1520) f=P: L sets 


La relazione fra le due variabili f/P ed 7 è dunque lineare (9°); per 
cui se si applicano alla trave diversi carichi P (< P.) e si misurano le 
corrispondenti f, portando in ascisse i valori di Î/P e in ordinate i valori 
di f si ottiene una retta (fig. 1770), il cui coefficiente angolare è uguale 
a P;. In pratica, causa gli errori di osservazione, i punti corrispondenti 
alle diverse prove non risulteranno perfettamente allineati; perciò si 
traccia la retta che si scosta meno da tali punti. 

Se poi interessa conoscere anche f per valutare il momento M = Pf 
e la Omar; dalla (1520) si ricava 


(1521) j= Pip, M=P.f. (in armonia con la (1518)) 


b) Il valore di P., si può anche dedurre misurando la frequenza 
della vibrazione fondamentale della trave sottoposta a carichi P< P.,. 
Come si è accennato nella nota 17, la frequenza f è tanto minore quanto 
più P si approssima a P.., e si annulla quando P=P.,. Nel Cap. XXXIII 
(n. 906 5) troveremo la seguente relazione tra la frequenza f quando la 


(**) R. Y. SOUTHWELL, n. 470. del volume citato nella nota 7. 
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trave è compressa da un carico P e la frequenza naturale f. della trave 
non compressa: 


/ 
(0) i=1|1-3. 


La (b) è esatta nel caso della trave prismatica articolata alle estremità 
(fig. 1755), ma si può applicare con buona approssimazione (*) anche in 
altri casi. 

Dalla (b) si deduce la relazione 
si P 
CiTriR 


mediante la quale si calcola P., quando si misurino la f, della trave sca- 
rica e la f in presenza di un carico P < P.; (*°). 

Naturalmente converrà misurare f per diversi valori di P, per con- 
trollare il valore ottenuto di P.,. Gli errori nella misura di f hanno un’in- 
fluenza tanto minore sul risultato quanto più P è prossimo a P.,. 

La (1522) non richiede la conoscenza delle caratteristiche della trave 
e dei vincoli. 

c) Quando la trave sia in opera e sia già soggetta a un carico ini- 
ziale P; incognito che non si possa togliere, non si riesce a misurare fo; 
inoltre si può soltanto aggiungere un carico A4P;, senza conoscere il ca- 
rico totale P = P, + A4P;. In questo caso si potrebbero dedurre f, e P 
dalla (5) mediante i risultati di qualche prova preliminare, e quindi cal- 
colare P., mediante la (1522); tuttavia è preferibile misurare la frequenza 
Î; della trave soggetta a P; incognito e usare la seguente relazione (93) 
analoga alla (1522), che contiene f; e AP; invece di fo e di P. 

Indicando con f e con f; le frequenze corrispondenti ai carichi P e 
P,, dalla (b) si ha 


(e), (4) p=hpo, fi=fi=p. 
La (c) si può scrivere 


Pi P;)-(P—_ Pi 
(c1) pane n la 


(1522) Ba. 


(APi)er De 4P, 
Pa ho P x 


er 


(") O. BELLUZZI: Sul periodo di vibrazione di una struttura in presenza di carichi di punta, 
« Giornale del Genio Civile », 1951, fasc. 4°. 

(*?) La frequenza della vibrazione si può misurare in vari modi ben noti. Nel caso di pila- 
stri, in cui l'ampiezza della vibrazione è necessariamente piccolissima, conviene usare un con* 
densatore e collegare una delle armature col pilastro; quindi si misura la frequenza secondo la 
quale varia la capacità, mediante un oscillografo o un ponte di frequenza, dopo avere opportu- 
namente amplificata la corrente. 

(3) O. BELLUZZI: Sulla determinazione sperimentale del carico critico mediante prove a vi 
brazione, « Ingegneri-Architetti-Costruttori », Bologna, 1951, n. 4. 


76 CAPITOLO TRENTADUESIMO 


Dalla (d) si ricava 


Quindi sostituendo nella (c,) si ottiene 


AP;)r — AP, 
p=f VIDI È 


dalla quale si ricavano due relazioni analoghe alle (b) e (1522): 


AR AP, 
(bi), (1523) {=f Vi dre: (AP) = 7 Tp 


Mediante la (1523) si ottiene il carico (AP.):r = P. — P; che la trave 
richiede, in aggiunta a P, già agente, per diventare instabile, quando si 
siano misurate la frequenza iniziale f; e la frequenza f che si ha aggiun- 
gendo un carico AP,. 

d) Come si è accennato nel n. 826 A), si può usare la relazione (1517) 
in modo inverso per dedurre P;. 

Si carica la trave in esame con un carico di valore totale Q noto, di- 
stribuito in modo pressochè sinusoidale (per conseguire l’approssimazione 
migliore), e si calcola il momento flettente massimo, che per la (b) del 
n. 826, e avendo preseute che Q= (2/7)g,,l, è dato da 


(e) Ma = QU22 . 
Si misura la freccia f provocata dal carico. Quindi per la (1517) si ottiene 
(1524) Pi= Mmaalf = QU2rf * 


Se si vuole il carico critico minimo, cioè quello relativo alla trave libera 
di inflettersi per instabilità nel piano di minima rigidezza, si disporrà la 
trave in modo che il carico Q la infetta in tale piano, e produca la freccia f 
massima possibile. 

Anche con questo metodo, E e J possono essere incogniti. 


e) Se si sperimenta su un modello geometricamente simile alla trave data, 
n volte più piccolo, il rapporto di snellezza A=0minllo ha lo stesso valore; quindi 
per la (411), o per le (415), (418), anche la c,, è la stessa. Invece il Pa = 0,4 della 
trave effettiva è n? volte maggiore. Ciò vale anche per le travi di sezione variabile. 


Esercizio 1956. — Studiare la trave dell’esercizio 343 col metodo del n. 827 a). 

Soluzione. a) Supponiamo che l’asse geometrico non sia rettilineo e che si abbia 
fo= 2 cm (non è tuttavia necessario che f, sia conosciuta, perchè se varia f,, la 
retta della fig. 1770 si sposta parallelamente a sè stessa). In tal caso comprimendo la 
trave con P= 2000 - 5000 - 10000 kg si misurano frecce (in più di fo) che, se- 
condo la (a), varranno all’incirca f= 0,160 - 0,456 - 1,180 cm; ossia in millesimi 
di millimetro f = 1600 - 4560 - 11800. I valori corrispondenti del rapporto f/P 
risultano 0,800 - 0,912 - 1,180. Portando in ascisse i valori. = 7/P e in ordinate 
i valori y=}, si ottiene la retta della fig. 1770. 
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Il coefficiente angolare di tale retta, 
ossia P.,, è dato ad es. da 


p. — Ya Y1 _ 11800 — 1600 
= xs—, 1,180 — 0,800 


= 26842 kg. 


Il valore esatto è P., = 26945 kg. 
b) Se si vuol conoscere la freccia to- 
tale f quando P= 10000 kg, la (1521) dà 


1,180 
6842 10000 3,167 cm. 
Quindi si ha M = 26842 - 1,180 = 
= 10000 - 3,167 = 31670 kgem e 


x=f/P Xi xa 


Fig. 1770. Omar = 334 7 26,0. 


a 10000. 31670 


= 1517 kg/cmq. 


Esercizio 1957. - Idem, col metodo del n. 827 >). 

Soluzione. Facendo vibrare la trave non compressa, si misura f, = 16,8. Fa- 
cendola vibrare quando è compressa con P = 2000 - 5000 - 10000 kg, si misura 
f = 16,2 - 15,2 - 13,3. Applicando la (1522), si ottiene rispettivamente 


Pi = 2000 :(1— 16,22/16,8°) = 28510 kg 
P.,= 5000:(1— 15,2?/16,8°) = 27562 kg 
P., =10000 : (1— 13,3*/16,8°) = 26791 kg. 


Per quanto si è osservato nel n. 827 d), l’ultimo valore è il più attendibile. 


Esercizio 1958. — Idem, col metodo del n. 827 c). 

Soluzione. Supponiamo che la trave sia già soggetta a P, = 4000 kg (in realtà 
però P, è sconosciuto). In tal caso la frequenza iniziale risulta f; = 15,5. Quando 
si aggiunge il carico 4AP,= 6000 kg si misuri una frequenza f = 13,3. Appli- 
cando la (1523), si ottiene 


6000 
(AP = 77 13,32/15,5? 


= 22751 kg. 
Questo è il carico che si può aggiungere prima che sopravvenga l’instabilità (il 
carico critico totale è invece P.,, = 4000+ 22751 = 26751 kg). 


Esercizio 1959. — Idem, col metodo del n. 827 d). 

Soluzione. Carichiamo la trave nel piano di minima rigidezza con Q = 600 kg. 
ripartito in modo circa sinusoidale, e misuriamo la freccia in mezzaria, che risulta 
f = 1,06 cm. Quindi, usando la (1524), si ottiene 


600 - 300 


Per= 37 -1,06 


27026 kg. 
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B) LE TRAVI SOGGETTE A COMPRESSIONE, 


‘828. Il carico di punta nelle travi prismatiche. 


Il problema della stabilità delle travi prismatiche caricate di punta 
fu studiato nel Cap. XIII, B), sia per le travi snelle che per le travi 
tozze. Per non ripetere quanto fu detto, aggiungiamo soltanto alcune 
considerazioni e alcuni ulteriori dati. 

a) La formula (396) di Eulero mostra che P, è inversamente pro- 
porzionale a 1? e direttamente a EJ. È facile riconoscerne i motivi mediante 
considerazioni statiche o energetiche. 

Per un dato valore della freccia f della deformata n= fsen 2x/l, la 


curvatura 7" = — f(a?/12) sen ax/l in un punto x è inversamente propor- 
zionale a /? (*). Perciò il momento flettente esterno M, = Py dipende 
soltanto da P, e quello interno M; = — EJn!' è proporzionale a £J/13; 


e per conseguenza il valore di P, che si ricava dall’uguaglianza MU, = M, 
è anch’esso proporzionale a EJ/l?. 

Dal punto di vista energetico, per un dato valore di f il lavoro esterno 
A4L,= PÒ risulta inversamente proporzionale a i, perchè ò = cf?/l (nota 2 
del Cap. X, n. $17 c, es. 1917-1921), mentre il lavoro interno AL; = 
= (EJ/2) /n''*dx risulta c,EJj?/F, ossia inversamente proporzionale a 18. 
Quindi il valore di P; che si ricava dall’uguaglianza AL, = AL, risulta 
proporzionale a EJ/l?. 

b) Alle tabelle che danno i valori di © per le travi di ferro (n. 283 a, c) 
e di cemento armato (n. 521 a) aggiungiamo la seguente per le travi di 
legno (95): 


£a= 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
w= 1 1,07 1,15 1,25 1,36 1,50 1,67 1,87 2,14 2,50 3,00 
2= 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 


€ 
Il 


3,73 4,50 5,50 6,50 7,70 9,00 10,40 11,90 13,60 15,40 


c) Influenza dello sforzo di taglio. Nelle varie deduzioni del carico critico 
abbiamo sempre trascurato (salvo nell’es. 356) l'influenza dello sforzo di taglio 
sulla deformazione della trave, perchè col metodo statico si usava l'equazione 
(233,) della linea elastica che non tiene conto di 7, e col metodo energetico si 
trascurava il lavoro di deformazione di 7 nell’espressione di AL;. 


(**) Ad es., anche nel caso dell’arco circolare (es. 94), per un dato valore della freccia /la 
curvatura 1/r = $f/1? è inversamente proporzionale a 1°. 

(*#) Norme tedesche (DIN 1052). Per < 100 il valore di o è dato dal rapporto fra c,=300 kg/emq 
e cz = 300 — 2% (poco diversa dalla (415)). Per = 100 è dato dal rapporto fra c, = 300 kg/cmq 
e (411) Gy = 106/7.?, moltiplicato però per un fattore crescente da 1 a 4,5/3,5 quando 2 = 200 (per 
far crescere il coefficiente di sicurezza man mano cresce la snellezza 4). 


LA STABILITÀ DELL’EQUILIBRIO ELASTICO 79 
———_——r_ i} A i 


Se invecesi usa la (246), avendosi T= Psengp=-=P tgpg=P-dy/dx, si 
ottiene l’equazione (9%) 


Pn_ _M,z dT__Pn,gP &N 
di: EJ' GA de EJ GA da’ 
da cui 
dn P 
(a) de ri _ 77 n 
GA) 


Procedendo come nel n. 275 a), risulta a,] = x, ossia 


2 
(1525) -_ -&., fd Bo. 
sI(1- 2) ! 13:42 
GA ' GA 


Questo valore di P.,, è pochissimo minore di P», perchè Px/GA = 0r/G è 
dell'ordine di grandezza di 2000/800000 = 1/400: per cui la correzione è trascu- 
rabile (non lo è però nel caso delle travi a traliccio, n. 838). 

Alla (1514) si giunge anche usando il criterio energetico (es. 1960). 

d) Nel Cap. XIII, B) si suppose che la trave, quando è vincolata come 
nel II (e nel III) caso (n. 276 d), fosse articolata con cerniere sferiche. Natural. 
mente i risultati valgono anche nel caso di cerniere cilindriche aventi l’asse 
normale al piano di minima rigidezza (9°). È possibile tuttavia studiare anche il 
caso di cerniere aventi l’asse diretto in modo che la flessione della trave risulti 
deviata (98). 

e) Nelle aste aventi la sezione aperta (ad es. a L, EC, T, +) e caricate di punta, 
prima che si giunga all’instabilità di Eulero dell’intera asta, possono avvenire dei 
fenomeni d’instabilità nelle singole ali, oppure un’instabilità per torsione anzichè 
per flessione. Perciò lo studio della stabilità di aste così fatte richiede speciale at- 
tenzione (°°). Qualche caso sarà considerato in E). 


Esercizio 1960. — Ricavare la (1525) mediante il criterio energetico. 
Soluzione. Confrontando la (a) con la 7” = — a?7 del n. 275 a), si riconosce 


(*) F. ENGESSER: Die Knickfestigkeit gerader Stibe, « Zentr. Bauverwaltung », 1891. 

(**) Mentre le cerniere sferiche lasciano la trave libera d’inflettersi in qualunque piano, e 
quindi la flessione avviene nel piano di minima rigidezza, le cerniere cilindriche (con gli assi pa- 
ralleli tra loro) determinano il piano di flessione. Per cui se il loro asse è normale al piano di 
massima rigidezza, la flessione avviene in questo piano, e nella formula (396) di Eulero figura J,nax- 
Tuttavia se Jmar > 4/min» Si manifesta prima l’instabilità del caso IV nel piano normale (n. 276 c), 
e nella (406) fisura Jmin- 

(**) P. FILLUNGER: Ueber die Eulerschen Knickbedingungen fiir Stibe mit Schneidenlagerung, 
«Zs. f. angew. Math. u. Mech. », 1926, pagg. 294-308. 

Altri casi sono studiati nel volume di J. RATZERSDORFER: Die Knickfestigkeit von Stàiben 
und Stabwerken, Vienna, Springer, 1936, n. 82. 

(**) E. CHWALLA: Einige Ergebnisse der Theorie des aussermittig gedriickten Stabes mit diinnwan- 
digem, offenem Querschnitt, « Forsch. Geb. Stahlb. », Bd. 6, 1943; S. TIMOSHENKO: Théorie de la 
fierion, torsion et flambage des barres à parois minces et à section ouverte , « L’ossature métallique », 
1947. pagg. 328-341 e 376-388. Diversi casi sono considerati nel volume di A. PFLUGER: Stabilità .»- 
probleme der Elastostatik, Berlino, Springer, 1950, pagg. 270-272. 
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che la linea elastica è ancora la sinusoide n = f sen 7x/l1. Quindi si ha (n. 817 d) 


2 
= _?P 12 PD. 
PA x 0 
1 
ada, (xî%x Pm 32 dp 
At - f art] IGA = s27/ " 64, 257 2 2604 N- 


Perciò l’uguaglianza AL, = AL; diventa 


Paf _ PA, Pap 
4 —4EI' 4641” 


da cui si deduce la (1525). 


Esercizio 1961. — Usando il metodo ©, determinare il carico P ammissibile 
per un puntone di legno lungo 4,80 m, avente la sezione quadrata di 20 x 20 cm, 
articolato alle estremità. 

Soluzione. Si ha o = 0,289 - 20 = 5,78 cm, 7 = 480/5,78 = 83, cui corrisponde 
(n. 828 B) W = 2,24. Quindi, essendo A = 400 cmq e assumendo 4, = 70 kg/emq, 
si ottiene 

P=k,4= (ko/0)A = 31,25 - 400 = 12500 kg. 


Esercizio 1962. — Usando il metodo +, determinare il lato a della sezione 
quadrata di un puntello di legno lungo 4 m, articolato alle estremità, che deve 
sopportare P = 8000 kg. 

Soluzione. Proviamo a = 18 cm, cui corrisponde g = 5,20 cm,7= 77, w= 2,05; 
per cui il carico ammissibile è P = 70 - 324/2,05 = 11060 kg. 

Proviamo a = 16 cm, cui corrisponde o = 4,62 cm, = 86,5, w= 2,37; per 
cui il carico ammissibile è P = 70 - 256/2,37 = 7550 kg. 

Proviamo a = 17 cm; g = 4,91 cem, 7 = 81,5, @= 2,19, P= 9250 kg. 

Proviamo a = 16,5 cm; 0 = 4,77 cm, 7= 83,8, ww = 2,28, P= 8370kg. 

Proviamo a = 16,3 cm; g = 4,71 cm, 7= 84,9, = 2,32, P= 8020kg. 


829. Le grandi deformazioni nel carico di punta. 


Come si disse nel n. 275 bd), se si tenta di ricavare la freccia f me- 
diante il procedimento del n. 275 a), si trova che f è indeterminata; e 
ciò significherebbe che quando P= P.,, = P; l’equilibrio è indifferente 
per qualunque valore di f. Invece sperimentando con aste d’acciaio piatte 
molto lunghe e sottili (ad es. aventi la sezione di 10 x 1 mm), cioè tali 
che Pz sia modesto e che il loro comportamento rimanga elastico anche 
per flessioni considerevoli, si trova che la f, a partire da zero, da prima 
cresce rapidamente anche per P pochissimo maggiore di P:; ma ben 
presto si arresta, e per farla crescere ulteriormente occorrono dei carichi 
P considerevolmente maggiori di P,. Così che a ogni valore di P > Pi 
corrisponde un solo valore di f, ossia l’equilibrio ridiventa stabile (n. 813). 
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Il risultato illusorio del n. 275 5) è dovuto al fatto che l’equazione 
approssimata della linea elastica EJy' = — Py dalla quale si parte è 
valida soltanto per valori piccolissimi di 7, per cui non è atta allo stu- 
dio di ciò che accade quando le ordinate 7 non sono più tali. Per esplo- 
rare questo campo è necessario partire invece dal- 
l'equazione esatta della linea elastica (19%). 

a) Consideriamo la trave prismatica della fig. 1771, 
libera in O e incastratain A. Con gli assi x e y indicati, l’equa- 
zione esatta della linea elastica EJ/r = Py si può scrivere 


dg _ 


perchè la curvatura 1/r è uguale a — dg/ds (19). Derivandola 
rispetto a s e osservando che dy/ds = sen g, si ha (102) 


1526) EI TL = — Psen iù 
( ds — aa Fig. 1771. 
Se moltiplichiamo i due membri per dg/ds e integriamo da 0 a s osservando che 
per s = 0 (cioè in O,) è dp/ds= — 1/r=0, si ottiene 
EJ (dp? 


9 Ts) = P(cos p — cos po). 


Quindi, ponendo P/EJ = a?, si ricava (19) 


(a) d=- ———_——'___g ld coii___; 
V2ayVc0s p — cos Py 2a Vsen? p,/2 — sen? g/2 


Assumiamo un parametro p e una nuova variabile © definiti da 


{b), (c) p=snD, p sen © = sen £° sen @ = sen 2, 


Differenziando la (c), e sostituendo la (b) e la (c) nel radicale della (a), risulta 


p 


(d), (e) dp po a de sen Le — sen? 2 = p cos We 


- VI= pisento 


(**) G. L. LAGRANGE: Sur la figure des colonnes, « Miscellanea Taurinensia », T. V, 1770-1773. 
Altre indicazioni bibliografiche si trovano nei volume di S. TIMOSHENKEO, pag. 73 del volume 
citato nella nota 80. 

(!°*) Occorre il segno — per tener conto del fatto che dg/ds è regativo (a ds positivo corri- 
sponde dg negativo). Se invece si misurasse s a partire da A, l'equazione successiva (1526) avrebbe 
ugualmente il segno — nel secondo membro, perchè sarebbe dulds = — sen ©. Perciò la (1526) 
vale indipendentemente dall’orientamento degli assi. 

(193) Questa equazione è formalmente identica all’equazione differenziale d°9ldt? = — (9/1) sen (i) 
del moto del pendolo semplice. Se 4 è molto piccolo, questa diventa deldt? = — (9/9 (analoga 
a d°nfdr® = —02n), e si ricava che il periodo 7 è praticamente indipendente dall’ampiezza «gi 
analogamente all’equazione del carico di punta, dalla quale si ricava che se © è molto piccole, 
il carico P,, è praticamente indipendente da o, Ossia dalla freccia f. 

(°?) Anche qui il segno — tiene conto del fatto che ds e dy hanno segni contrari. 
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Se g varia da 0 a ©, la variabile © definita da (e) varia da 0 a 7/2. Perciò, 
sostituendo le (d), (e) nella (a) e integrando questa da 0 a 7/2, si ottiene 


x]2 


(1527) ie Trà 
a V1—- pesen @ 


b) Si ha dy = ds sen gp. Per quanto si è detto dianzi, si conosce ds in fun- 
zione di ©; inoltre dalla (c) si ricava sen g in funzione di ©; e risulta 


ds= do/av1— p*sen@, seng=2psen@/l— p'senw. 
Quirdi si ha anche dy = (2p/a) sen ©. Integrando da 0 a 7/2 si ottiene 
(1528) Ya = 2p/a. 
c) Si ha dr = ds cos gp. Inoltre per la (c) risulta 


1— 2p? sen? @ 


cosg=1—25en È = 1- 2p* sen @, e quindi dr = ga 
ni aVyl— p*seu? 


Integriamo da 0 a 7/2 in due modi diversi: 


2/2 A 3/2 
1/ 1—- p?sen?c sen? © 
La = S| | AS SEE 2 d do — p° J — d0) 
a \j vi pè sen © dg VI pè sen? w 
=/2 7/2 
"È la È sen? 
La = 2 ( Î DE. RS = 2p? | ia do). 
d\; Vi pè seu? @ g VI p> sen? @ 


Sottraendo il doppio delia prima dalla seconda, si ottiene 


=/2 n]2 
(1529) ad{8 | vV1- pî sen? © do — [e_\. 
a\; / V1— p? sen? @ 
d) Gli integrali che figurano nelle (1527), (1529) sono integrali ellittici, che 
indichiamo con U e V, cioè 
=/2 a x/2 
U=| V= 1— p? sen? @ do. 
] vi= pî sen? ©” Jv di 


Quindi la (1527) si può scrivere 
i= Ufa, da cui a= UN. 


Ricordando che a? = P/EJ, si ottiene 


(1530) P= U? = , 


dove U? sta al posto di 72/4 della formula di Eulero P.,, = Pa = (23/4)EJ[R, 
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ed' è U2= 22/4. Inoltre le (1528), (1529) diventano 
& 2pl 
(1531) Î=%a=> = » 
- pa 
(1532), (1532,) x,= 1(2 TT 1), E =1— %a => 2(1-t). 


Questi risultati si possono anche scrivere 


P_4U W_2 Fa_gV_3 Bis) 
Pe n° 7) U ” l U î 1 ° 
e) I valori numerici degli integrali U e V si trovano in tabelle (1°) per molti 
valori del parametro p = sen go/2. Per un dato valore dell'angolo @, in sommità, 
e quindi di p, si hanno i valori di U e V, che consentono di calcolare P, 70, ra 0 Èo- 
La tabella seguente dà i valori di P/Px, 0/1, 12/1 per alcuni valori di go: 


178° 


| 
1 


go | 20° | 40° | 600 | 80 | 100° 120° | 140° | 160° 


P/Px | 1,0153  1,0636 1,1518 1,2939 1,5184 1,8848 2,5424 4,0301| 11,971 
Nol 0,2194 0,4222 0,5932 0,7195  0,7915 0,8032 0,7504 0,6264| 0,3679 
r/l 0,9698 0,8812 0,7410  0,5593  0,3489 0,1232 | —0,1069 | —0,3403 | —0,6317 

Le deformate della molla per diversi valori di @, sono rappresentate nella 
fig. 1772. 

Î) Se invece la trave è vincolata con articolazioni alle due estremità, 
valgono evidentemente gli stessi risultati, nei quali si sostituisce la lun. 
ghezza 1 con 1/2 (cîr. il n. 276 a e la 

fig. 464 a) (195). 

* g) Casi particolari. Il primo dei 
casi che seguono si studia come si è 
detto in e), perchè è dato go. Negli 

// cia altri due casi non è dato ©, e quindi 

[NXT si deve procedere per tentativi. 

! eFC Si ha po = 90° (l’estremità superiore 

Ì si dispone con la tangente orizzontale, 

fig. 1773 a) quando P= 1,393P +». Si trova 

poi no = 0,7631, £, = 0,5437. Inoltre il 
raggio di curvaturain A, cioèr=EJ/M,= 
= EJ/Pno, risulta uguale a 70/2. 

Si ha x,= 0 (l'estremità superio- 

re O si abbassa fino al livello di A, 

Fig. 1772. fig. 1773 b) quando U = 2V. Per tenta- Fig. 1773. 


(3%) Tabelle brevi, ma sufficienti per la pratica, degli integrali ellittici si trovano nel volume 
di B. O. PEIRCE: A short table o} integrals, Boston, Ginn, 1929, pagg. 121-123. 

(1®%) Si possono studiare le grandi deformazioni anche per le travi compresse parallelamente 
all'asse, oppure compresse assialmente e caricate anche normalmente all’asse. Si veda ad es. il 
volume di J. RaTZERSDORFER (nota 93), $$ 7 e 3. ” 
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tivi si trova che questo accade per py/2 = — 65920‘, T= —2,32,7= =1,18; 
per cui risulta P = —2,2P£, mo = 0,7831. 

Lo spostamento orizzontale 7, diventa massimo quando è massimo il rap- 
porto p/U,-ciò che accade per py/2 = — 57°, U = 2,0804, V = 1,2397; per cui 
risulta P = — 1,75Pz, 70 = 0,8061, 2, = 0,192, É, = 0,8087 (fig. 1773 c). 

h) Esistono varie formule approssimate che consentono di calcolare la frec- 
cia f = No in sommità in funzione di P, per valori non troppo grandi di f e di P. 
Una delle più approssimate è la seguente (19) 


(1533) 1 = 1,8 VEE - 2A, 


I risultati hanno errori di qualche millesimo fino a valori di f < 0,41 e di P< 1,05Px. 
Se la trave è articolata alle estremità, il coefficiente diventa 0,9. 
Un’altra formula molto nota, che differisce dalla (1533) per non avere il primo 


fattore P:/P nel radicale, dà errori notevolmente maggiori appena P = 1,005Px. 


Esercizio 1963. — Determinare 7, e Éo provocati dal carico P = 2Pz. 

Soluzione. Deve essere (n. 829 d) 4U?/72= 2, da cui U? = 2°/2= 4,9348, 
U = 2,2214. Nella tabella degli integrali ellittici si trova, per interpolazione, che 
a U corrisponde g/2 = — 62916’; per cui si ha anche p = 0,8851, VY = 1,1894. 
Quindi si ottiene (1531), (1532,) 


_ 2-0,8851 


pui 1.1894) ) _ 0,9292. 


1= 0,796, £= 2(1 “Sani 

Esercizio 1964. — Una piattina d’acciaio larga 1,00 cm e spessa 0,05 cm, vin. 
colata come nella fig. 1772, è soggetta a P = 0,1 kg. Che lunghezza deve avere 
affinchè risulti £É =! (fig. 1773 b)? 

Soluzione. a) Dev’essere (n. 829 9g) Pe = P/2,2= 0,1/2,2= 0,0455 kg. La 
sezione ha J = 0,0000104 cm. Quindi, assumendo E = 2,15 - 108 kg/emq, ri- 
sulta (405) 

2,15 - 108 - 0,0000104 


2,4674 = = 0,0455, 
da cui 
_, 2,15 - 105 - 0,0000104 
1= y 2,4674 ida = 34,8 cm. 


L’esperienza facilissima conferma ottimamente questo risultato. 

Se la lunghezza è doppia e se le due estremità sono articolate, il carico P= 0,1 kg 
applicato alle due estremità le porta a toccarsi (fig. 1773 b). Se il carico è mag. 
giore, i due tratti estremi della barra s’incrociano (ad es. come la deformata 
relativa a go = 160° della fig. 1772, alla quale si aggiunga la sua simmetrica). 

b) Nelle condizioni suddette si ha (n. 829 9) 70 = 0,783 - 34,8 = 27,2 cm, 
Mnaz = 0,1 + 27,2 = 2,72 kgem, Omaz = Mnaz/? = 2,72/0,000417 = 6520 kg/emq; 
tensione che, per un buon acciaio da molle, è ancora compatibile col comporta- 
mento elastico. 


(3*) O. DOMKE: Die Aushiemungen eines Druckstabes bei Ueberschreitung der Knicklast, «Die 
Bautechnik », 1926, pagg. 7i/-/48. 
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Esercizio 1965. — Una barra prismatica vincolata mediante cerniere sferiche 
alle estremità a due massi non cedevoli si riscalda di At maggiore del /t,, che 
trovammo nell’esercizio 348. Determinare la freccia f 


(fig. 1774). at 
Soluzione. a) La differenza ò fra le lunghezze della PTT i ge 
linea elastica e deila sua corda l è data (nota 2 lel Fig. 1774. 


Cap. X) da d = cf?/l; e se la curva è una sinusvide 

(n. 817 c), da dò = (22/4)f*/l. La è è soltanto dè = a,}(4t— At.;), perchè l’allun- 
gamento a,lAt,, che tende a prodursi prima di At (= 72/047, (400)) è impedito 
dalla compressiune (19°) (198). Quindi si ha 


al(At— At.) = e . È, da cui f= I1vagdi = Ag « 


b) Nel caso della trave dell’esercizio 348, se At = 100° risulta 


fl = 0,637 /0.000012(1000 — 399,8) = 0,0171 ,  j= 3,42 cm. 


830. Le travi con vincoli elastici. 


Una trave caricata di punta ha talvolta dei vincoli elastici laterali, 
che ostacolano lo spostamento 7 in uno o in più punti. Di questo caso 
studiammo già un esempio nell’esercizio 351 mediante l’equazione della 
linea elastica, e vedremo altre applica- 
zioni negli esercizi 1983, 1984. 

Più spesso la trave ha dei vincoli 
(incastri) elastici alle estremità, che osta- 
colano la rotazione delle estremità stesse. 
Anche questo caso si può studiare me- 
diante l’equazione della linea elastica, come facemmo nell’esercizio 359; 
tuttavia lo studio è più immediato se si usano le formule che ricave- 
remo in a). 

a) La trave della fig. 1775 è compressa dalla forza assiale P ed è 
soggetta alle coppie M,, M, (19°). La reazione A vale (M,+4 M.);l Quindi 
ìn una sezione generica si ha 


M= Pn+t Ma-(Ma+ My)r/l. 


Fix. 1775. 


(19°) Non occorre un calcolo più esatto (analogo a quello del n. 829), perchè è provocata da 
At— At., è molto piccola, e quindi f non è ancora una grande deformazione. 

Si confronti col caso considerato nel n. 817 i). 

(1*) E rimane impedito anche dopo l’inizio dell’instabilità, perchè lo sforzo di compressione 
N rimane praticamente invariato. 

(**) Per evitare incertezze nei segni quando la trave è verticale (nota 77 del Cap. XX), 
usiamo anche qui per il verso positivo dei momenti My, M, e delle rotazioni 4, 9» le stesse 
convenzioni che facemmo nel n. 451 a). 
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Perciò l’equazione della linea elastica risulta (a? = P/£J) 


EJn'=—Pan-[M{l—-a)— Ma]:1, 
ossia 
p'=—-an-[M(l—-a)— Ma]: EJl, 


e il suo integrale generale è 
n= C,sen ax + C,cosar — [M.(1— x) — M,x] (EJ. 


Mediante le condizioni 7 = 0 per £=0 e per =, si ricava C,= 


= Ma/a*EJ, Cr=—(M,+ M;cosal)/a2EJsenal. Sostituendo nell’espres- 
sione della derivata 7’, questa risulta 
Mi 


,_ MH, + Mcosal  M,+M, 
TSTTabfsnd “pupe + CsHI © 


Quindi, per 7 = 0 e per 7= I, si ottengono le rotazioni ga = 7/9 € , = 
= nz; alle estremità, che risultano (1°) 


1 l 
(1534) pa = gg E Hofs(a1) — Ufo], = ggg fa) — Uaf(od)}, 
dove 
{1 1 6 1 1A 
(a) fi(al)= | ’ _ (Ga al a) ° 


Rispetto alle (303), le (1534) contengono i fattori di amplificazione 
fi(al) ed fs(al) che tengono conto dell’influenza di P (analogamente alle 
varie espressioni di f e di 7’ che trovammo nel n. 288). 

b) Se la trave, compressa dalla forza P, è perfettamente incastrata in B 
ed è soggetta alla coppia M, (fig. 1776), ponendo g, = 0 
nella seconda delle (1534) si ricava 


ESE Mi, fs(al) 
153 M,= 0.12 
tuoni; i 2 (al) Fig. 1776. 


che differisce dalla (313) per la presenza del fattore di amplificazione. Quindi, 
sostituendo nella prima, si ottiene 


se al > 0) 


(1536) n° Ml . 4fî( f3(al) ) (- Ml 


al) — j3 
Po S 45I 3},(al)  4EJ 
e) Nel caso di una trave libera in A (fig. 1777), compressa dalla forza P, 
e con un incastro elastico in B che reagisce proporzionalmente alla rotazione 4, 


(1!*) Cfr. S. TIMOSHENKO. n. 4 del volume citato nella nota 80: Nell’appendice di questo 
volume si trova una tabella abbastanza estesa delle funzioni /j(al) ed /g(ul), che consente di 
abbreviare | calcoli. 
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{(M,= Pf=cq;), si ha 


M=-P(f_n), EJn" = P(j- n), y'=—- a?n+ a; 
n= C;, sen ar+ C,acos ar+ f, n' = aC, cos ax — al, sen az. 


Le condizioni che per x = 0 si abbia 7 =0, 7’ = %, determinano C,=— f, 
C,= psla = Pif/ca. Quindi risulta 


n = (Pij/ca)sen ar — f cos ar+ f. 
Per x = l dev'essere 7 = f, per cui si ha 
f= (Pf/ca)sen al — fcosal+f, ossia 0= (P/ca)sen al— cos al. 


Da quest’ultima si ricava la condizione d’instabilità 


(1537) altg al = cl/EJ . 


Se ce =co0 (incastro perfetto), risulta tg al = 00, al = 2/2, P., = (12/4) EJ/12. 
Se J = co (trave rigida), si ha al = 0, e quindi tg al = al; per cui la (1537) 
diventa a%° = el/EJ, ossia PI?/EJ = cl/EJI, P.r = c/l, che coincide con la (b) 
del n. 812. 
d) Infine, nel caso di una trave libera in A e ivi soggetta alla compres- 
sione P e alla coppia M, (fig. 1778), e perfettamente incastrata in 5, si ha 


M=Py+ Ma, EJy'=-Py—-Mg, y'=— ay— M./BJ ; 
y= C; sen ar+ C, cos ar — M/a?EJ , y'= al; cos ar— aC, sen ax. 
Le condizioni y=0 per x=0 e y'= 0 per x=1 determi- 
nano C, = My/a2EJ, C,=(M./a?EJ)tg al. Quindi si ottiene 


_MI tgal 


(1683) P= EI al 


Esercizio 1966. — Studiare il terzo caso di Eulero (es. 349) mediante le (1534). 
Soluzione. Essendo M,= 0, la seconda delle (1534) dà 
®, = (1/6EJ)-2M;f;(al)=0. 
Se si vuole che sia M,#+0, cioè che la trave s’infletta, dev'essere (come nell’eser- 
cizio 349) 
f(al)=0, ossia l/al— 1/tgal=0, tg al = al. 


Esercizio 1967. — Studiare il quarto caso di Eulero (es. 357) mediante le (1534). 
Soluzione. Essendo M, = — M,, la prima delle (1534) dà 


Pa = (Ml/6EI)\2j(al) + fx(al)] = 0. 
Se si vuole che sia M,+0, dev'essere 
2f,(al) + f.(al) = (6/al)(1/al — 1/tg al+ 1/sen al— 1/al)= 0, 


ossia sen al = tg al. La soluzione al =0 non soddisfa, perchè a+0; al=x 
non è una soluzione, perchè per al + 2 il seno e la tangente hanno segni opposti. 
Quindi si ha al = 27, da cui P, = 4r°EJ/I?. 
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Esercizio 1968. — Determinare P.,, nel caso della fig. 1779 a). i 
Soluzione. Essendo M; = 0, le prime delle (1534) e delle (292) consentono 
di scrivere l'equazione di congruenza 


i f(al) = — Fo. da cui , (nta) + 53 sù, 
“e si vuole che sia M, = 0, dev'essere 
(al) =— EJ/EJ 1. 
Nel caso in cui 7,/E,7, = 1/EJ, si ha la condizione f,(al) = — 1, che è sod- 


disfatta da al = — 3,726. Quindi risulta P., = 3,726°2EJ/12 = 13,88EJ/12. 


Esercizio 1969. - Idem. nel caso della fig. 1779 b). 
Soluzione. La (1536) e la (314) consentono di scrivere l'equazione di con 
gruenza (11) 


Ml - 4fî(al) —_ fs(al) PESI Mal 
4EJ 3/1(al) — 4Ed;' 


Ragionando come nell’esercizio 1968, si ottiene la condizione d’instabilità 


4fi(al) — fs(al) EJI, 


3f(d) © El 


Nel caso in cui 1,/2,J, = 1/EJ, il secondo membro è — 1, e la condizione 
è soddisfatta da al = — 5,31. Quindi risulta P,, = 5,312EJ/12 = 28,20EJ/12. 


Esercizio 1970. — Determinare P., per il portale simmetrico della (fig. 1780 a), 
nel caso in cui sia impedito lo spostamento laterale dei nodi. 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 1968, si ottiene l'equazione 


Ml __Ma ; _ _ 3EJI, 
3EJ fh(al) = 3EJ, da cui fh(al)=— DEI 
Nel caso in cui 1,/E,J, = /EJ, si ha f,(al) = — 1,5, che è soddisfatta da 


al= —3,593. Quindi risulta P., = 12,91EJ/1?. 


Esercizio 1971. — Idem, per il portale simmetrico della fig. 1780 b). 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 1969, si ottiene 
4fi(al) — fs(al) __2EJ, 


3f(al) —_ Edil" 


Nel caso in cui 1,/ExJ, = 1/EJ, il secondo membro è — 2, e la condizione è 
soddisfatta da al = — 5,02. Quindi risulta P., = 25,20EJ/12. 


(111) In modo analogo si studiano i casi in cui si abbiano un incastro in Be una cerniera in 
€, oppure una cerniera in B e un incastro in C. 
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Esercizio 1972. — Il caso dell’esercizio 1970 quando lo spostamento laterale 
può avvenire (fig. 1781 a). 

Soluzione. Considerando il moto relativo di A rispetto a B, il pieAritto .1B, 
pensato capovolto, è nelle condizioni della trave della fig. 1777. Il coefficiente 
dell’incastro elastico costituito dalla trave orizzontale è e = 6£,J;/l;. Quindi la 
(1537) diventa 

altg al = 6E,J1/EJl,. 


Nel caso in cui 1,/E;J, = 1/P.J si ha altg al = 6, che è soddisfatta da dd = 
= — 1,350. Quindi (4) risulta P.,- = 1,822J7/1? (7,1 volte minore del risultato 
dell’esercizio 1970). 


db) | 


I \ 
sl sla 


Fig. 1779. Fig. 1780. Fig. 1751. 


Esercizio 1973. — Il caso dell’esercizio 1971 quando lo spostamento laterale 
può avvenire (fig. 1781 b). 

Soluzione. Il piedritto AB è nelle condizioni della trave della fig. 1778. Per- 
ciò la (1778) e la pa = MX1;/6E,J, consentono di scrivere l’equazione di con- 
gruenza 


Ml tgal_ Mg, ; tg al EJI, 
HW" ad ego Sw ad 7 6EJ, 
Nel caso in cui 1,/E,J, = 1/EJ si ha tg al/al = — 1/6, che è soddisfatta da. 


al= — 2,716. Quindi risulta P,, = 7,38EJ/1? (3,4 volte minore del risultato del- 
l'esercizio 1971). 


Esercizio 1974. — Determinare P., per la trave della fig. 1782, libera in A 
e vincolata in B e in C. 


(315) Se si tiene conto dello spostamento orizzontale è dei due nodi, le reazioni alla base dei 
piedritti non sono esattamente uguali a P. Infatti, l’intera struttura è in equilibrio alla rota- 
zione soltanto se la reazione di sinistra diventa P + AP e quella di destra P— AP, in modo che 
la coppia AP -l sia uguale a 2- Pò. Tuttavia all’inizio dell’instabilità AP è ancora trascuravile. 


90 CAPITOLO TRENTADUFSIMO 


Soluzione. Nei due tratti si ha 
Mi=- Pm), M,= Pn. Hz; 
ni =— a?n+ af, mn =— a°M+ 0x3 ; (a = P/EI, 9 = H/EJ) 
n= 0; sen ar, + Cy cos ar + Î, N = Cz sen arz + 04 cos azz + (0/a*)z,. 


Le condizioni (0) = 0, n1(21) = f. 7:(0) = 0, 72(7,) = 0 determinano le costanti, 
che risultano C, = — f, C, = fcetg al, C4= 0, C$= — Mz/a? sen als. Quindi le 
derivate ni ed nz diventano 


, , () al 
ni = af(ctg al, cos ar, + sen ar;), Na = Z(1 —_ A cos am) È 


La condizione di continuità (0) = 75(l2) fornisce la relazione 
af ctg al, = (0/a°)(1— al, etg al). 


Infine, l’equilibrio alla rotazione intorno a B dà Pf — Hl,=0, ossia 
af = 0l,; per cui tale relazione si trasforma nella condizione di stabilità 


(1539) eo Ta 
Fig. 1752. 

Nel caso in cui ], =, =, la (a) diventa tg al = 2al, che è soddisfatta da 
al= —1,16556. Quindi risulta P,, = 1,3585£E7/I2 = — 1,36EJ/l?. 


Esercizio 1975. — Idem, mediante la (1537) e le (1534). 
Soluzione. Il tratto 1, è incastrato elasticamente nel tratto 7, per cui vale 
la (1537). La prima delle (1534) dà per il tratto ly 


Ml, 


: 3EJ 
Pe = 3EJ f(als), da cui e - 


— lf(aly) 


Quindi la (1537) diventa 
al, tg al, = cl/EI = 3l,/la fi(als), 


e tenuto conto della prima delle (a) si giunge alla (1539). 


Esercizio 1976. — Idem, in modo approssimato. 

Soluzione. Se si trascura il fattore di amplificazione f,(al,) dovuto alla com. 
pressione P, per il tratto /, si ha g, = M1,/3EJ, da cui c = 3EJ/l,. Quindi la 
(1537) diventa 

al, tg al, = 3l;/ls , ossia tg al, = 3/al,. 


Nel caso in cui ], = 2, =, si ha altgal = 3, che è soddisfatta da al = 
= - 1,192. Quindi risulta P,, = 1,42£//l? (errore di 4,5%). 


Esercizio 1977. — Idem, col metodo energetico, assumendo la deformata re- 
lativa-a un carico P* agente in. A normalmente all’asse (fig. 1782). 
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Soluzione. Tenendo conto della rotazione gp. = M#1,/3EJ = P*1,1,/3EJ che si 
ha in C, l'equazione della linea elastica del tratto /, risulta (qui x, è misurata da 4) 


P*R(df _3%,,) __ (ti 32, ly na) 

Mm 3EJ (5 _ 2, * 1)+ Pdl — 2) = i58 a, tit, E 

(qui f non è la vera freccia, bensì è f= P*!î/3EJ). L’equazione della linea ela- 
stica del tratto 7,, soggetto in C alla coppia M?f = P*I,, risulta (qui x, è mi- 
surata da C) (es. 221) 

ln sì Ho, 


m= ana è 3)7! 583 


323 ci nes) 
Lu RI 


Se si usasse l’espressione di P,, ottenuta mediante il momento esterno (n. 817 d), 
si avrebbe nei due tratti M, = — P(f— 7), M..= — P(j—- no) + Hr, = — P(j- 
— na— fx3/l2); per cui gli integrali di W? sarebbero laboriosi. Usiamo perciò 
la (1498). 

Mediante le espressioni di 7, ed 73 si ottiene 


la 
| nada, = f? 


ò 


ih, 
su * 


4 
o {6 21 8 
‘2da, = fl — ni ii, A 
) edo (51, RO n)» 


L 

arr” 3 3 ss , 31 
[nia =f 7, | meda =f Fi. 
J 2 D Ù ii 


6 
Quindi, sostituendo nella (1498) e riducendo, si ottiene 


= EJ: — — tb o 
Po= EI 15 FIGLI SU E° 

Nel caso in cui 1, =, =! risulta P,, = (15/11)EJ/12? = 1,36362J/12. Poichè 
il valore esatto (es. 1974) è P,, = 1,3585 EJ/1?, l’errore è di 3,76/1000. 


Fsercizio 1978. — La trave dell’esercizio 1974 è incastrata in B 
(fig. 1783). 

Soluzione. a) In questo caso il momento nel tratto 2, è M, = Py:+ 
+M,—- Hr,. 

Si procede come nell'esercizio 1974, ponendo inoltre M,/EJ = Us 
e tenendo conto anche della condizione 73(0) = 0. L’equilibrio alla 
rotazione intorno a B dà Pf — Hl,+ M,=0, ossia a°f— 0l,+ u=0. 

La condizione d’instabilità risulta 


1__2_-2cosal,— al, sen al, 


15 = = 
(1540) tg al, sen al, — al, cos aly 


Nel caso in cui Z, = 2, =! la condizione diventa 3 sen 2a] — 2al cos 2al = 

= 4sen al, che è soddisfatta da al = — 1,252. Quindi risulta P,, = 1,57EJ/l?. 
b) Il calcolo approssimato come nell’esercizio 1976 dà al, tg al, = 41,/l,; e 

nel caso di /,.=/,=!, altgal=4, al= 1,265, P.,,=1,60EJ/l? (errore di 1,9%). 
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831. Le travi continue. 


a) Consideriamo una trave continua (fig. 395) di n + 1 campate lo; li; la; «la» 
vincolata con appoggi nelle estremità A e B e in n punti intermedi C,, C., ... Cs. 
In ogni campata possono essere diversi i valori di E, di J e della compressione 
P: nella campata 1, siano E,, J,, P,, aa = P,JEJ,. 

Oltre alle forze di compressione Py, P,, Pa, +... Pn, le campate possono essere 
soggette a carichi normali all’asse. Indichiamo con @o,z: Îo,, le rotazioni (posi- 
tive secondo la vecchia convenzione, n. 212) delle due estremità della campata 
l,, pensata indipendente dalle campate adiacenti, provocate da tali carichi e 
dalla compressione P,; rotazioni che sono date Ga espressioni del tipo delle (433), 
(436), (439). 

Indichiamo con M,, M,,... M,i momenti sugli appoggi Ci, C.,.. C, (posi. 
tivi come nella fig. 394, non come nella fig. 1775). 

La solidarietà angolare di due campate consecutive 1,_j ed 7, impone che sia 
(9o)r-1= (92) Esprimendo ©, e 9, mediante le (1534), questa condizione si 
trasforma nella seguente equazione dei tre momenti (18); 


si l,- 
(1541) 6E Cm [M,_3fo(0,-31,-1) + 20M ,f,(Ar-117-1)] + 


r—:L 


l, 
+ 6E,J, [2M.f,(a;1,) + M43f(a;1,)] = — (Bora + @Qo,r)- 


Se EJ è costante in tutte le campate, si ha 


(1541,) M,_3lr-afo(r-3lr-12) + 2M0,_ fa (Ar-37-2) + Uf(An)] + M4atrfs(0;1,) = 
lai 6EJ(Por-1+ dor) + 


Se sono dati i valori di Py, P,, Pi, ... Phei carichi normali all’asse, in que- 
ste equazioni sono incogniti soltanto i momenti M, che si ottengono risolvendo 
il sistema delle equazioni dei tre momenti. Quindi risulta determinato il regime 
statico dell'intera trave. 

b) Determiniamo invece la condizione d’instabilità, che risulta la stessa 
(n. 815) se, oltre alle compressioni P,, Pi, Pa, ».. Pn, agiscono o no anche i ca- 
richi trasversali. 

Nel primo caso l’instabilità va intesa nel senso che i momenti sugli appoggi 
diventano infiniti; e poichè le equazioni (1541) costituiscono un sistema non 
omogeneo (i termini noti sono le rotazioni a, © fo), ciò accade quando il deter- 
minante / dei coefficienti degli M è nullo. 

Nel secondo caso l’instabilità va intesa nel senso che i momenti M risultano 
diversi da zero, ossia che la trave s’inflette, anche in assenza dei carichi trasver- 
sali; e poichè in questo caso il sistema di equazioni è omogeneo (a, e f., sone 
nulle), ciò accade ancora quando 4 è nullo. 


(133) G. ALBENGA: Sulla trave continua inflessa e sollecitata assialmente, « Acc. delle Scienze», 
Torino, 1916. 

T.. CESARI-F. CoxroRTO-C. MINELLI: Travi continue inflcsse e sollecitate assialmente, « Luo. 
per le appl. del calcolo », N. 91, Roma, 1941. 
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La condizione d’instabilità è dunque in entrambi i casi 
(1542) 4=0. 


Questa equazione contiene le funzioni f, ed f, di ago, dl1; +. pls, 088Îa contiene 
le varie forze Pi, P., --- Pn; perciò può essere soddisfatta da infinite combina 
zioni di valori di queste. Se invece le forze stesse crescono proporzionalmente a 
dati valori iniziali, e in un istante qualunque valgono cPi, cP,, ... cP,, l’equa- 
zione (1542) contiene la sola variabile c e ne determina il valore c,,. Infine, se 
P è costante lungo l’intera trave, la (1542) determina il valore P.,. 

c) Se gli appoggi della trave continua sono cedevoli elasticamente, cioè se 
le loro reazioni C, sono proporzionali ai cedimenti ò,, si può usare un’equazione 
dei tre momenti più generale della (1541) (114). Oppure si può usare un procedi. 
mento-diretto, come negli esercizi 351, 1983. 


Esercizio 1979. — Studiare il caso dell’esercizio 360 mediante la (1541,). 
Soluzione. Si ha M,= M,=0, a,= a,= a. Quindi l'equazione dei tre 
momenti si riduce a 
2M Il, f(al,) + la f(al,)]=0. 


Affinchè possa essere I, +0, è necessario che sia 
lu f(al,) + laf;(al,)=0, ossia 1/al,—1/tgal,+1/all— 1/tgal,=0. 


È facile trasformare questa condizione nella (a) dell’esercizio 360. 


Esercizio 1990. — Trave continua di sezione costante, di tre campate lo, l1, la» 
compressa dalla forza P costante (fig. 1784 a). 
Soluzione. Si ba ag = 0a, = a, = a. Quindi 
le due equazioni dei tre momenti sono 
( 2M [lo Î.(alo) + l f(al,)] + My, fs(al,) =0 


I Ml fo(al,) + 2M,l j(Ad)+ ls f(al,)} = 0. Fig. 1784. 


Affinchò si possa avere M,+0, M,+0, è necessario che sia 4 = 0, ossia 


4[lo fado) + la fa(Al)][2, fa(Al,) + la f.(al,))— Hfi(al,) = 0. 


Noti il valori di ly, 11, 2, conviene porre 2, = kilo, la = Ezlo. Quindi si risolve 
l'equazione per tentativi, dando ad a diversi valori. Se c è il valore di al, che 
soddisfa, si ha P,, = @EJ/lî. 


Esercizio 1981. — Idem, nel caso in cui le campate estreme |, ed 7, siano uguali 
{fig. 1784 b,. 

Soluzione. a) In questo caso si ha M, = M,. Quindi conviene usare una sola 
equazione (1541): 


2M [lo f(alo) + 1 f(dl)]+ Mil, fi(al)=0. 


(314) V. il n. 20 del volume di S. TIMOSHENKO citato nella nota 30. 
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La condizione d’iustabilità risulta 


2lo f(ao) + 2a fi(al,) + l, fs(al,) = 0 dl 
che si riduce facilmente a |. 


(1543) 1 Li ip 


tg ali ali 


b) Ad es., se], = 2‘ = 22;, la (1543) diventa 1/tg al — 1/alh = t£ al, che 
è soddisfatta da al, = 2,2467. Quindi risulta P,, = 5,05EJ/l} = 20,19EJ/} > 
= 80,76EJ/L?, essendo L= 2 + I. 
Si trova lo stesso risultato quando 2, =, = L/2, ,,+>0. 
c) È facile riconoscere che, a parità di L = 21, +1,, la resistenza al ca- 
rico di punta è massima quando è = 2, = ly, nel qual caso P,, = 9x2£J]L* = 
= 88,83 EJ/I2. 


Esercizio 1982. — Studiare il caso dell’esercizio 360 col metodo energetico. 
Soluzione. a) Se l1,> l,, la campata l, tende a inflettersi prima della 7,; quindi 
la 1, frena la I, ed è trascinata dalla /, stessa. Perciò 
è ragionevole assumere come deformata di 7, quella 
relativa a un carico ad es. uniforme g* e alla coppia 
M% provocata da g* (fig. 1785), e come deformata di 1, 
quella provocata da M*. Le equazioni delle due linee 
Fig. 1785. elastiche risultano così (M*#= — q*78/8L, C=q*/48EJ L) 


m = (8/4) — 23), = ma = OBRL— ey — (AL — 8 + 2Lat]. 
Si ha pertanto 
= CRM) — 38), ni = CI8(2L— la) — 3I(AL— ls)e8 + 8Laî]; 


vi = — C(8/1,)62,, ns = — C[6I(4L — l2)o, — 24L98]; 
Uu 4 la 1 
J nido, = > CUM, | nido, = 33 0°(68L* — 84L1, + 2808) ; 
C) o , 
u 
Jntaa = 120,8, Pc ni3dx, = + 1 CHSCOGT? — 120L7, + 6022). 


Quindi, impiegando la (1498) (115) (116), si ottiene (£ = 12/l,) 


EJ 96 + 132% + 3642 


Po=7%% ‘33k+ 6844 5244 12° 


b) Se #= y/ll=1-1,5-2-3, risulta rispettivamente P,, = 11,55 - 6,09. 
3,77 - 1,86 - EJ/. I coefficienti esatti che si ottengono mediante la (a) dell’eser- 


(!!#) Naturalmente il numeratore della (1498) è la somma dei due integrali di ns e di n3'3, 
e il denominatore è la somma dei due integrali di ni e di n9°. 

(115) Se si impiegasse la (1499), il calcolo sarebbe” più laborioso; perchè .4, non è uguale a Pn, 
ma dipende anche dalle reazioni W (cfr. l’es. 360). 
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cizio 360 sono invece 9,87 - 5,89 - 3,72 - 1,83; per cui gli errori sono di 17,0 - 3,4 - 
1,3 - 1,6%. Se £X = 00, cioè se 7, +0, risulta P,, = 21,0 EJ/l7, mentre il va- 
lore esatto (es. 349) è P., = 20,19E//1$ (4,0%). 


Esercizio 1983. — Studiare la trave della fig. 1786 b), 
caricata di punta e ostacolata nella flessione da un 
vineolo elastico laterale in un punto C (1°). 


Soluzione. a) Consideriamo da prima la trave i n Hi b) 
soggetta alla compressione assiale P e a una forza Rit Li 
trasversale C (il cui valore sarà poi precisato) con- FALL 
tenuta nel piano della flessione, che si pensa già Fig. 1786. 


iniziata, e rivolta in modo da ostacolare la flessione stessa (fig. 1786 a). 
Le equazioni differenziali della linea elastica dei due tratti sono 


EJni =— Pn. + Oba,/l, EJns" = — Pa + Caxfl. 
Integrando e tenendo conto delle evidenti condizioni ai limiti, si ottiene (a*= P/EJ) 
C sen ab Ob C sen qa _ Ca 
= Pan gd Wet pp» Ma" — GP od gl © CAT pa 


La freccia f = 7. nel punto C risulta 


a) ge ILE 
e — aP\ al sen al ° 


b) Se la forza C è la reazione di un vincolo elastico esistente in C, il suo 
valore varia con la freccia f, e si può porre in generale (118) 


(b) C=cl(f- fo). 


Sostituendo nella (a) si ottiene un’equazione in f, dalla quale si ricava 


a 20 - ab sen aasen ab 


_ __\ dl _senal le 
(0) i FCE ab _ sen aa sen ab aP î 
al sen al ) 


Quando il denominatore della (c) si annulla, l’equilibrio non è più stabile, 
perchè la f può avere un valore non nullo anche se fa =0 (!!*), e diventa infinita 


(317) O. BELLUZZI: Contributo allo studio della stabilità dell'equilibrio di aste compresse, « Ano 
nali dei Lavori Pubblici », 1929, fase. 12°. In questa nota sono studiati e discussi anche altri casi 
analoghi. Inoltre il problema è considerato anche sotto l’aspetto energetico. 

(113) Il coefficiente c dipende dalla rigidezza del vincolo. 

-.Il termine /y può essere dovuto al fatto che il vincolo comincia a reagire soltanto dopo che 
la freccia 7 ha raggiunto il valore /y (ad es.; una molla che non tocca il punto C della trave, ma 
ne dista di fj). In tal caso la (b) vale soltanto se 7= fo. Oppure il vincolo può agire con una forza 
C che aiuta la flessione quando /< f e la ostacola quando 7> fo (se la molla viene tesa e colle- 
gata col punto C della trave quando questa è ancora rettilinea). In questo caso la (b) vale per 
ogni valore di }/. 

{(*) Se fj= 0 ecè dato, la (c) diventa f = 0/D, dove D varia al variare di a, ossia di P. La 
tè perciò costantemente nulla, e dovrebbe quindi, per ragioni di continuità, rimanere nulla an- 
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se fo+0. Perciò uguagliando a zero tale denominatore, si ricava P,, se è noto c, 
oppure sì ricava c,, se è dato P; e si ottiene 


aa è ab sen aa sen ab 
(d), (e) Pa = | == sei cc )» ab 


e 

ea ci CL = ca OE 

a al sen al 7 aa-ab sen aasen d° 
al sen al 


La (e) dà direttamente c,, quando è noto P. Invece la (d) si risolve per tentativi, 
perchè anche il secondo membro contiene P in a. 


Esercizio 1984. — Discutere i risultati dell'esercizio 1983 nel caso di a = >. 
Soluzione. a) Posto aa = ab = al/2 = y, la (d) o la (e) diventano (es. 351) 


mi y—tgy _ 16Pe 


P © a°d’ 
dove Pi = n°EJ/l? è il carico critico di Eulero. 
Noto il valore di c, si cerca per tentativi il valore di y che soddisfa la (f); 
quindi si ha P., = 4y?EJ/I?. 
b) È preferibile però ricavare c,, quando sia dato il valore di P. A tale 
scopo serve la (e), che nel nostro caso diventa 


(e1) tr= =. 


Se P< Px, si ha al<7ze risulta c.,< 0. Perciò l’equilibrio è stabile qualun- 
que sia il valore positivo, o anche nullo, di e. 

Se P= Px, si ha al=z e risulta e =0. Perciò se c>0, l’equilibrio è 
stabile. 

Se P> P:, si ha al>r. e risulta c.,> 0. Se c> c.,, l'equilibrio è stabile, e 
si ha {> fo se fr+0,f=0 se fo=0 (!?°). In particolare, se P = 9P;/4, si ha 
al= 37/2 e risulta c, = 62,4EJ/I3; se P= 4P:, si ha al=2ze risulta c,, = 
= 157,9EJ/R8. 

Se P=4P:, diventa possibile, qualunque sia il valore di e> 157,9£7/88, la 
flessione della trave secondo una sinusoide costituita da due semionde e avente 
un flesso in C. Perciò la reazione C non è più capace di mantenere la trave in 
equilibrio. 

Si riesce a far sopportare alla trave un carico P> 4P: soltanto se si impe- 
disce anche la rotazione della sezione in C. Però quando diventa al/2 = tg al/2, 
ossia al/2 = 4,4934, risulta c,, = 00, e il carico P raggiunge il massimo valore 


che quando diventa D «= 6. Ma il comportamento della trave è discontinuo, perchè essa si con- 
‘serva rettilinea finchè P non ha raggiunto un valore P.,, poi s’inflette bruscamente. E ciò avviene 
‘quando l’espressione (c) della f assume la forma indeterminata 0/0, ossia quando D si annulla. 

(33°) In questo caso la molla era disposta in modo che inizialmente sfiorava appena la trave: 
e risultando poi f = 0, essa non reagisce nemmeno quando si fa agire P. Tuttavia la sola presenza 
della molla consente alla trave di sopportare un carico P >P pz, in virtù della capacità di reagire 
che la molla possiede. Analogamente a quanto accade nella trave priva di vincoli laterali. la ui 
rigidezza, quando P <: Px, si oppone alla flessione per la sola capacità che ha di opporvisi, pur 
«esendo la trave ancora rettilinea, cioè nou aucora reagente alla fiessivne. 
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ammissibile P,,0, = 80,76EJ/1? (cioè uguale a 20,195 :(1/2)?, che è appunto il 
carico eritico (401) della mezza trave 7/2, articolata in A e incastrata in C). 
c) Se entrambe le molle, inizialmente inerti, sono solidali con la trave, una 
reagisce per compressione e una per trazione; per cui occorre 2c al posto di c. 
Se poi le due molle sono inizialmente in compressione (o in trazione) (in uguale 
misura), e se Co e do sono lo sforzo e la deformazione iniziali delle molle (la trave 
è ancora rettilinea), si ha Cj = cò. Quando avviene uno spostamento f, le rea- 
zioni delle due molle diventano 


Ci = c(Òdo+ f) Ca = cò — f). 
Quindi la loro reazion. complessiva (che prima era Co — Co = 0) diventa 
Ci C= 2ef, 


indipendente da ò, e da C, (invece di c si ha 2e perchè reagiscono entrambe 
le molle). 
Dal punto di vista energetico, il lavoro iniziale delle molle era 


C5Ò cò? A 
L=2.C=2: 3 = edi 


Dopo è 
L,+ L= 5(00+ +5 (do— N° = edi + oh, 


e la variazione vale 


2 
AL=p=2, 


come nel caso delle molle inizialmente inerti (ma con entrambe le molle solidali 
con la trave). 

Pertanto, lo sforzo iniziale delle molle non ha influenza, e valgono quindi gli 
stessi risultati (con 2c al posto di c, ma per il solo fatto che reagiscono entrambe 
le molle). 


832. Le travi immerse in un mezzo elastico. 


Talvolta la flessione di una trave caricata di punta è ostacolata da 
numerosi vincoli laterali elastici molto vicini tra loro, sì che nello studio 
si possono sostituire con un vincolo laterale continuo pressochè equiva- 
lente. Esso può anche essere effettivamente continuo, come nel caso di 
una trave immersa in un suolo elastico. I risultati che si trovano per questo 
caso si applicano ad es. nello studio delle rotaie, e forniscono anche un 
orientamento per lo studio della stabilità del corrente superiore com- 
presso dei ponti a travata non controventati superiormente (n. 837). 

a) Consideriamo dunque una trave di sezione costante, immersa 
in un mezzo elastico (come la trave che studiammo nel Cap. XIII, C), 
e caricata di punta (fig. 1787). Usiamo da prima il metodo energetico. 
In questo caso la fiessione della trave richiede non solo il lavoro L,, di 
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flessione, che ha l’espressione nota (n. 817 c), ma anche il lavoro Li, 
per deformare il mezzo circostante. Se f = Xb (n. 254 a) 
la reazione del mezzo sul tratto di trave lungo 1 cm quando 
= 1 cm, la reazione sul tratto dr che si sposta di 7 è $”de, 
e il lavoro di questa è (1/2)fndx- 7; quindi se f è costante 
si ha 
LI 


Li =16p/p de. 


O) 


Per quanto si è detto nel n. 817, l’equilibrio è indifferente se 


1 B 1 
I) nda = 3 | n''*do + 5] pda, 
0 o 
da cui 
EJ ? 3 
[an + p [opa 
(a) Py = ———-—_—_— 6 2 
| nda 


o 
Se le estremità della trave sono articolate (12?) e impedite di e 
lateralmente, si può assumere per n(r) la sinusoide n= e sen na/l (122) 
che soddisfa le condizioni di vincolo delle estremità, e il cui numero n 
di semionde è per ora indeterminato. Quindi gli integrali che figurano 
nella (a) risultano 


1 1 
1 na? me, 
= di 12 = e ae " 
frdo=ez; Ja da = e? DI > Ja da = e? DE 


per cui la (a) diventa 


nin l 
EI e +83 EJ RE 
(1544) pr — Eine E, 
2 


(331) Se il mezzo elastico circonda la trave da ogni parte, e se le cerniere alle estremità sono 
sferiche, la flessione avviene nel piano normale alla larghezza maggiore della sezione della trave, 
ossia nel piano corrispondente a Jm;n- Si potrebbe pensare che se il mezzo è molto rigido 
(K elevato). fosse più probabile la fiessione nel piano corrispondente a Imar: Perchè il mezzo 
presenta minore ostacolo alla minore larghezza della trave. Tuttavia la (1545) mostra che uel 
caso della sezione rettangolare di lati a e d (a < bd) il valore di P2; è proporzionale nei due «asi 
a ba? e ad a253, per cui è minore il primo valore (nota 129). 

(3) In generale si potrebbe assumere la serie r(r) = “c, sen niz/l, ma poi si troverebbe 
che P,, risulta minimo quando tutti i coefficienti cy sono nulli salvo uno (si veda il n. 21 del 
volume di S. TIMOSHENKO citato nella nota 30). 
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Se 4= l/n è la lunghezza di una semionda, la (1544) si può anche scrivere 


(1544,) Pa a n° i + BE . 
4 n° 


Osservando che il prodotto dei due termini della (1544) o della (1544,) 
è costante e uguale a BEY, si riconosce che la loro somma, ossia P.,, è 
minima quando essi sono uguali tra loro e alla radice VBEJ del loro 
prodotto (!3). Quindi si ottiene (1?!) 


(1545) P.=2VPEI. 


Dall’uguaglianza dei due termini suddetti si ricava la lunghezza della 
semionda naturale 


(1546) = 2e= VEST, e quindi n= (1/2) VBIET. 


b) Il valore di P,, dato dalla (1545) è il minimo possibile (1°) (nel caso 
delle estremità articolate, d), e si verifica quando la lunghezza 7 è un multiplo della 
semionda naturale 4, data dalla (1546); inoltre P,, è indipendente dalla lun- 
ghezza l della trave. Se invece / non è un multiplo di Z5, dovendo il numero » 
di semionde essere intero, la semionda risulta 7 Z,. Per conseguenza i due 
termini della (1544) o della (1544,) non possono essere uguali, e quindi P., ri- 
sulta un po’ maggiore del valore minimo (1545). Se l è compresa fra n, ed 
(n+ 1), la flessione avviene con » o con n 4 1 semionde secondo che P., 
dato dalla (1544) risulta minore per n o per n+ 1. 

Se 2 ha un valore particolare compreso fra n, ed (n + 1),, tale che la (1544) 
dia lo stesso valore di P., sia per n che per n+ 1, la flessione avviene indifferen- 
temente con n o con n + 1 semionde, e P,, subisce il massimo aumento rispetto 
al valore (1545). Ad es., la trave può inflettersi indifferentemente con una o con 
due semionde quando / è tale che P., risulti lo stesso per n = 1 0 per n = 2, ossia 
quando 


EI, BE _ o olI, PI 
127? + a” Bat a ; 


da cui A È 
1=v2nvEJ/B = 4,44 VEI[B= V2%o. 


4 
Perciò se 7< 4,44 VEJ/f, la trave s’inflette con una sola semionda. 


(333) Se EJ/12 è grande rispetto a {7?, il primo termine della (1544) risulta circa uguale al 
secondo termine per n piccolo; nel caso opposto, per n grande. In altri termini, se 31? è piccolo 
rispetto a £J//12, cioè se il mezzo elastico reagisce poco e la stabilità è affidata prevalentemente 
alla rigidezza della trave, P,, risulta minimo per » piccolo, in armonia col n. 275 c); e se p=0, 
rimane il primo termine della (1544), che coincide con la (396), perchè diventa minimo per n = 1. 
Se invece EJ/1? è piccolo rispetto a 72, cioè se la stabilità è affidata prevalentemente alla rigi- 
dezza del mezzo, P,, risulta minimo per n grande. Perciò, contrariamente al caso di Eulero, qui 
l’instabilità si manifesta di solito con più di una semionda. 

(1) Se B= 0, non si ha P,,= 0 come risulterebbe dalla (1545), bensì P,, = 1°E//1?, perchè 
la (1545) vale soltanto se è soddisfatta la condizione (discussa in d) che / sia uguale a 9 0 a un 
multiplo di %g. Se invece EJ = 0, si ha P.-= 0. a 

(15) 0. BELLUZZI: Sulla stabilità dei tubi a parete sottile compressi uniformemente secondo 
l’asse, «Mem. Acè. Scienze », Bologna. 1945-46; « Strutture », 1947, n. 1. da "ni 


Qui ..g e 4, lunghezze della semionda, non vanno confusi con la snellezza è = lo/Omen 
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In modo analogo, si trova che se 


l=Vn(n+ 1) a VET] = vVmn+ 1)à0, 


la flessione avviene indifferentemente con n 0 con n + 1 semionde, lunghe rispet- 
tivamente 


V(n+1):nZo o Vn:(n+ 1) o. 


In tal caso il valore di P,,, che si ottiene sostituendo l’espressione di / nella (1544), 
subisce il massimo aumento rispetto al valore (1545), e risulta 


Poor =[1+1 12n(n + 1)]}Per min * 


Se n= 1, ossia se 1= V/24,, si ha P., = 1,25 Por min. Se n= 2, ossia se 
1= V6k, si ha P,- = 1,083 Pi; min LO scostamento di P,, da P.; min è tanto 
minore quanto maggiore è n, ossia Z. Per n = 10, ossia per 7 = /110%,, si ha 
P., = 1,005 P.; min Ciò è in armonia col fatto che per 1= co l'instabilità si 
manifesta con la semionda naturale 7y. 

c) Studiamo ora il problema mediante l’equazione della linea elastica. In 
una sezione generica si ha un momento flettente Py dovuto al carico Pe un mo- 
mento — M, dovuto alla reazione {7}; per cui M = Py — M. Quindi l’equa- 
zione (233,) diventa 

EJn'=—-Pn+ Mo. 


Derivando due volte e tenendo conto della (222) (M''=—gq= — fn), si ottiene 
l'equazione del quarto ordine 
EJ]v =— Py" — fn; 
ossia, posto P/EJ = af, B/EI = y, 
(b) p+ an'+ yn=0. 
Se la trave è nella condizione di vincolo considerata in a), la soluzione si può 


scrivere 
n= csen ex, da cui n 


” 


= — ce? sen 82, ny = cet sen er; 


quindi, sostituendo nella (b) e sopprimendo il fattore c sen ex, risulta la condi. 
zione (equazione caratteristica) 


e‘— a?e°+ y = 0, che ha le due radici positive £= V a2 +Vat/4—-y. 


Il minimo valore di a, e quindi anche di P.,, è quello per il quale e è ancora 
reale: 
atft-y=0, min a=2Vy=2VB/EJ, P/EJ=2Vf/EJ, 


da cui 
Por min = 2EJ VBIEI = 2 VBEI . 


In questo caso risulta &, = Va?/2 = vVy; quindi la lunghezza d’onda naturale 


À, è determinata dalla condizione e0À, = 7, da cui À, = 7/0 = a/VY = n EJ/B. 
Questi risultati si verificano se l è un multiplo di 4g. 
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Se invece 7 non è multiplo di Z,, esistono due lunghezze d’onda %, maggiore 
e 7, minore di Z,, tali che Z,=l:n, Z44=1:(n+ 1), cui corrispondono e, = 
= a/i,; &,= 1/4, e quindi quattro valori ai, ai’; 03, az”. Il minore a reale 
determina P.,, = 0*EJ. 

Si tralascia ogni ulteriore discussione dei risultati. 

d) Lo studio è più complesso quando le estremità della trave sono libere 
non solo di ruotare ma anche di spostarsi trasversalmente. Anche questo caso si 
può studiare col metodo energetico, oppure integrando l’equazione (b) in con- 
dizioni più generali (125). Il risultato più importante al quale si giunge è che il 
carico critico è notevolmente minore del valore (1545) che si ha nel caso delle 
estremità impedite di spostarsi, ed è mediamente la metà di quello: 


(1547) P, = men/BBi 


(se la trave non è molto lunga); e può anche essere assai minore quando ! < Zoe 
e) Il caso dei pilastri aventi un tratto inferiore interrato e caricati di punta 
alla sommità libera (fig. 1788) si può studiare in modo molto sem- 
plice (12°) usando la (1537), e determinando il coefficiente c dell’incastro ___P 
elastico alla base mediante la (360). In tal modo si trascura l’influenza 
del carico di punta della parte interrata sulla rotazione @ nel punto 
B in cui essa affiora dal terreno (analogamente a ciò che si è fatto 
nell’esercizio 1976), ma l’errore che si commette è di solito molto 
piccolo. 

Ad es., nel caso in cui sia consentito lo spostamento trasversale 
nel punto B, dalla (360) si ricava il momento e corrispondente a g= 1], 
che risulta c = gEJ (18). Quindi la condizione d’instabilità (1537) 
diventa 
(1548) altg al=0ol. 


In modo poco diverso si studiano anche altri casi analoghi (1?°). rie. 1788. 


Esercizio 1985. — Barra di ferro avente la sezione di 3 x 4 cm, immersa in 
un terreno elastico avente E = 2 kg/cm8 e articolata alle estremità. 
Soluzione. Si ha J= 9 cmî, f=2-4= 8 kg/em?. Quindi risulta (1545) 


P,,= 282,1 - 109-9 = 24590 kg. (0,, = 2049 kg/emq< 0.) 


di, —_T_e= 
La semionda naturale (1546) è Z° = 72,1 - 10° - 9/8 = 123 em, per cui il 
P., trovato vale se l è multiplo di 123 em. 


Esercizio 1986. — Idem, di legno della stessa sezione; K = 1 kg/em?. 
Soluzione. In questo caso risulta (E = 10% kg/emq) 


f= 4 kg/cm?, P.r = 3795 kg, Ao = 68 em. 


(1%) E. CHWALLA: Die Stabilitàt eines elastisch gebetteten Druckstabes, « Zs. f. angew. Math. 
u. Mech. », 1927, pagg. 276-284. - 

(1°) O. BELLUZZI: Calcolo semplificato dei pilastri parzialmente interrati e caricati di punta, 
«Cornale del Genio Civile», 1950, fasc. 11°; «Ingegneri-Architetti-Costruttori», Bologna, 1950, n. 8. 

(*%) Si indica con 0 anzichè con a la caratteristica /8/4EJ (v. la (6) del n. 254), per non 
confouderla con a= VPIEJ. 
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Esercizio 1987. — Una barra di ferro avente la sezione di 1x 3 em, lunga 
1=2 m, è immersa in un terreno elastico avente K = 5 kg/cm? ed è articolata 
alle estremità. 

Soluzione. Si ha J = 0,25 cm*, f = 5-3 = 15 kg/em?, La semionda natu- 
rale risulta 7, = 43 cm. Se 7 fosse multiplo di 43 cm, si avrebbe P., = Per min = 
= 5612 kg. 

Non essendo 7 = 200 em multiplo di 43 em, calcoliamo i valori di P,, corri- 
spondenti a n = 4, /= 50 cmean= 5, X= 40 cm. Usando ad es. la (1544) 
(o la (1544,)) si ottiene 


2,1-108-0,25, 15 - 2002 


Pora = #78 — = 2073 + 3799 = 5872 kg, 


200? °° 478 
pae 2:1 * 109 -0,25 , 15- 200? na 
Pos= BG + pag = 8238+ 2432 = 5670 kg. 


Perciò l'instabilità si manifesta con 5 semionde, perchè richiede P,, minore. 

Se fosse 7 = V4- 543 = 192 em, P., si scosterebbe da P., min fino a diven- 
tare P.,=[1+1:2-4-5]5612 = 5752 kg, e si avrebbero indifferentemente 4 
o 5 semionde lunghe 48 o 38 em (n. 832 bd). 

La stessa barra lunga 2 m non immersa nel terreno s’inflette con una sola 
semionda e sotto il carico P, di soli 129,5 kg. 


Esercizio 1988. — Per quale aumento di temperatura si raggiunge l’instabi- 
lità nella barra dell'esercizio precedente, supposta molto lunga e impedita di 
allungarsi. 

Soluzione. Essendo 1 molto grande, l'instabilità si manifesta circa con la se- 
mionda naturale, e si ha P.,, = 5612 kg, 0, = 1871 kg/emq. 

Perciò si ha 


o = Ea;At = 1871 kg/emq, da cui At = 1871/2,1 ‘ 106 - 0,000012 = 740, 


Esercizio 1988. — Determinare P,, nel caso di una barra prismatica rigida 
lunga !, immersa in un mezzo elastico molto deformabile, non vincolata alle 
estremità e compressa mediante due forze assiali P. 

Soluzione. a) La barra non può che ruotare (naturalmente nel piano nor- 
male alla minore dimensione della sezione (!2°), perchè 
il mezzo presenta minore ostacolo) come mostra la 
fig. 1789. Se gp è la rotazione, piccolissima, le forze P 
costituiscono una coppia di momento esterno 


Fig. 1789. M,=P-ql. 


Il valore massimo della reazione del mezzo, per unità di lunghezza della barra, 


è Bl/2. Quindi il momento interno -della coppia costituita dalle reazioni del 
mezzo risulta 


M; = (1/2)(89l/2)1/221/3) = fgln12. 


(**) In questo caso non vale ciò che si è detto nella nota 121, perchè la rigidezza FJ della 


barra non è in gioco. La stessa cosa accade quando la lunghezza / sia notevolmente minore di 
o, perchè la trave si comporta quasi come se fosse rigida. ” 
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Dall’uguaglianza dei due momenti 
(e) Pl = Bpl/12 si ricava Px = Bl/12. 
b) Usiamo invece il metodo energetico. Il lavoro esterno delle forze P è 
L,= 2P(1/2\1— cos g) = — Plg/2. 
Il lavoro interno del mezzo vale 


i} 
i Berx2dx __ Be 


2 24 


“deg 
L= 2 | pudx = 2 | 
JI 2 
i) o 
Dall’uguaglianza L, = I; si ricava ancora P,, = f??/12. 
c) Si abbia una barra di ferro lunga / = 1,50 m, di sezione quadrata di 
5 em di lato, e sia XK = 0,5 kg/em?, #=0,5-5= 2,5 kg/cm?. Supposto che la 
barra si comporti come rigida, cioè che valga la (e), si ha (19°) 


P,,= 2,5 - 150°/12 = 4687 kg. 


Esercizio 1990. — Una barra di ferro avente la sezione di 5 x 5 cm è infissa 
verticalinente per una lunghezza considerevole in un terreno avente K = 2 kg/emî, 
e sporge per una lunghezza 7 = 3 m. Calcolare P.,. 

Soluzione. Si ha J = 52,1 emi, f =2-5= 10 kg/em?, o = 0,0123 em*. 
Quindi la (1548) Giventa 


altg al = 0,0123 - 300 = 3,69, 
ed è soddisfatta da al = — 1,245. Si ha così a = 1,245/300 = 0,00415 e 
P,, = a2EJ = 0,00415? - 2,1 - 10° - 52,1 = 1884 kg. 


833. Le travi di sezione variabile. 


In una trave che s’infletta per carico di punta il momento flettente è 
nullo alle estremità e massimo nel centro, se le estremità sono articolate; 
è nullo all’estremità libera e massimo all’incastro, nel caso della fig. 1756. 
Perciò può convenire di far variare anche J, in modo che sia massimo 
dove M è massimo e minore dove M è piccolo. 

Quando la sezione è variabile, J = J(x) è funzione di x; quindi l’equa- 
zione differenziale (1494) EJn" = — Py della linea elastica risulta del 
tipo pn! + enf(c) = 0, e raramente si può esprimere il suo integrale me- 


(1) La lunghezza d’onda naturale (1546) è è, = 255,5 cm > [. Perciò la (1544) calcolata per 
n= 1 dì P,, = 53692 kg. 

La (1545), che varrebbe se / fosse ugiale a %, o a un suo multiplo e se le escremità della 
barra fossero impedite di spostarsi lateralmente, dì P,, = 33080 kg. Essendo invece libera, /°., 
dev'essere circa la metà (n. 832 d}, anzi minore, dato il piccolo valore di /. 

Poichè il valore trovato per P;, è miuore di tutti questi valori, l'ipotesi del com portamento 
rigi.10 corrisponde alla realtà. 
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diante funzioni elementari. Si è costretti perciò e integrare l’equazione 
mediante le funzioni di tipo più elevato che si rendono necessarie caso 
per caso, oppure a servirsi del metodo energetico, col 
P| quale si può conseguire una buona approssimazione sia 
introducendo dei coefficienti indeterminati (n. 818), sia 
x usando un procedimento di successive approssimazioni 
2 (nn. 821 c, 822 b, 823). 
a) Dopo quanto si è detto nei nn. 817-820, il me- 
todo energetico non richiede ulteriori chiarimenti. Indi- 
b) chiamo tuttavia alcune espressioni abbreviate, che richie- 
dono il calcolo di un solo integrale (1), anzichè di due 
come le (1498,). (1499,). 
Considerando da prima la trave articolata alle estremità (fig. 1790 a), 
se assumiamo per n(x) la parabola 


a 


Si 


nn" 


n= C(la—- 22), da cui y=C(1—- 2a), yp'=_—20, 
oppure la sinusoide 


ITL 


l 


si ha nei due casi 


n ITA Uri Ta 
l 


n= Csent, da cui yp'=C cos TT n =_-l7G senT; 


1 B Li n? 
[n*do= *-=, [nda = 05-37. 
l) o i 


Quindi la (1498) e la (1499,) si riducono rispettivamente alle 


, g LE È. EE. *(lx — 02 
(1549), (1549) Pir = è J(a)dx ’ Py = 3 # / Ia de 5 
i sen 
E a 2r?E | nI E. ( I 
(1550), (1550) Pe =. pr J J(2) sen* 7 da , Pa = SI :) “Te da , 


Considerando invece la trave libera a un’estremità e incastrata al- 
l’altra (fig. 1790 b), se assumiamo per n(c) la parabola o la sinusoide 


y= C(Ma— 22), y= senz, 


la (1798,) e la (1799,) si riducono rispettivamente alle 


4ER *(0 — 22 
: | ) 


3 da i 


i _ SE | 
(1551), (15511) P.,= 7] J(e)da . P= 


(1) O. BeLLUZZI: Contributo allo studio delle travi caricate di punta, « Giornale del Genio 
Civile », 1950, fasc. 20, - 
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NE 

2__ 
SUI mE (È nr RE SD 37 
(1552), (1552,) Pa= J J(7) sen? 37 da, Pa="g7 i, + da ; 


(1) 


Si preferiranno le une o le altre espressioni secondo che, data la legge 
di variazione J(x), si ritiene che la deformata vera sia più prossima alla 
parabola (che ha la curvatura praticamente costante), oppure alla sinu- 
soide (che ha la curvatura variabile). 

Inoltre sono più approssimate le seconde espressioni, perchè prove- 
nienti dalla (1799), che è più approssimata della (1798,). 

Infine, la scelta dell’espressione da impiegare può essere suggerita 
dalla maggiore o minore facilità d’integrazione, dipendentemente dal 
tipo della funzione J(x). 

La (1551,) dà buoni risultati per le travi costituite da più tratti pri- 
smatici (es. 1995-1998). 

b) Talvolta riesce utile il seguente metodo inverso (182), che dà solu- 
zioni esatte. 

Dalla (1994) si ricava 


(1553) E na 


Quindi si sceglie una funzione 7(r) qualsiasi (che soddisfi però le condi- 
zioni alle estremità), se ne calcola la derivata 7’'(@), si sostituiscono nella 
(1553) e si ottiene la funzione J(r) che ammette come deformata insta- 
bile la 7(x) che si è scelta e come P., il valore desiderato di P che si intro- 
duce nella (1553) stessa. 

Se invece si utilizza la (1553) per determinare soltanto la forma f(x) 
della funzione /J(x), lasciandone indeterminati i veri valori, cioè se si 
assume J(2) = Jo * f() dove J, è il valore (che si stabilirà caso per caso) 
di J per un particolare valore di x, il carico critico è dato poi dall’espres- 
sione 


(1554) Pra pi 


che risulta indipendente da 4. 

Questo metodo dà risultati esatti ed evita l’integrazione della (1494). 
Tuttavia in pratica conduce raramente a una legge di variazione J (2) 
prossima a quella che si vuole assumere. Si potrebbe pensare di ricavare 
una volta per sempre una serie di funzioni (x) diverse, partendo da 
varie funzioni 7(x), e di dedurre i corrispondenti valori di Pa; per sce- 
gliere poi, caso per caso, quel risultato che si avvicina di più alla J (©) 
che si vuole usare. Ma bastano pochi tentativi per riconoscere che nella 


(13) J. PRESCOTT, n. 90 del volume citato nella nota 58. 
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maggior parte dei casi, se non si è fortunati nella scelta delle funzioni 
n(), si giunge a delle funzioni J(x) non convenienti oppure impossibili 
(es. 2005-2008 e nota 143). 


ce) I casi che si possono studiare integrando l’equazione 
differenziale della linea elastica non sono molti. Ci limitiamo 
a considerare quello in cui (x) varia secondo la, legge 
(fig. 1791) (183) 
(a) J=J,-9"/I". 


Si ha M=— P({-—n)=— Py, per cui l'equazione differen- 
ziale risulta 


n" = — M/EJ = Py/EJ. 
Sostituendo 7" con — y” si ha Fig. 1791 
gu=-Pu__ Py ___Plry 
EJ EJ 0"/L" EJ, o 
ossia 
Y PI» 
(Db) pref (p= A 


L’integrazione di questa equazione si effettua mediante le funzioni di Bes- 
sel (154), che per alcuni valori di » si riducono a funzioni elementari. Ciò accade 
ad es. per n = 2; 0-4; 4/3 - 8/3; 8/5 - 12/5; 12/7 - 16/7; ecc. 

Per n= 0 (8 = a) si ha il caso di Eulero: y = (1; sen ar+ 0, cos ax. 

Per n = 4 (trave conica o piramidale) si ha 


(0) y'=— Bey, y=%(C,sen B/2+ O,cos fifa), (8°= PI4EJ;) 


come si verifica facilmente. 
s1_- 
Per n = 4/3 si ha (8° = PVI4/EJ,) 


8 


(d) g= 7/0. 0(**— cose) + Ox{sen e + È 2]. dove = 36Va. 


s_ —_ uu 
Per n = 8/3, nell’espressione di y si ha 2? invece di IVZA mentre 2 = 38/V2. 
Per n= 2 si ha (82 = PI?/EJ,) 


(e) y= v£[C,sen(ylogz/l)+ C, cos (y log x/l)], dove ye= B?— 1/4. 


Delle tre condizioni agli estremi (y= 0 per x=L—l, y=fey'=0 per 
x = L), due servono per determinare le costanti C,, C, e la terza per ottenere 
l'equazione d’instabilità (es. 1999). 


(153) Per altre leggi J(7) si vedano i volumi di J. RATZERSDORFER (nota 98), n. 33: S. Trmo- 
@&HENKO (nota 80), n. 25. 

(3) Una buona trattazione delle funzioni di Bessel, con intenti prevalentemerte pratici, si 
trova nel volume di N. W. MCLACHLAN: Bessel functions for engineers, Oxford, University press, 
1941. 


ARMINIA ELA ATTIVITA 
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Per certi valori di n può anche essere 7 = L, ossia la trave può anche termi- 


“nare a punta; per altri valori dev'essere /< L, ossia la trave dev'essere spun- 
‘tata, alwimenti risulta P., = 0. 


Nel caso in cui sia 7 = L si trova (1%) 


n=1/2 P.,,=1,959EJ,/l?, 
n=1 P.,,= 1,4462.J,/l2, (cfr. gli es. 1936, 1939 b) 
n=2 P.,= 0,250EJ,/l?. 


Per n= 3 e pern=4si trova P,,=0 (199). 

d) Se la trave è articolata alle estremità e le sezioni variano in modo sim- 
metrico rispetto al punto di mezzo, seguendo in ciascuna metà la legge suddetta, 
valgono gli stessi risultati della trave a mensola ponendo per l metà della lun- 
ghezza, oppure l’intera lunghezza ma col coefficiente numerico quadruplicato. 

e) Valutiamo ora il risparmio di materiale che si realizza, a parità di P.,, 
usando una trave di sezione variabile (P.,, = a?EJ,/l2, J, momento massimo) 
invece di una trave prismatica (Ps = 22EJ./I°, J, costante). 

Dall’uguaglianza P., = Pr, ossia 
2 LI 


tano» = 2 e j al Fr 
a E = ai si deduce T= Gi 


Se le sezioni variabili sono omotetiche tra loro e con la sezione A, costante, 
si ha A4,/A4,= VJ1/J,= r/a. Quindi, se il volume è V = KA (con k< 1), ri. 
sulta 
(1555) V/V.= kA:;JAs= kafa. 


Invece a parità di volume (V=V,., ossia KA, = A4;) l'aumento di P,, è defi- 
nito da (1?) 
(1556) P..JP: = a2J,/J2IJ,= a? . 


Se varia soltanto la larghezza b della sezione, si ha 4,/4, = JJ, = n/a. 
Quindi risulta (per P., = Pa 0 perV=V.) 


(1557), (1558) V/V,= k4,/4A,= ka], P.,/Pe= a2JJr8J,= ank. 
Se varia soltanto lo spessore %, si ha 4/4, = xt IVZITA e quindi 


(1559), (1560) V/V,= kV], P/P2 = 8/8. 


(13) J. RATZERSDORFER (citato nella nota 98), pagg. 93-94. 

(2) Quando n è elevato, J diventa infinitesimo di ordine elevato per x = 0, e perciò in tale 
punto la curvatura risulterebbe infinita. 

HI fatto che per 2 = 0 sia 4=0, e quindi c= P/A4 =, non interessa, perchè nello stu- 
dio in questione la possibilità dello schiacciamento non viene considerata. D'altra parte basta 
una piccola deformazione permanente locale per far assumere ad A un valore finito. 

(397) Se invece si cercasse il rapporto P Pa essendo P,. quello della trave prismatica avente 
A;= 4;, si troverebbe P,/P,, = x°/a?, che è maggiore di - 22k?/a? che si ricava dalla (1556). Ma 
questo confronto non è significativo, perchè si aumenta il volume, nel qual caso P,, aumenta 
(di solito) più rapidamente di V. 
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Esercizio 1991. — Determinare P., per una trave articolata alle estremità e 
avente / variabile secondo la legge J = J, sen w2/1 (J 1 Valore massimo nel mezzo). 
Soluzione. a) Se si usa la (1549), si ottiene 


L4 
nr 12EJ, 2 24 EJ, . 
Pata Ia f sen pae = SE = I _ 1,099 


EJ, 
E 


Se si usa la (1549,) e si calcola l’integrale mediante la (1511), si ottiene 


1 
F 


_EB.1 (l@e-f? EP), e oa 
Pe=G'7 I 2 = 3710.048747 = 7,620 Tru 
0 sen I 


La piccola differenza dei due risultati assicura (n. 820) che la parabola è una 
curva prossima a quella vera (!). Quindi si può ritenere che sia P,, = 7,62EJ,/I?. 
b) Se invece si usano le (1550), (1550,), si ottiene rispettivamente 


Pxr= 8,3878EJ,/f, P,=71,152EJ,f2. 


I due risultati sono notevolmente diversi tra loro, ciò che denota che la si- 
nusoide è discosta dalla vera linea elastica. Inoltre essi sono meno attendibili 
di quelli trovati in a) anche perchè sono notevolmente maggiori (n. 818 a). 


Esercizio 1992. — Idem, nel caso di J= J, sen? 7x/l (189). 
Soluzione. Le (1549), (1549,) danno 


P. = 6EJ/I2, Po = 4,502EJ;/1?. 
Le (1550), (1550,) danno 
P.r= 7,402EJ,/I, P.r = 4,935EJ,/13. 


Per quanto si è detto nel n. 820 e nell’esercizio precedente, si riconosce che 
la parabola differisce meno della sinusoide dalla curva vera incognita. Tuttavia, 
essendo ancora 4,502 molto diverso da 6, il valore vero di P., sarà certamente 
alquanto minore di 4,5E7,/12 (14°). 


(18) Infatti, M, = Pn varia secondo le ordinate della parabola, che differisce poco dalla 
sinusoide, e J varia secondo la sinusoide; per cui n°" = — Pn/ZJ risulta circa costante, ciò che 
si verifica appunto nella parabola di piccole ordinate. 

Se invece si assume per n una sinusoide, n’ = — Pn/EJ risulta costante, ciò che non ac» 
cade nella sinusoide. 

Affinchè i due ragionamenti non sembrino in contraddizione, si ricordi che la P 
parabola e la sinusoide differiscono poco nelle ordinate n e differiscono notevolmente 
nelle n’ (nota 41). 

(1) Questa variazione di /(r) è all’incirca quella che si ha in certi piloni a tra- 


liccio, costituiti da quattro ferri angolari opportunamente collegati tra loro, e aventi I 

un profilo lenticolare (fig. 1792), cioè la larghezza è variabile secondo la legge d = di 

sen 12/1. Si veda anche l’esercizio 1902. | 
Il procedimento seguito non tiene conto della deformazione delle aste del tra- 


Hccio (n. 838). ra 
(1*) Questo esempio avverte che talvolta il metodo energetico, usato in prima i_]j 

approssimazione, può dare risultati poco attendibili. Questo inconveniente si verifica 

Spesso quando il momento d’inerzia si annulla nell’estremità soggetta al carico. Lig. 1792. 
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Esercizio 1993. - Trovare una soluzione più approssimata per il caso del. 
l'esercizio 1992. 
Soluzione. Se assumiamo l’espressione (c indeterminato) 
n= sen 72/l+ c sen 3az/l, 
si trova facilmente 
RI 1 1 n 
J Lia dex = (1+ 2e+ 3e?) Te [ n'taa =(1+ 9) 7° 
0 (o) 


Quindi, sostituendo nella (1499,), si ottiene 


P 


e=1p 204 3d 2° P 
Procedendo ad es. come nell'esercizio 1930 e ponendo 2P?°/72EJ, = k, si 
ricava l'equazione 


(£— 1) + 2ke+ (8£— 9)et=0, da cui 2%°—124+9=0. 


La minore delle due radici è #=3— 1,5-/2 = 0,8787. E pertanto risulta 


mi EI, _ EJ, 
gal = 48365. 


Par = 0,8787 — 


Esercizio 1994. - Determinare P., per le travi di uniforme resistenza a com. 
pressione (n. 113). 

Soluzione. La legge di variazione della sezione è (100) A = A4ye?*/. Se le se- 
zioni sono rettangolari di altezza costante e si varia solo la larghezza, si ha J = 
= JI; se invece le sezioni sono omotetiche tra loro, si ha J = J,e#/*. In 
ngni caso si può porre J = Joe. 

a) Se si usa la (1551) si ottiene 

1 

To | ssd = è =* 


o) 


3E 
® 


— 1.EJ 

Por = “dad RR n" 

Per cl = 1 e per cl= 0,5 si ottiene P., = 5,15£7,/1? e P., = 3,89EJ/03. 
b) Se si usa la (1552) si ottiene 


n°E 


Per = 233 


To Je sen? TE da 


a n° (e a+ 30P Bh 
2" 4724 cl?) d) 


nel LISI 


Per ct = 1 e per cd =0,5 si ottiene P,,= 5,08EJ;/l? e P. = 3,83EJ/13. 
Quindi la vera deformata è più prossima alla sinusoide che alla parabola (14), 


Esercizio 1995. — Trave costituita da due tratti prismatici lunghi ,,/=l = 
= 1/2, aventi Jj, = 0,5/, e Ja (fig. 1793 a). 


(341) In questo calcolo non si tiene conto dell’infiuenza del peso proprio, che in una trave 
di uniforme resistenza non è affatto trascurabile rispetto a P. 
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Soluzione. L’integrale che figura nella (1551,) diventa 


1/2 Li 


1 _ 110437, 0,4229075 ta 
9 2 D) 2)2 3 di: ka, 
Ti. | (2a — x°)Pdr + IS 2a — r°)?dx 0,57, + J, = OR 


Sostituendo nella (1551,) si ottiene Da = 2,071EJ,N?. 

Il calcolo è più rapido se si usa la (1551); tuttavia il risultato P., = 2 ,250EJ,/13 
è assai meno approssimato. La (1552,) dà P,, = 2,088EJ,/l?. 

La soluzione esatta è determinata dall’equazione d’instabilità (la (a) del. 
l'es. 353) tg al/2-tg V2al/2= V2 (essendo a = P/EJ,), che è soddisfatta da 
al/2 = 0,719; per cui P,, = 2,068EJ,/1?. 


Esercizio 1996. — Idem, nel caso di Z, = 0,42, 2, = 0,61, 
J,= 0,47, (fig. 1793 Db). 

Soluzione. Con lo stesso procedimento, la (1551,) dà P.r = 
= 2,13027,/02. 

La soluzione esatta (es. 353) è P.,, = 2,128EJ,/1?. 


Esercizio 1997. — Trave costituita da quattro tratti pri- 
smatici lunghi 2/4 (fig. 1553 ce), aventi J, = J/4, J, = 24/4, 
Js= 3J/4, J= JT. 


Fig. 1793. . 
Soluzione. L’integrale che figura nella (1551,) diventa 
4 ua 4 2u/4 4 31/4 LI 
— — 22)2 DI —_ r2\2d: presa —_ 22), ci 2 
7 | (20 sie # Leni a9fdr + 2 | (2a — 2°)Pda+ TA Lan 2°)dx = 
0 ua 21/4 31/4 


lA 1433 , 2813 , 3683) _ 6811 È 
— \3840' 7680 | 11520 © 15360! 7 — 9216 7° 


Quindi, sostituendo nella (1551,), si ottiene P,, = 1,804£7/1?. 


Esercizio 1998. — Trave articolata alle estremità, costituita da due tratti 
estremi lunghi 7/4 aventi /, = 0,57, e da un tratto centrale lungo 2/2 avente 
Ji=4J. 

Soluzione. Ricordando il risultato dell’esercizio 1995, si ha 


P.,,=4-2,068EJ/12 = 8,272EJ/l8. 


Esercizio 1999. — Studiare il caso di n = 4 (n. 833 c). 
Soluzione. Per la (c) si ha 


x 


= 50, sen E, 0,008 È), y'= Gleon È — È cos b)4 Cx(cos È + È sen a) 


Dalla condizione y = 0 per £=-lp sì ricava C, = — C; tg #/l. La condizione 
y=} per x = L consentirebbe di esprimere C, in funzione di f. Infine, la con- 
dizione y' = 0 per x = L diventa 


0:(sen È —_ 4 cost) <6, te È (cos B + È sen È) =0, 


L. h : L 
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da cui risulta l’equazione d’instabilità 
el _ sen B/L— (B/L) cos B/L 
ll cos B/L+ (8/L) sen 8/L° 
Per n= 4 si ha f = vP/EJ,L*= aL?, da cui 8/L= aL. Indicando aL 
con a' ed L/L con k, tale equazione si può scrivere 


a' sena'— a' cos a' 


k 7 cosa + a' sen a'° 


(1561) tg 


Esercizio 2000. — Idem; determinare P., nel caso di L = 21 (Jo/J: = 1/16). 
Soluzione. Si ba k= h/L=1/L= 0,5. Quindi la (1561) diventa 
ie 2a = sen a = e LA , 
cos a'+ a' sen a 


che è soddisfatta da a' = — 2,02. 
Si ha così aL = 2,02, da cui 


EJ EJ 
Pr = 2,02? x = 1,02 Pa s 
Esercizio 2001. — Studiare lo stesso problema col metodo energetico. 


Soluzione. a) Assumiamo come deformata arbitraria la parabola (e’ misurata 
da A, fig. 1791) y= (j/l°) (2lo'— x'?). Se f* è la freccia della parabola prolun- 
gata fino in O, si ha j/l2 = {*/L?. Sostituendo inoltre x’ con a — ly, l'equazione 
diventa 


f* 9 L 72 Ù Î 9 ” _2f* 
= qa (2Lo — — 21h, + 83)» y=F L—- 2a) pres 
Con l’espressione J = J,x'/L4 si ottiene 
L 
e 4j*2J, 15 — 8 
J Jy''2da = TE db; i Di 
lo 
,a 9 Afp 
fa de = SE TALI =R)= az #)4 5 (13 3) el 
y? f#2L(5 8h  4L_ 4h 4 It) . L 
fi = i 3Lt 3h 310° 318 sl 198 al 
o 
b) Consideriamo il caso particolare in cui 

To 1 , LE, 1 Lù 1 - l ; 

3= ossia ==, 7 =-,__ = 0,56234, — = 0,43766 

Ji 10 IA 10 L vio L 

1 tre integrali diventano rispettivamente 
*2 *2 
0,06329 È ni $ 0,04892 È A 0,04031 i, i 

9 1 


Quindi le espressioni (1498,), (1499,) danno 
P.= 1,2937EJ /l?, Por = 1,2136EJ,/8. 
Il valore esatto, che si ricava dalla (1561), è P,, = 1,202EJ7,/0?. 
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Esercizio 2002. — Un palo a traliccio alto 40 m, articolato alle estremità, è 
costituito da quattro cantonali di 60x 60x 10 mm opportunamente collegati 
tra loro. Il palo ha la forma di una doppia piramide (fig. 1794): a metà dell’al. 

p tezza le dimensioni sono di 80 x 80 cm, mentre alle estremità i quattro 
—] cantonali sono quasi riuniti. Determinare P.,. 

Soluzione. Trascurando il momento d’inerzia proprio della sezione 
di ogni cantonale, in ciascuna metà del palo il momento d’inerzia varia 
con la legge J = J,x?/L?, essendo L = 20 me 


J,= 4: Ad* = 4-11,07 - 38,15? = 64450 cm$. 


Perciò il carico critico è dato da (n. 833 c) (n= 2) 


2,1 - 10° - 64450 
2000? 


= 8460 kg. 
Fig. 1794. = 


Occorre poi verificare anche le singole aste. 


Esercizio 2003. — Per una trave libera in A e incastrata in B (fig. 1795 a) 
determinare J(x) e P., corrispondenti all’equazione 77(x) = (}/52)(6727® — #4) (che 
soddisfa tutte le condizioni agli estremi, cioè 7 = 0, 7" = 0 ed 7" +0 pera =0; 
n=f.,n'=0 ed 77#+0 per x =1) 

Soluzione. In questo caso si ha M, = — Py = — P(f- n), per 
cui nella (1553) si sostituisce 7 con — (f— n): 


Î [4 IL , 127 
f-n= gpl @Pe+ a), n= TE0-2) 
P P' co To ,- 
Ta pera 


Pers = 0 si ha 7J=J,e pera=l!sihaJ= 0,8 
La (1554) dà poi 


To (502 — 22) - 12f (2— 22) 
JN! 51? 514 1250 EJo 
Fame BE_ = E Î = = 24 ER 
7 (58 — 6222 + 28) di 
Esercizio 2004. — Idem, con 7 = (}/2?)x? (fig. 1795 a). 
n 
Soluzione. In questo caso si ha 
” 2f P 2 J 
pton=ste-a, ni; so=ge-a= Lea 
p,,= p (Ile — 28) 2il _ EI, 5 
(FI? — 2?) lai 


Questi risultati sono in armonia con quelli dell’esercizio 1937 (142). 


(32) Se la sezione è rettangolare, di spessore costante e di larghezza variabile. 
la trave ha l’aspetto della fig. 1796. i Fig. 1796 


TIENITI IE IEEE 


psn 
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Esercizio 2005. — Trave articolata alle estremità; 7 = f sen 2/1. 


Soluzione. Si ha n°" = — f(12/12) sen ax/l, per cui risulta (1553) 
s_ P.__fsen aa/l PR o EI 
siti E Ka?N)sen ax RE Senpai Lun i ' 


Esercizio 2006. — Idem, con n= (87/31°)(12x — 2°) (fig. 1795 b). 


Soluzione. Si ha n" = — 16fx/l8, per cui risulta 
P J ; 
Jo)= gg@-#)= 7-2), Eta 


Si ha 7=0 in alto J=J, in basso, J= 0,757, per £ = 7/2; variazione 
che non è opportuna (n. 833 b). 


Esercizio 2007. — La trave dell’esercizio 1903, con n= fa8/8 (fig. 1795 a). 
Soluzione. Si ha f — n= (Î/B)(8B—- 28), n' = 6fx/18, per cui 


3 Jis 1B 2 I, 
Mata E TI Ta 1 ; 24 (EJ _ 
6 ; i 


zal—-®)= 


Si ha JY=0 per x=/1,J= co perx=0,J= 2,25Jy), per € =//4, J = 
= 5,71Jy, per x = 1/10. 


Esercizio 2008. — Idem, con n = (f/2F)(3lx® — #8) (fig. 1795 a). 
Soluzione. Si ha f— n = (f/218)(28 — 312 + 28), n' = (3j/8)\1— 2), 


Ja = + de 2), Py=3 ai 


Perx=0 sibaJ=J0e perr=1siha J= J,= 1,57; quindi J(x) non 
è opportuna, perchè la trave è più esile all’incastro. 


Esercizio 2009. — Idem, con 7 = (}/314)(4fx® — #4) (fig. 1795 a). 
Soluzione. Si ha f — n = (j/3U)(38 — 4292 + 24), n" = (4f/314)(212 — 322), 


__2T, 308 — dle 4 gi 


n-gage 


Sp vil la 


La 7(x) è impossibile, perchè per x = 0,8165) si ha J = co e per 2> 0,81651 
si ha J negativo. Ciò significa che nessuna trave avente una variazione J (©) pos. 
sibile (qualunque essa sia) può deformarsi secondo la curva (x) suddetta (14), 


Esercizio 2010. — A parità di P.,, determinare il risparmio di materiale che 
sì realizza con la trave dell’esercizio 1991 rispetto alla trave prismatica. 
Soluzione. a) Essendo P., = 7,62EJ,/, si ha at = 7,62, a = 2,76. 


(**) Ciò è dovuto al fatto che mentre la n() soddisfa le cinque condizioni n = 9, pn =@ 
ed n” #0 perr=0;n=/, n= 0 per =}, non soddisfa la condizione n’ = 0 perz=!. Anzi 
la n°’ si annulla per r = 0,81651, cioè dove M, + 0, ciò che richiede che ivi sia J = co. Per x > 
> 0,8165/ la curvatura è di senso opposto a -M,, ciò che richiederebbe un J negativo. 


114 CAPITOLO TRENTADUESIMO 


_ rt roc rr Tr gr _ oo uw n __@t@@@— r_rmhxS 


Se le sezioni sono omotetiche tra loro, si ha A = A, sen x/I, per cui il 
volume è 


1 VO —_ VD ____ 
v= [dd = 4, (|fsen #0 ae = 431 (|(son EatE 
. d “G 


0 


= A; 1(v6en da. 
0 


I ’integrale limitato fra 0 e 7/2 si può calcolare mediante la (1511) e risulta uguale 
a 1,18954; per cui 


V= A;(1/2)2 -1,18954 = 0,75734,], ossia &=0;7573. 
Quindi la (1555) dà 
V = (ka/a)V, = (0,75737/2,76)V. = 0,862V. 


e il risparmio di materiale è di 13,8 %. 
b) Se invece le sezioni sono rettangolari e se varia soltanto la larghezza, 
si ba A = A, sen 22/1, e quindi 


l 
5 i : Vf TX, 7% 21 
V= | Ada= 4. | sen —- de = Ax] su @eA7 0,63664,1. 
0 


Quindi la (1557) dà 
V = (ka2/a2)V, = (0,636672/7,62)V, = 0,8247,, 
e il risparmio di materiale è di 17,6%. 
Esercizio 2011. —- Idem; a parità di volume, determinare l’aumento di P.,. 
Soluzione. a) Nel caso a) dell’esercizio precedente si ha (1558) 
P,, = (a2/2218)P£ = (7,62/2°0,7573°)Px = 1,346Pe.. (34,69%) 
b) Nel caso b) si ha (1560) 
P., = (a*/n?k)Pz = (7,62/2°0,6366)Pa = 1,213P£. (21,3%) 
Esercizio 2012. — A parità di P.,, determinare il risparmio di materiale che 
si realizza con la trave dell’esercizio 2004 rispetto alla trave prismatica, nel caso 
in cui vari soltanto la larghezza delle sezioni. 
Soluzione. Si ha a? = 2, mentre nella formula di Eulero c’è 7°/4 invece di 


n2. Inoltre il volume è V = (2/3)A;l, per cui K = 2/3. 
Quindi si ottiene (1557), (1558) 


V=0,822V,, P.,= 1,216Ps. 


834. Le travi soggette a più carichi assiali. 


a) Consideriamo una trave verticale libera in alto e incastrata in 
basso, costituita da due tratti prismatici l, ed l, aventi rispettivamente 
EJ, cd ExJs, © soggitta a due carichi assiali P, e P, agenti nei punti 4 
e C (fig. 1797). 
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Le equazioni differenziali dei due tratti 2, ed 7, della linea elastica 
sono 


Edm}' = P.(fi si n) : EJ! = Pi(fi — N) + P.(fi — n) ’ 
ossia 


e i loro integrali generali risultano 


{a) n= Asena,t 4 Bcosa;r+ fi, 
i Phi + Pola 
n= C sen at + D cos ast + P,+ P, * 

Per 2 = 0 dev'essere 7" = 0, 7= 0; per cui C=0, D= — (Pif + 

+ P.f2):(P, + P.). Quindi dalla seconda delle (a) si ottiene per 2 = la 
_ Ph t Pife _____ Ph 
fe = - P, + P, (1 — cos asl) = L® P, cos agli (1 — cos Agl3) , 
' Pf 


— È -—+ @sg Sen agls . 
7 P, + P,c0s ag, > iaia 


Per la continuità in C, questi valori di 7 e di n’ devono coincidere 
con quelli dati dalla prima delle (a) per = 7,; per cui si hanno due 
equazioni dalle quali si ricava 


DL hi | Lo | 
A=— P, + P, cos ago [Pa - Pa) sen ala cos aglg — Pi a, cos als sen Ago 
hi | a, 

B=- —- PF + È, 6 al (Pa + P.) cos al, cos asl + P, . sen al, sen asly|. 


Sostituendo nella prima delle (a) e calcolando pnpera=l1=1,+4 la 
dopo alcune riduzioni risulta la relazione 


fa 


a 
P; + P, cos agi [e + Pr.) cos al, cos agl, — P, - sen al, sen a] =0. 


L’annullarsi del primo fattore, ossia di f1; corrisponde alla soluzione 
banale della trave rettilinea. Se si vuole che sia Î. * 0, deve annullarsi 
il secondo fattore; e sostituendo in esso (P, + P;) : P, con &Eyt,]dE} , 
sì ottiene la condizione d’instabilità (14) 
agEyJ, 


(1562) tg al, tg agg = Bd, 


(4) Nel caso di Py = @ la (1562) diventa la (a) dell'esercizio 353. 
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Studieremo alcuni casi particolari negli esercizi 2013-2016, mentre 
nell’esercizio 2017 risolveremo lo stesso problema col criterio energetico. 
b) Consideriamo ora una trave verticale prismatica, articolata alle 
. «due estremità, di cui-la superiore è libera di abbassarsi, e limitiamoci a 
studiare il caso di un solo carico assiale P applicato in un punto inter- 
medio C (fig. 1798) (5). 
Se } è la freccia nel punto C, il carico P genera le reazioni H = Pj/l 
indicate nella figura. Quindi le equazioni differenziali nei due tratti l, 
ed l, sono 


. EJn'=—Pn+ (Pia, EJn'=—(Pj)l—- 2), 
ossia 
n'=—-aîn+ af)o, n'=—a (Ml — a); (a = P/EJ) 
e i loro integrali generali risultano 
j la? 9 
(b) n= Ci. sen ar + C; cos ax + La, n=-@ 13 P+ Csa + Gale 


Per x= 0 dev'essere 7= 0, per cui C, = 0. Per la continuità in C, 
le due equazioni devono dare gli stessi valori di 7 e di 7’ per 2 = li; per 
cui si hanno due equazioni dalle quali si ricava 


È l BI 
Co=-U+g-g] 08 dh 3, 
UÈ 6 U, 
0, È, >» "a F cos al, 3 F sen al 
Sostituendo nella seconda delle (6) e ponendo 7=0 per 


x=1, risulta la relazione 
C.[ tl 
| 

Fig. 1798. fla 


r_30,1,—E 
x : 


l 
di (1 + sen al) = 


Infine, ponendo 7 = f per x=1, nella prima delle (b), si ha C1/f= 4,/l sen al; 
per cui, sostituendo, si ottiene la condizione d’instabilità 


cos al, , 1+senal, _f— 3U,.l, — È 
al, sen al, ' a? senal, 38 
Nel caso particolare di 1, =, = 2/2, la (1563) diventa (8 = al/2) 
Pnp 3-0 I 
Bsen B® psn g © 3° 
che è soddisfatta da f = 1,959; quindi risulta 
P.=4:1,959°EJ/l? = 15,35EJ/l2 = 1,56P,. 


(1563) 


(14) Nel caso in cui agisca un carico anche in sommità e i due momenti d’inerzia siano diversi 
si veda il volume di Ss. TIMOSHENKO (nota 30), n. 22. 
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Esercizio 2015. — La trave della fig. 1797 ha l, = 1, = 1/2, EJ} = EJ = EJ. 
Inoltre è P, = P, = P. Calcolare il valore critico dei due carichi. 
Soluzione. In questo caso la (1562) diventa 


tg al, ‘tg V2al, = V2, ed è soddisfatta da al, =0,719. 
Quindi si ottiene P., = 0,517EJ/lf = 2,07EJ/?. 


Esercizio 2014. — Idem, nel caso di P, = 2P,, ossia P,= P, P,= 2P. 
Soluzione. La (1562) diventa 


tg al tg v3a, = V3, ed è soddisfatta da al, = 0,663. 
Quindi si ottiene P,,, = 0,44EJ/l} = 1,76£J/1?, P..,- = 3,52EJ/I?. 
Esercizio 2015. — Idem. Se P, è la metà del valore che è critico quando agisce 
soltanto P, (cioè se P, = (2°/8)E7/1*), per quale valore di P, si ha l’instabilità? 


Soluzione. Si ha P,= (2°/32)EJ/I8 = 0,3084EJ/li, per cui a? = 0,3084, 
al, = 0,555. Posto P, = c?P,, la (1562) diventa 


tg 0,555 - tg 0,555c = e, ed è soddisfatta da c= 2,37. 
Quindi si ottiene P,,, = 2,372P, = 5,622, = 6,93EJ/1?. 
Esercizio 2016. — Calcolare P,., nel caso di 2, = ly, = 1/2, J3= 27,, Pa=P,. 


Soluzione. In questo caso si ha af = P,/EJ,, af = 2P,/EJ,= aî. Quindi la 
(1562) diventa 


tel, =2,  dacui al,=0,9553, Pi, =0,912627,/lf = 3,65£J,/2. 
Esercizio 2017. — Studiare col metodo energetico la trave dell’esercizio 2013, 


nel caso di P,/P,=c generico. 
Soluzione. Assunta come deformata (fig. 1799) la parabola 


y=t ae), da cui y=t 1-22, 
si ha 
1 t, 2f? 1 ì, FP 
ò,=5 |yd0=7. d,=5 | ve=G: 
0 1/2 
e quindi Fig. 1799. 


P.f? 
L,= P1d,+ Pad, = P1(0,+ cò) = st” (8+ e). 


Nei due tratti si ha (f — f/4 = 3}/4) 


Mi=- Py, M,=—- Piy-cPiy—3{/4)= - Bfl& c)y — c3f/4], 


1/3 3 ì 59 p252 7252 
Midx + | Mida) li Pif 


T GEN = 22 L TRA su 
" ua 960.7 96053 (03 + 760+ 3e'). 


= 1 
mid 
o 
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Dall’uguaglianza L, = L; si ricava 


8+c EI 


Pi. = 
ver 80 3564 7601 3 2° 


Se P.,= 0, ossia c= 0, risulta P,., = 2,5EJ/1? (cfr. l’es. 1922 b). 
Se P,= P,, ossia c= 1, risulta P,., = 2,12E//1° (valore esatto 2,07E7/1?). 


Esercizio 2018. — Studiare la trave della fig. 1800. 
Soluzione. Procedendo come nel n. 834 b), le equazioni differen- 


VANH ziali nel tratto inferiore e nel tratto superiore sono 

Li 

3. EJn'=-H1-—2)+Pj-n), EJy'=-H1-2), 
HR lo ossia 

3°) x, n'=-— an+ aj-0A1- 2), n'=-01-2); 
Liz ni (a = P/EJ, 0 = H}EJ) 


Fig. 1800. e i loro integrali generali risultano 


0 (la? 23 
(c) n= 0; sen ar + 0, cos ar+ f — 0-9» n=—- 0 5 —"z)+ Car + C 
Per r = 0 dev'essere 7 = 0, 7 = 0, per cui C, = — 0/a3, C, = 0/a— f. 
Quindi la prima equazione diventa 
0 01 0 
n=- pena (mi _ f\1- cos am) + a°: 


Per la continuità in C le due equazioni devono dare gli stessi valori di 7 & 
di 7’ per x = 1/2; per cui si hanno due equazioni dalle quali si ricava (8 = al/2) 


learn [2a pi 
038° 3 ca. 0l i 0 
o,=-T, fi — {008 B- D+ 1+ di sem n8— 5 sen ni psn. 


Dalla seconda delle (c) per x = 1/2 si ricava 


6 01 01 
bt a? 2a? cos 8° 


Sostitnendo C,, C, ed f nella prima delle (c) e ponendo 7 =0 per x =}, 
dopo alcune riduzioni si ottiene la condizione d’instabilità 


B(9— 8?) cos 8 = 38(1+ f sen + sen? B)+ 3 sen B, 
che è soddisfatta da f = —3,27. Quindi risulta (401) 


Prod pg 
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Esercizio 2019. — Studiare col metodo energetico il caso del n. 834 b). 

Soluzione. Supponiamo per semplicità 7, = 7, = (/2, e assumiamo come de- 
formata la sinusoide n = f sen 72/l. 

Nei due tratti si ha (HA = Pij/l) 


M,=Pn- (PiMa, MH. = (Pil —2); 


quindi il lavoro interno risulta 


1, | Hide, fatta (te o 
pei 1 L ' 24)2EJ 6a EI 


Il lavoro compiuto da P è (n. 817 c) 


1 P nf 
L=P-5 | n°da= SE 
0 
Quindi dall’uguaglianza L, = L; si ricava 
374 EJ EJ 
Pi;= 4(2— 6) ® = 18,88 E 


Rispetto al valore esatto 15,35£-7/1*, l'errore è di 23%, pur avendo usato 
l'espressione più approssimata (1499) (149). 


Esercizio 2020. — Studiare col metodo energetico il caso dell’esercizio 2018. 
Soluzione. Assumendo come deformata quella della trave della fig. 344 a), 
la cui equazione è (n. 230 e) 


n= C(Px— 38 + 244), 


si ha ; 
L, 
O 157 Ù 36 
12 = di 277 112, — — (02]5 
| nda= 50 OT» Ja da=T 0%. 
1/2 li) 
Quindi la (1498) dà 
“ (36/5)0%8 _ 8064 EI _. gg EJ na 
Pa = EI srni20,08 — 187 — 536 (20%) 


L’impiego della (1499) è più laborioso (nota 42). 


835. Le travi verticali soggette al peso proprio. 


Finora abbiamo supposto che la barra fosse soggetta soltanto a un 
peso P in sommità, o a un secondo peso pure concentrato, ossia non 
abbiamo tenuto conto del peso proprio della barra, che contribuisce a 
renderla instabile. Consideriamo ora alcuni casi di barre soggette al peso 
proprio e a un eventuale carico P in sommità. 


(24) In questo caso l’errore considerevole è dovuto al fatto che la sinusoide non è attendibile, 
perchè non ha il flesso che la vera deformata ha nel tratto inferiore. 
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a) Si abbia una barra prismatica verticale, inca- 
strata in basso e libera in alto (fig. 1801 a), soggetta 
soltanto al suo peso proprio di valore q per unità di 
lunghezza. In una sezione generica di ascissa x lo sforzo 
di taglio è T=g((—x)sengp= -mg(i—-x)tgp= 
= q(l — x)dn/de. Quindi l'equazione (234) è 


LIT — — 0-9. 
"è Rey Assunta la nuova variabile indipendente 
l—x 5 dn 1 dn dn 1 d°în dir 1 dîn 
ssa ila °° T °° Fan Fa 
Quindi l’equazione diventa 
I 


Infine, posto d7/du = y, ql;EJ = a?, si ha più semplicemente 


2 


Ca LI 2 i 
du + LUY = 0. 


L’integrale generale di questa equazione si esprime mediante le fun- 
zioni di Bessel di ordine — 1/3 e 1/3, e risulta 


— 2 = 2 
y= CC, yu Iuf$- au?) + C, vu Jul ue) P 


da cui 


d 2 
DA = Cau Td$ au?!) — Ciau ty, ($ au®!2), 


Per £=!, cioè per u=0, dev'essere d?27/de° = 0, cioè dy/du= 0; e 
poichè J_s;3(0) = co, dev'essere C, = 0. Per # = 0, cioè per u= 1, de- 
v’essere dy/dx = 0, cioè y = 0; per cui si ottiene la condizione d’insta- 
bilità 


La più piccola radice è 1,86635; quindi si ha 


21/ g& - ì q 
TV 1,86635, ossia ; fn 7,837. i 
Perciò il peso critico e la lunghezza critica se (Q= ql) Î 


(1564), (1565) @Q., = 7,837 - , ly=1,986]% "EI i 


Il peso Q è 3,176 volte maggiore di P, agente in sommità. i 
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Nel caso della sezione circolare di raggio r si ha J= ar!/4,q= ym®; 
e nel caso della sezione quadrata di lato @ si ha J = a'/12, q= ya; per 
cui la (1565) diventa rispettivamente 


l _ “Er 1 Ea 
(1565,), (1565.) L= 1,25 |/ cx. lr = 0,87 | -. 


Se si raddoppia r o a, la lunghezza critica diventa 1,59 volte maggiore. 
b) Se la stessa barra è soggetta anche a un carico verti- 
cale Pin sommità (fig. 1801 b), il valore critico di P o di Q 
è dato con discreta approssimazione da 
(1566) (P=P.— 0,315Q =2,467EJ/I:—0,3159, 
(Q=Q.—3,176P = 7,837EJ/12—3,176P. 


Quando Q è uguale al valore (1564), risulta naturalmente 
P=0; se Q è maggiore di tale valore, occorre una forza P 
rivolta in alto per impedire la flessione. Quando P = P., risulta 
naturalmente Q= 0. Fig. 1802. 

c) Nel caso di una barra prismatica verticale, articolata alle estremità 
e libera in alto di scendere (fig. 1802), soggetta al peso proprio, il peso critico e 
la lunghezza critica risultano 


(SOI 
EJ - qg/EJ 
(1567), (1568) Qua = 18,6 E: I. = 2:65 ] ri 
Nei casi della sezione circolare o quadrata, la (1568) diventa rispettivamente 
“pr Bat 
=; i ra (La 
(1568,), (1568,) lr = 1,67 | >* la= 1,16 } ci 


Se la stessa barra è soggetta anche a un carico P in sommità, il valore cri- 
tico di questo è dato con discreta approssimazione da 


(1569) P.,,= Pi— 0,50 = EJ 0,54. 


Se gl è maggiore del valore (1567), occorre una forza P rivolta in alto per impe- 
dire la flessione. La lunghezza (1568) è 4/3 della lunghezza (1565). 

d) Nel caso di una barra vincolata come nella 
fig. 1803, avente il momento d’inerzia J(x) variabile, 
e soggetta al peso unitario g(x) pure variabile, secondo 
le leggi 

Ja)=JT(cMP, q(r) = qi(e/l, 


l’integrale dell’equazione differenziale si ottiene mediante 
le funzioni di Bessel. Il peso totale Q., risulta espresso da 


na EJ 
(1570) Qu= 0 ni ; 


Fg. 1803 
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dove il coefficiente e, per diversi valori di m e di n, vale (14°) 


m o | 1 2 3 4 
m=0 | 7,84| 5,78] 3,67] 100) — 
1 16,1 | 13,0 9,87 | 6,59 | 2,25 
2273 | 231 | 189 | 147 | 10,2 

3 | 41,3 | 361 |30,9 |25,7 | 20,2 

a | — |521 | 45,8 | 39,5 | 33,0 


| | 


e) I vari risultati riguardano principalmente la conoscenza della lunghezza 
‘critica 1,,, Per giungere a un criterio di sicurezza ragionevole, si può osservare 
che risolvendo la (1564) o la (1567) per qg si ha qg= cEJ/lî,; quindi si può ridurre 
la lunghezza critica (1565) o (1568) in modo che gr risulti, ad es. tre volte mag- 
giore del valore gq effettivo, cioè si può assumere l = L:/V3 = = 0,7 Ly. Anche 
se appare modesta, questa riduzione della lunghezza fa aumentare molto la sta- 
bilità, perchè si sopprime la parte superiore della barra, ossia quella parte che 
compromette maggiormente la stabilità. 


Esercizio 2021. — Calcolare la lunghezza critica di un tondino di ferro di 
10 mm, disposto come nella fig. 1801 a). 
Soluzione. La (1565,) dà 
2,1 - 10° - 0,5° 


1, = 1,25 ] = he — = 508 em. 


Esercizio 2022. — Idem, nel caso di un tondino di 20 mm. 


3_ 
Soluzione. Basta (1565,) moltiplicare il risultato precedente per V4= 1,59, 
per cui 7, = 807 cm. 


Esercizio 2023. — Idem, per trafila tonda d’acciaio di 4 mm, 
Soluzione. La (1565,) dà 
3 
215 GA 
Lei ,25] 2,15: 108 - 0,2? 


— 0,008 = 276 cm, 


Esercizio 2024. — Idem, nel caso di un tubo di ferro avente d, = 20 mm e 
d,= 16 mm. 
Soluzione. Essendo J= n(r4— 74) :4, qg= n(rî — rî)y, la (1565) diventa 


31 -10%(1,0°2 + 0,8?) 
0,0078 


= 1,25 J = 952 em. 


(3) Questa tabella fu calcolata da A. N. DINNIK. Le indicazioni bibliografiche si trovane 
“@ pag. 134 del volume di S. TIMOSHENEO già citato (nota 830). 
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ni 
(SS) 
9° 


‘+ Esercizio 2025. — Idem, nel caso di un tubo di spessore s piccolissimo. 
Soluzione. Essendo J = 7r8s, q= 2xrsy, la (1565) diventa 


Sl 
_ Er? 
lar = 1,58 | 7° 1,26 cr pieno 
Esercizio 2026. — Che lato deve avere la sezione quadrata di una trave di 
abete affinchè, nel caso della fig. 1801 a), risulti 7,, = 20 m? 


Soluzione. Dalla (1565,) si ricava 


IE 0,0007 - 20008 
= DCR 2: : i = 92 7 
a 1,23 ] E I 3| 108 9,2 em 
Esercizio 2027. — Calcolare la massima altezza che può avere un obelisco 


prismatico di cemento armato disposto come nella fig. 1801 a), avente la sezione 
quadrata di lato a = 4 m. 

Soluzione. Supposta un’armatura costituita da 52 ferri di 30 mm disposti 
lungo il contorno della sezione a 5 em dal bordo, si ha J = 2,2 - 10° cmi, g= 
= 387 kg/cm (y = 2400 kg/me). Quindi la (1565) dà 


= 20728 cm = 207 m, 


Esercizio 2028. — Il tondino dell’esercizio 2022 è alto soltanto 5 m. Calcolare 
il carico critico da applicare in sommità. 

Soluzione. Il carico critico di Eulero vale P: = 16,3 kg; inoltre si ha qa 
= 12,25 kg. Quindi la prima delle (1566) dà P., = 12,6 kg. 


Esercizio 2029. — Calcolare la lunghezza critica di una barra conica vincolata 
come nella fig. 1803. 

Soluzione a) In questo caso si ha (n. 835 d) m= 4, n= 2, per cui il coeffi- 
ciente della (1570) è e = 10,2. Inoltre si ha J, = ari/4, gi, = nrîy, Q= mîly/3. 
Quindi dalla (1570) si ricava 

3 
Ta) 
(1571) = 1,97 | cà 
b) Nel caso di una barra conica di ferro avente r} = 1 cm, risulta 2, = 
= 1272 cm (1,58 volte la lunghezza critica trovata nell’esercizio 2022). 


Esercizio 2030. — Calcolare l,, per un abete sfrondato avente rj= 20 em. 


Soluzione. Supposto che la forma sia conica, la (1571) dà 
3 
/105 - 20? 


i = 1,97 |] 70,0007 = 7988 em = — 76 m. 


Esercizio 2031. — Confrontare le lunghezze critiche della barra conica e della 
barra cilindrica a parità di volume di materiale. 
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Soluzione. Siano r, il raggio della base del cono ed 1, la lunghezza, r ed 7 quelli 


del cilindro. La condizione V, = Y è espressa da 
nrî,/3 = nr, ossia rî1,/3 = 72. 


Le (1571), (1565,) si possono scrivere 
2 DI 
fi 0, G.= 1962, 
y 
2 2 
Erîl,/3 . n, = 1,96 Er? ‘ 


ossia 
U,,= 37,65 


n 


per cui si ottiene 
Mr n 
V3 - 7,65/1,96 = 1,85. 


l erller = 


Esercizio 2082. — Calcolare 7,, per un tubo conico di spessore piccolissimo, 
Soluzione. In questo caso si ha J = r°s = J(x/1)}, q= 2xrsy = q(/1); per 
cui (n. 835 d) m = 3, n= 1, e il coefficiente della (1570) vale c = 6,59. Inoltre 


si ha J, = srîs, Q= (1/2)27wr;sly. Quindi dalla (1570) si ricava 


Il 

x 

a) 

4 

& 
i 


lor 


Esercizio 2088. — Barra piramidale di sezione quadrata (a, lato alla base). 
Soluzione. Come nel caso del cono (es. 2029), si ha m= 4, n= 2, c= 10,2. 


Inoltre è J, = ai/12. Quindi si ottiene 


Esercizio 2084. — La barra della fig. 1760 è soggetta al peso proprio. Studiare 
la stabilità nel piano normale al piano Abe. 
Soluzione. Si ha m = 1, n= 1,c = 13,0. Se s è lo spessore costante e dj = de, 
sora 
è J,=-b;s5/12. Quindi si ottiene 7,, = 1,294VZs*/y (indipendente da b,). 


Esercizio 2035. - Idem; studiare la stabilità nel piano Abe. 
Soluzione. Si ha m= 3, n= 1, c= 6,59. Inoltre è J, = bîs/12. Quindi si 


ottiene l,, = 1,032 v/Eby (indipendente da s). 
Esercizio 2036. — Studiare il caso del n. 835 @) col metodo 


energetico. 
Soluzione. Assumiamo per la linea elastica l'equazione (fig. 1804) 
y={jcos nx/21. 


Per effetto della differenza ds — dx relativa a un solo elemento 
dz, il carico q(1— x) sovrastante scende di ds — dx e compie il la- 


voro (n. 817 c) 
1 /dy ? 
q(1— «)(ds — de) = gl) 7g) 


A 


j 
D) 


ato 
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Quindi il lavoro esterno compiuto dall’intero carico in seguito alla flessione è (14 
da 4 foot \o=1 1 pil tf (1 — x) sen? meat. 
di 2 4) 2 
Il momento flettente nella sezione di ascissa x è 
1 1 
= ‘adé(ya—ve) = di ((cos&f — cos È) at = gl zi 3) 
M= iqdé(y.—y:)= gi {{cos 5g — ©8 È) dé gf ‘a x) cos # 1—sen a) È 
a x 
Quindi il lavoro interno di flessione (n. 817 d) risulta 
l () 
° M?dx #P_([ nx 21 me\ li, _ 
A4L,= | 2bJ  2EI, {@— 2)cos 77 — 2 (1- sen T2)lde— 
l:] 
a - Dir — 192 q?ff 
1238 EJ” 
Dall’uguaglianza AL, = AL; (equivalente alla (1499)) si ricava 
_ 311° — 4) .EI _ EJ ©) 
Qer = (A)er a 878 us 547 _ 192) 12 7, 888 SEE . (0,65 %) 


Esercizio 2037. — Trave prismatica (14°) verticale, libera in alto e incastrata 
‘elasticamente in basso. 


(34) Lo stesso risultato si ottiene anche nel modo seguente, più spontaneo ma più laborioso. 
Un carico elementare gdr posto all’ascissa 7 compie il lavoro 


x x 
qdx 7) (Elan. 


‘per eni il lavoro totale risulta 
td 2 
ade È {dy _ 2 dy\? 
pare Sa ae= 3fdef(7) 
N) 
indicando (dy/dr)* con #x) e l'integrale di /(7) esteso da 0 a < con (2), si ha 


Jaja Vas = faefrerie= fax: Pi 
-e integrando per parti Ù Ù h 


1 1 1 
fear = ir'elmi— fred = 2-02) —f2- {dz = 
o o 0 


1 1 ti 1 
P na E dv\3 
= if ar —(2- K2dz = fl adr =fa-a\ È) de. 
o o o o 
(3®) Lo studio è facile anche nel caso della sezione variabile. Invece di 9g e J costanti, si ha 


-2(2) e J(z). Ad es., nel caso della trave conica o piramidale si ha g= ql —2)? : 43, 
«J = Ji1— 2)t: 14, e si ricava gGioy 
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Soluzione. Se p è l'angolo di rotazione:alla base, assumiamo come equazione 
della linea elastica l’espressione (es. 1762) (fig. 1805) 


mn=qr+ C(3li — 28), 
cui corrisponde 7)maz = f = 91 + 208. Quindi si ha anche 
y=j-n=q(1— x)+ C(228— 3le° + 28). 


Il momento che sollecita l’incastro è 


a M(0) = — EJny"(0)= — 6EJCI=— mp , 
Fig. 1805. da cui 
6EJC1 c 6ESI 
9 mi La \ LA ) 
Quindi risulta 
y= C(l— ar +28 — 3 + 2x3), y=C(-a— 6lx+3r°). 


Avendo presente l’esercizio 2036, si ha 


l 
2 2 
10 J — 2)—a— 6x+ 3x°)2dr = ql (a2l2 + 3alt + 31°) ; 


lt) 


A4L,= 


Ù 
M= fadkw— Y) = ei 4alx + 2ax® + 12103 — 120°x? — 3x4 + 304 + 2al?) ; 


14 
M?dx 0? 
Also = | SR " 1120H] 
0 


(2$a215 + 108al? + 10729), 


AL; incastro = MP * p/2 = myl°a?/2 . 
ee AL, = AL; isave + pi incastro fornisce l'equazione (15°) 


m i, 


10° (get? + 3alt + 315) = 3 (280?18 + 10801" + 10719) + —15— 


er 
Il carico g,, è dato dalla radice minore. Se si pone 

280? + 10801? + 10714 = a , a? + 3al* + 34 = bd, ml/EJ=0, 
si ottiene 


2805 _ Vv 28025? — 2240a°ac È EJ 
2a BB 


(1572) qu = 


Esercizio 2038. — Una torre di muratura alta 50 m bha la sezione costante 
costituita da un quadrato cavo di 4,80 m all’esterno e 3,60 m all’interno. La fon- 


(1°) Se a = 0 (m) = ®, incastro rigido), si ottiene (g),, = (840/107)EJ/1? = 7,85EJ/8 
(quindi la cubica assunta in questo esercizio è più approssimata della sinusoide-assunta nell’eser- 
- eizio 2036). 

Se a = e (EJ = co, trave rigida), si ottiene (91), = 2m/l (cfr. l’es. 1894 db). 
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dazione è quadrata piena, di 5,60 m di lato; il modulo del terreno èf = 1 kg/em? = 
= 10% kg/m?. 

Soluzione. a) Il momento d’inerzia della sezione è J= 30,24 m*4. Assumendo 
E= 5-10*kg/emq = 5 - 108 kg/mq, si ha EJ = 15,12 - 10° kg m?. 

Il momento d’inerzia della base della fondazione è J, = 81,95 m*, per cui la 
caratteristica della fondazione elastica è (153) m, = J,f = 81,95 - 10° kgm/rad., 
Quindi si ha 

6 - 5 - 108 - 30,24 - 50 


= “1 = 55350 m?. 


a= 
Risulta così 
a= 101,4- 109, b= 3,50 - 109, e= 0,271, 
e si ottiene (1572) 
__ 280 - 3,50 — V280* - 3,502 — 2240 - 5,535? - 101,4 - 0,0271 EJ a 
73° 


dor 21014 I 
__ EJ __ 15,12 - 10° E 
= 0,500 5- = 0,500 = = 60500 kg/m. 


L’area della sezione della torre è A = 10,08 mq, per cui se il peso specifico è 
y = 1600 kg/me, il peso unitario è qg = 16130 kg/m. Quindi la stabilità è assicurata 
con un coefficiente di sicurezza s = 3,75 (152). 
b) Se la base fosse incastrata rigidamente, la (1564) darebbe per g, un 
valore 15,7 volte maggiore; da cui si riconosce la grande influenza dell’elasticità 
dell’incastro. 


836. Le travi soggette a carichi assiali ripartiti. 


Studiamo alcuni casi di travi compresse da forze esterne assiali non ripartite 
uniformemente come nel n. 835 a), lateralmente libere, oppure immerse in un mezzo 
elastico (come nel n. 832) di caratteristica f costante o variabile da punto a punto. 
I risultati trovano applicazione in vari problemi e 


specialmente in quello del n. 837. Wi D 
a) Consideriamo una trave prismatica, libera i a) 
SIE e P uno È 
lateralmente e avente le estremità articolate e libere 2 I 5) “i 
di avvicinarsi tra loro. Le forze esterne che più inte- Si > 


ressano sono dirette verso il centro della trave in 

entrambe le metà //2, e in ognuna di esse sono di- 

stribuite con legge lineare, con intensità (valore per unità di lunghezza) nulla in 
mezzaria e massima 9g, alle estremità (diagramma della fig. 1806 b). In un 
punto distante x dall’estremo A la forza ha l’intensità generica 


Fig. 1806. 


(a) = pu a= 0-2. 


0) Si ha /oy -Bd4 <p = M, da cui M = 98J,, m, = BJ, 


(333) Nel sur XXXIII, C), esercizio 2362, calcoleremo la frequenza della vibrazione naturale 
@i questa torre tenendo conto dell'azione di punta dovuta al peso proprio. 


128 È ©’CAPITOLO TRENTADUESIMO 


Il complesso delle forze agenti da 0 a x, che è lo sforzo normale N nella 
sezione x (le reazioni in A e in B sono nulle), vale 


N= fassn%efa-soai 
o 


Procedendo come nell’esercizio 2036, il lavoro esterno compiuto dall’intero 
esrico in seguito alla flessione è 


dn? c 
AL, - fa (Alla = [le aMd. 
(1) 


Se esprimiamo l’equazione della deformata mediante la serie (153) 
(b) (x) = c, sen 7x/1 + cy sen 37x/1 + cs sen 57x/1+ .. 


e teniamo conto soltanto del primo termine (77 = c sen 7/1), risulta (154) 


a1°- 3 


A4L.= sno? #/ (la — 22) cos? 17 E de = go In. 


Il calcolo dell’integrale di M*dr/2EJ (come nell’es. 2036) è abbastanza lungo, 
per cui calcoliamo il lavoro interno di flessione nell’altro modo (n. 817 c): 


i 
EJ (ng, _ LEI ,NC0_SNER,_ MES 
AL; = 53 fatde = E è} [ene de TRE. 
La condizione AL, = AL; dà 
6774 EJ mt 1,574 EJ EJ 
manga Fi Vee (M) la I. 


Se invece si tiene conto di più termini della serie 7)(r) e si procede come nel 
n. 818 c), si ottiene (15) 


(1573) Nuse er = 20,5=> + 


(153) In questo caso la deformata non è una sinusoide come nel caso del n. 832 a), ma è tuttavia. 
una curva a una sola semionda e simmetrica rispetto alla mezzaria. La simmetria esclude appunto 
i termini c, sen naz/l con n dispari. I termini con n pari e maggiore di 1 non significano che la 
deformata risultante abbia n semionde, bensì rappresentano le correzioni (ossia le armoniche) al 
primo termine cj sen az/l. 

(38) Si ha 


È 2 
[2008857 ae =, fatccst "ras it ta ‘ 


) I I 12,3 
ò 
(15) Se le forze esterne g fossero uniformi, il valore di Nmazer = (97/2);, si otterrebbe moltipli- 
eando per 4 il numeratore e il denominatore della (1564); per cui il coefficiente numerico sarebbe 
31,35 invece di 20,5. È naturale che nel caso presente il valore critico sia minore, perchè le forze 
estreme, che compiono maggior lavoro esterno, sono le più intense. Risulterebbe invece maggiore 
«ole forze esterne fossero più intense verso il centro della trave. 
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b) La stessa trave, caricata come in a), è immersa in un mezzo elastico di 
caratteristica fo) uniforme; le estremità sono articolate e libere di avvicinarsi, 
ma non di spostarsi lateralmente (158). In questo caso, al lavoro AL, di deforma- 
zione della trave si deve aggiungere il lavoro L,,, di deformazione del mezzo, e 
ricavare gm er dalla condizione AL, = AL, + Lim 

La presenza del mezzo elastico fa sì che la prima deformata instabile possa 
essere a più semionde (nota 123), in numero dispari o pari. Perciò si deve assumere 
per 77(x) la serie avente tutti i termini per » pari e dispari 


(b.) n(x) = ec, sen x/l + c, sen 27x/1+ cs sen Bax1+ ... + 


Sostituendola nelle espressioni di AL, e di AL;, (n. 837 a) e in quella di Lim 
(n. 832 a), dalla condizione suddetta si ricava (197) 


45, 2 
ai Enter + BE Lc 
(e) N (ml) _ Sn "> 8" 
max cr \ 4}. va nin? — 3 #7 è mn(m? + n?) ” 
cn 13 ma mn (mì — n3P 


in cui la serie doppia contiene soltanto i termini nei quali m + n è pari ed m + n. 

Si tratta ora (n. 818 c) di dosare i vari coefficienti c, in modo che N,,,, ., risulti 
minimo, ciò che si ottiene risolvendo il sistema delle equazioni JN,az cr/den = 0. 
Tali equazioni sono del tipo 

[ 2 ] n? + n2 

(d) (nt + y)rr — # a(n*a?— 38)\cn + 1602, Se —_ 
dove a = (gml/4) : (1°EJ/12) e y = f#/x*EJ. La sommatoria è estesa a tutti i valori 
di m += ne tali che m + n sia un numero pari. 

Come si è detto, la deformata può avere un numero di semionde dispari o 
pari; inoltre nel primo caso dev'essere simmetrica rispetto alla mezzaria e nel se- 
condo antisimmetrica. Quindi nel primo caso la 7(r) può contenere soltanto ter- 
mini con n dispari e nel secondo termini con n pari. Pertanto, si devono studiare 
separatamente le due possibilità; ciò che conduce a scrivere e a risolvere due di- 
stinti sistemi di equazioni (d), il primo contenente soltanto le incognite c con indice 
(n o m) dispari, il secondo con indice pari. Quindi nel primo sistema la prima equa- 
zione conterrà n = led m= 3-5-7-9...; la seconda equazione conterrà n = 3 
ed m=1-5-7-9...; ecc. Nel secondo sistema la prima equazione conterrà 
n= 2edm=4-6-8-10...; la seconda equazione conterrà n = 4 ed m= 2-6 - 
8 - 10...; ecc. In pratica si ottiene una buona approssimazione tenendo conto sol. 
tanto di due o tre coefficienti incogniti in ciascuno dei due casi. 

Analogamente a ciò che accade nel caso del n. 832 a), la deformata ha un nu- 
mero di semionde tanto maggiore quanto più il mezzo è rigido. Perciò se f}, e quindi 
y; è piccolo (y < 3), la deformata ha una sola semionda, e si deve usare il primo 
sistema di equazioni. Se y è maggiore, si hanno due semionde, con un flesso in 


(18) Nel caso a), cioè in assenza del mezzo elastico, le estremità non possono essere libere di 
spostarsi lateralmente, altrimenti la trave sarebbe labile. In presenza del mezzo elastico, inveca, 
le estremità possono avere tale libertà, come supporremo nel caso c). 

(3) Peri particolari del calcolo si veda il n. 24 del volume citato (nota 80) di S. TIMOSHENKO. 
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mezzaria, e si deve usare il secondo sistema. Se y è ancora maggiore, si hanno tre 
semionde, e si deve usare il primo sistema (158). Per decidere, si calcola N,az er 
(che si ottiene sostituendo nella (c) i valori trovati per i coefficienti c) usando en- 
trambi i sistemi di equazioni e si vede in quale caso N,naz er risulta minore. 

Il valore critico di N,az = 9ml/4 risulta espresso da (159) 


Di Lai 
(1574) [e L= kr 
La seguente tabella (19°) contiene i valori di X per diversi valori del parametro 
fU/16EJ; essi sono i minimi valori che si ottengono provando con entrambi ì 
sistemi delle equazioni suddette: 


pl/16EJ 0 5 10 15 20 60 100 150 200 300 500 1000 
k= 20,5 35,9 50,3 63,6 72,5 96 118 143 164 197 237 326 


Per $ = 0 si ritrova naturalmente il valore 20,5 della (1573). 

c) La stessa trave, caricata come in a) e immersa nel 
mezzo elastico uniforme come in b), ha le estremità che 
possono ruotare come in ») e possono anche spostarsi late- 
ralmente. Come nel n. 832 d), i carichi critici risultano 
minori di quelli trovati in bd). 

Per piccoli valori di f la deformata elastica ha una 
sola semionda (fig. 1807 a), e per valori maggiori può 
avere due o tre semionde (fig. 1807 b, c). Lo studio si 
effettua in modo analogo a quello del caso d), tenendo 
però conto nell’espressione di 7(r) della possibilità degli spostamenti delle estre- 
mità. Così nei casi di un numero di semionde dispari o pari si potrà assumere 
(n dispari o pari nei due casi) 


n(a) = — dè + Ze sen nao/l , n(x) = (60) — 2x) + Zen sen nao/l . 


Il risultato è ancora espresso della (1574), dove % ha i seguenti valori (note 
159 e 160) 


BU/16EI = 01 3 5. 10 15 20 50 100 150 200 300 500 1000 
k 0 2,0 6,0 10,0 20,0 29,9 33,6 53,1 85,3 129 145 177 233 319 


(153) In questo caso le tre semionde risultano dal fatto che nel determinare il rapporto dei coef- 
ficienti cy e c] che rende minimo g,l/4 si trova che cj e cs hanno ugual segno e che cz > c3, oppure 
che hanno segni contrari e che cz è poco minore di cj (si osservi l’epressione (b)). 

18?) Si usa anche esprimere nella forma 


Qml\ _ 2EI_ _, EJ 
( 4 E sE 1? da (2)? È 


dove ly = ul è la lunghezza libera di flessione, ossia equivalente a quella del caso fondamentale di 
Eulero. I coefficienti u e X sono evidentemente legati dalla relazione u = a/Vk. 

(1*) Fu calcolata da F. S. JAsINSKy nella memoria Recherches sur la flerion des pièces comprimées 
(trad. dal russo), « Annales des ponts et chaussées », 1894, 2° sem., pagg. 233-364, 654-657; in se- 
guito fu corretta da S. TIMOSHENKO nella memoria citata nella nota 47, $ 5. Le tabelle qui ripor- 
tate hanno la forma data da J. RATZERSDORFER, n. 52 del volume citato nella nota 9s. 

I valori della parte centrale della tabella sono relativi a deformate con due semionde; quelli 
iniziali e quelli finali sono relativi a deformate con una e tre semionde. 


BRONZI 
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Per grandi valori di f14/16E.J i coefficienti tendono a diventare uguali nei due 
casi, ossia cala l'influenza degli spostamenti laterali delle estremità. 

d) È interessante (n. 837) anche il caso generale in cui la sezione della trave 
abbia J variabile (di solito crescente verso la mezzaria) e il mezzo elastico abbia $ 
variabile (di solito decrescente verso la mezzaria). Lo studio si può effettuare in 
modo analogo a quello indicato in b), ma i calcoli sono più complessi e laboriosi. 

Tuttavia nel caso in cui si possa prevedere che la deformata abbia una sola se- 
mionda, non si commette un grave errore usando i risultati ottenuti in b) per il caso 
di J e f costanti, e assumendo per questi i valori Jm € fim in mezzaria, come vedremo 
nell’esercizio 2042. Se invece si prevedono due semionde, si assumeranno per J 
e f i valori che si hanno a 7/4 o a 37/4 (per motivi analoghi a quelli indicati nelle 
note 162 e 163). 


Esercizio 2039. — La barra dell’esercizio 1987, immersa nello stesso mezzo 
elastico e impedita di spostarsi lateralmente alle estremità, è soggetta a forze 
esterne secondo la legge (a). 

Soluzione. Si ha J= 0,25 em*, f = 15 kg/em?. 

a) Se la barra è lunga 1= 50 em, si ha £#75/16£7 = 11,16, cui corrisponde 
(interpolazione non lineare) X = — 53,6. Quindi si ottiene (1574) 


On) _ sa g 2:1:108-0,25 _ 11, 
(i La nti 50? 


b) Se 1= 100 em, si ha f14/16E7 = 178,6, cui corrisponde %X = — 156. Quindi 
si ottiene (g,0/4),- = 8190 kg. 

c) Se Z= 150 cm, si ha f7#/16EJ = 904, cui corrisponde & = — 310. Quindi 
gì ottiene (90/4) = > Tess kg (191). 


Esercizio 2040. — Idem, libera di spostarsi lateralmente alle estremità. 
Soluzione. a) Se 1 = 50 cm, si ha 8 = 11,16, K= — 22,3. Quindi 


|, = 22,3 
4, 


(ted 2,1 + 108 + 0,25 _ 


che è molto minore del valore trovato nell’esercizio 2039 a). 

b) Se = 150 cm, si ha f = 904, k= — 304. Quindi (9,,7/4)., = 7093 kg, che 
è poco minore del valore trovato nell'esercizio 2039 c), in armonia con ciò che si 
è osservato in c). 


Esercizio 2041. — Studiare una trave nelle condizioni del n:-836 5), ma avente 
il momento d'inerzia variabile secondo la legge J = 7, sen 12/1, e immersa in 
un mezzo elastico di caratteristica variabile secondo la legge 8 = fim : sen aa/l. 

Soluzione. Supponiamo che 8, I, E, Im siano tali da far. prevedere che la de- 
formata avrà una sola semionda, e assumiamo (x) = e sen 72/1, tralasciando 
per semplicità i termini successivi della (b). 


(!*1) Come si vede, il valore di N,n9zcr diminuisce sensibilmente al crescere di 1: a differenza da 
ciò che accade ucì casu del u. 832 u), in cui Por è quasi indipendente da l (n. 832 6). 
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Il lavoro esterno AL, compiuto dalle forze (a) è ancora quello trovato nel 
n. 836 a). 


Il lavoro interno di flessione della trave risulta 


dove il coefficiente numerico vale 20,67, ed è poco minore del coefficiente 74/4 = 
= 24,35 trovato in a) per il caso di una trave prismatica avente J = Jm e con la 
stessa deformata (192), 

Il lavoro di deformazione del mezzo elastico risulta 


E, 


L7 


3J Bra = Pn co ef sen = de = 1 Bue Ca 


m 
0 


che è poco maggiore del valore (1/4)fc?] trovato nel n. 832 a) per il caso di un mezzo 
uniforme avente f = /,, (e con la stessa deformata) (198). 
Il valore critico di g,l/4 si ricava dalla solita condizione AL, = AL, + Lia 
e risulta (164) 
(e) (feb) _ 48EIm da So. . 
e 


Esercizio 2042. - Applicare il risultato (e) a una barra di ferro lunga = 50 em 
avente in mezzaria la stessa sezione della barra dell’esercizio 2039 (7a «= 0,25 cm'), 
mentre il mezzo elastico ha ancora in mezzaria fim = 15 kg/cm?, 

Soluzione. La (e) dà 


——————————€—___—_—É—€_rtr—_——___ÉÉ_yÉy T— 18500 È 
4 Er; È 5» 


(14) __ 458 - 2,1 - 106 - 0,25/50° + 6 - 15 - 502/7 
i 2_- 3 


che non è molto maggiore del valore trovato nel caso di J e f costanti (es. 2039 a). 

Se invece fosse 7 = 100 cm, si troverebbe (g,,/4/,, = 42600 kg, che è di gran 
lunga maggiore del valore trovato nell’esercizio 2039 b). Il forte errore è dovuto 
al fatto che con Z= 100 cm si hanno due semionde, mentre la (e) si è ottenuta 
supponendo una sola semionda. 


(1) Ciò che è naturale, perchè la parte centrale della trave, avente J =— J,, s’incurva 
nella stessa misura come in a), mentre le parti laterali, aventi J < Jm, 8'incurvano con piccola 
curvatura e danno poco contributo. Questo motivo non sussiste nel caso di più semionde. 

(153) Ciò che è naturale, perchè la parte centrale della trave, che si sposta molto, trova un mezzo 
avente 3 => fm. mentre le parti laterali, che trovano un mezzo avente f < By; si spostano poco 
e danno poco contributo. Questo motivo non sussiste nel caso di più semionde. 

(3) Questo risultato è poco approssimato perchè si sono tralasciati i termini successivi della 
(©). Tuttavia è abbastanza attendibile se la trave si deforma con una sola semionda. In ogni caso 
il presente esercizio ha soltanto uno scopo indicativo, per poter giudicare l’infiuenza della varia- 
bilità di J e di f. 

Si noti che gli errori che si commettono supponendo costanti J e $ sono opposti e quindi ten- 
dono a compensarsi. Infatti, la diminuzione di Y verso le estremità, rispetto a Jy, fa diminuire 
la stabilità, mentre l’aumento di f, rispetto & fa la fa aumentare. 
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837. La stabilità del corrente superiore compresso dei ponti a travata. 


a) Nei ponti metallici a travata a via inferiore, non controventati superior- 
mente, il corrente superiore compresso può diventare instabile per carico di punta 
nell'intera lunghezza (ossia può inflettersi come un’unica asta), anche se le sue sin- 
gole campate sono separatamente stabili. La flessione laterale non può avvenire 
nel piano della trave principale, perchè impedita dalle aste di parete (rigidissime a 
trazione o a compressione), ma può avvenire lateralmente, pur essendo ostacolata 
da queste aste (non molto rigide a flessione) (185) (166), 

Il corrente superiore costituisce una lunga asta soggetta a sforzo di compres- 
sione N variabile da un tratto all’altro (da un minimo 
alle estremità a un massimo al centro (18°) se i carichi sul 
ponte sono simmetrici), vincolata trasversalmente in 
modo elastico nei nodi, essendo ogni vincolo costituito 
dalle aste di parete che concorrono nel nodo. 

b) Per studiare il problema nella sua realtà, si do- 
vrebbe considerare il corrente come una trave continua 
su appoggi elastici, soggetta a sforzo normale N diverso 
e avente la sezione pure diversa nei vari campi. 

Nel caso delle travi Mohnié, si può trascurare la pre- 
senza delle diagonali, cne sono meno rigide e più lunghe 
dei montanti. Perciò ciascun appoggio elastico è costi- 
tuito dalla sommità di un montante, che può spostarsi 
lateralmente per l’inflessione del montante stesso e della Fig. 1808. 
corrispondente traversa dell’impalcato (fig. 1808 a). La 
cedevolezza di tale appoggio si può caratterizzare con la forza orizzontale C, 
necessaria per provocare lo spostamento uno. Coi simboli della fig. 1808 b) si ha (*88) 


v}3 ' "2/92 
= += rt). 
3EI, 2EJ, 6E\J,° da 
da cui, per d = 1, 
jh2 
(a) 0, 6E/h 


 2h/I,+ 36/3, ° 


(185) Questo pericolo s’impose all’attenzione degli studiosi in seguito a qualche crollo impor- 
tante, dovuto appunto a instabilità dei correnti compressi. Notizie in proposito si trovano a pag. 
317 della memoria citata (nota 160) di F. S. JASINSKY. 

(2) È più probabile che i due correnti cedano inflettendosi entrambi verso l’interno del ponte 
(o verso l’esterno), perchè se s’inflettessero dalla stessa parte, le traverse (infiettendosi con un 
flesso nel mezzo) presenterebbero una rigidezza maggiore (6£J,/b invece di 2EJ,/b, es. 868 d). 
Inoltre è più probabile verso l'interno, perchè i carichi agenti sulle traverse tendono a fare inflet- 
tere i correnti appunto verso l’interno. 

(1°) Gli incrementi di N sono dovuti alla componente orizzontale degli sforzi nelle aste di 
parete e che queste trasmettono al corrente in corrispondenza dei nodi. Ad es., nel caso della trave 
Mohnié (fig. 499 a) le diagonali, tese, trasmettono ai nodi la componente orizzontale del loro sforzo, 
che è rivolta verso il centro della trave. 

(*) Si potrebbe facilmente esprimere la parte dovuta al montante (anzichè con C#8/3EJ,) 
tenendo conto anche dell’infiuenza-del suo sforzo .S di compressione (n. 830) (più semplicemente, 
per la (1493), basterebbe dividere C4/3EJ, per 1—f$=1—S/S ). Tuttavia questa correzione non 
ha importanza, date le incertezze del problema e le schematizzazioni sostanziali che poi si ammet- 
tono nella risoluzione. Anzi spesso si tralascia la deformazione della traversa, e quindi si assume 
C, = 3EJJh8. 
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Se il ponte è soggetto a carico uniforme 0, il momento flettente relativo a una 
trave principale (soggetta a Q/2) varia con legge parabolica } = (Q/40)(le — 22). 
Le sforzo N nei vari campi del corrente è N= M,,/h, essendo M,, il momento nel 
polo corrispondente (n. 299). I suoi incrementi AN non sono costanti, bensì decre- 
scono costantemente dalle estremità verso il centro; ciò che risulta si a dal fatto 
che N segue l'andamento parabolico di M, sia dall’essere i AN dovuti (nota 167) 
alle componenti orizzontali degli sforzi S,; nelle diagonali, che variano secondo il 
taglio 7, il quale decresce linearmente verso il centro. 

Il corrente ha di solito la sezione crescente verso il centro, perchè possa soppor- 
tare lo sforzo N crescente. La legge di variazione di J (è il momento d’inerzia J, 
rispetto all’asse verticale) nei vari campi si deve determinare caso per caso. 

Noti così i valori di N, e di J, nei vari campi 7, del corrente, e le caratteristiche 
Ci, dei vari appoggi elastici, e indicati con dg, Ò1; ds, ».. Ò,, ... Ò, i cedimenti degli 
appoggi elastici, si scrive il sistema delle equazioni dei tre momenti. Queste sono 
analoghe alla (1531); però, mancando i carichi esterni sul corrente ed essendo ce- 
devoli gli appoggi, il secondo membro è sostituito con (cfr. la (342)) 


Ò, — Ò, Ora = Ùrt1 — ò 
®) La 0 


Si scrive poi un altro sistema di equazioni che esprimono l’equilibrio di ogni 
nodo nella direzione laterale, e che souo della forma (nodo r, nel quale concorrono 
li ed L,) (169) 


Òr+1 si ò, 
I, 


(e) MU, — Mr _ Ma MU _ Nea 


lr, I, 


ò,— è 


1 + N, + Cirò, =0. 


la 


Mediante le (c) si eliminano i cedimenti $ dalle suddette equazioni dei tre 
momenti, e si ottiene un sistema di equazioni omogenee con le sole incognite I. 
Questo ammette soluzioni non nulle (ossia il corrente s’inflette) soltanto se è nullo 
il determinante / dei coefficienti. Perciò si sviluppa questo determinante, che con- 
tiene le quantità a,= VN,/EJ, e quindi gli sforzi N,, e si uguaglia a zero, otte- 
nendo così l’equazione d’instabilità. Questa contiene tutte le incognite N,; però 
le N, sono legate tra loro, per cui si possono esprimere mediante una sola di esse, 
della quale si ricava il valore critico (oppure si ricava il valore critico di un coef- 
ficiente c di proporzionalità; cfr. il n. 817 d). 

In pratica, il procedimento è estremamente laborioso (specie se i campi sono 
numerosi), sia per l’eliminazione dei ò, sia per la risoluzione dell’equazione d’insta- 
bilità Ad = 0 (199), 

c) Quando la lunghezza d’onda 7 della deformata del corrente sia abbastanza 


(®**) I vari termini della (c) provengono dalle (344), (345), (3) e da C, = 0,5, 

(1"*) Alcune applicazioni, specie a casi particolarmente semplici, si trovano ad es. nell’opera di 
H. MULLER-BRESLAU: Die Graphische Statil: der Baukonstruktionen, vol. II, 2> parte, Cap. X, Lipsia, 
Kròner, 1908; nella memoria di A. OSTENFELD: Die Seitensteifigkeit offener Briicken, « Beton u. 
Eisen », 1916; e nei nn. 48-50 del volume di F. BLEICH citato nella nota 75. 

Si vedano anche il n. 24 del volume di S. TIMosHENKO (nota $0) e inb:33, 89 e 97 del volume 
di J. RATZERSDORFER (nota 93). 
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grande rispetto alla lunghezza d delle campate (ad es. sia 4/2> = 3d) (193), si 
può pensare di sostituire gli appoggi isolati con un mezzo elastico continuo fittizio 
circa equivalente, e applicare i risultati del n.-836. La caratteristica f di tale mezzo 
dev'essere tale che fd = C,, e quindi (nota 168) 


(d) B= C/da = — 3EJ,/h8d . 


Nel caso in cui il ponte sia soggetto a carico uniforme Q, le forze esterne assiali 
q agenti sul corrente, equivalenti alle variazioni AN, decrescono secondo la legge 
lineare (a) del n. 836, e quindi lo sforzo normale varia secondo la legge parabolica 
N = (q,/l)(le — x?) del n. 836 a), per ciò che si è detto nel n. 837 b). 

Si useranno i risultati del n. 836 d) o c) secondo che le estremità del corrente 
siano impedite o no di spostarsi lateralmente; ossia secondo che il montante e la 
traversa di estremità siano molto più rigidi degli altri oppure siano poco diversi 
dagli altri. 

Quando si sia ottenuto il valore di N.nor er = (4ml/4)» è facile determinare 
anche il valore critico del carico totale Q, deducendolo dalla relazione Naz > 
= (Q/2)/Sk, e risulta 

SP Am 164 
(1575) Qer a coi <T * 

d) La presenza degli appoggi elastici può conferire al corrente una stabilità 
considerevole, per cui può accadere che 0. = Naz er/A superi il campo di validità 
della legge di Hooke. In tal caso, avendo la o all’incirca lo stesso valore in tutti i 
campi del corrente (perchè si usa una sezione maggiore in quei campi in cui N è 
maggiore), si può usare il procedimento del n. 824 a, db). 

e) Nel caso frequente in cui J e f} risultino variabili lungo il corrente, si tenga 
presente ciò che si è osservato nel n. 836 d) e nella nota 164 (!°?). 

f) Il caso del corrente superiore centinato è più complesso. 

g) Un altro aspetto del problema dei correnti compressi è quello della deter- 
minazione delle tensioni di flessione che nascono in essi per effetto dei diversi 
spostamenti orizzontali è della sommità dei vari montanti, provocati da carichi 
non uguali tra loro agenti sulle varie traverse (17). 


Esercizio 2048. - Un ponte a travata Mobnié, lungo 7 = 40 m, ha 10 campi di 
uguale lunghezza d = 4 m e alti f = 4 m. Il corrente superiore ha in mezzaria 
J = 24000 cm', mentre i montanti centrali hanno J, = 4000 cm'. Verificare la 
stabilità del corrente superiore quando il peso uniforme (proprio e accidentale) 
è di 8000 kg/m, nell'ipotesi degli spostamenti laterali impediti alle estremità. 


(11) Ciò accade spesso, specie quando J > J. Infatti, se si assume (nota 168) C, = 3EJ 13 
e quindi (d) f = 3£J,/h8d, si ha (354) 
4 4 De 
i 4EJ /BEJh3d Ji 
i ini e eg —_ V/h3d; 
3 | s Vas 3,88] 7 v d 
di 
e nel caso di h = d, 1/2 = 3,38VJ/Jd. 
(3) La piccola influenza della variabilità di Y risulta anche nella nota di S. KASARNOWSKY: 
Zur Theorie der Seitensteifigkeit der Druckgurte offener Fachwerkbriicken, « Der Bauingenieur », 
1927, H. 42, pag. 768. _ a 
(173) Si veda il $ 48 del volume di H. MULLER-BRESLAU citato nella nota 170. 
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Soluzione. Il pesò totale interessante una delle due travate è Q/2 = 
= (1/2)8000 - 40 = 160000 kg. Quindi il momento flettente in mezzaria e la 
compressione massima del corrente valsono 


Mc = 160000 - 40 = 800000 kgm , N..cx > SIR = 200000 kg, 


8 max 
Trascurando la deformazione dei traversi (nota 168), si ha 


BEI, _ 3: 2,1 - 109 - 4000 — ata _ 394 sara 
"=" "agi —— “= kg/em , b= 200 = 0985 kg/em?. 
Quindi, ritenendo costanti J e f (n. 836 d e nota 164), risulta (n. 836 bd) (174) 


Ba _ 0,985 - 4000* _ a , 
16E7 16 - 2,1 - 105 - 24000 — de a sie me 


Si ottiene così (1574) 


O, = 


2,1 - 108 - 24000 
con un coefficiente di sicurezza s = 3,15. 
Il carico uniforme critico è 3,15 - 8000 = 25200 kg/m. 


Nmax er = 200 


Esercizio 2044. — Idem; le estremità sono libere di spostarsi lateralmente. 
Soluzione. Si ha ancora fl4/16EJ = 314, cui corrisponde (n. 836 c) XK = — 181. 
Quindi si ottiene Naz er = 570000 kg. 


838. Il carico di punta nelle travi a traliccio. 


a) Come si è accennato nel n. 828 e), 
nelle travi a traliccio caricate di punta lo 
sforzo di taglio 7 può far diminuire il valore 
di P., (rispetto a P.) assai più che nelle travi 
a parete piena, a parità di area della sezione 
e di snellezza = ly/0min. Queste travi, di cui 

d) alcuni tipi sono rappresentati nelle figg. 1809, 
1811 a). si usano spesso come pali o come 
aste compresse nelle strutture metalliche. 

Quando il numero dei campi del traliccio 

] 7 7 sia considerevole, si ottiene un risultato dotato 

di buona approssimazione con procedimento 

analogo a quello del n. 828 c) (1). A tal fine 
osserviamo che il fattore y/GA che moltiplica P. nel secondo membro 


a) b) c) 


Fig. 1809. 


(1) Questo valore di 824/16 si trova nella parte della tabella del n. $36 b) cui corrispondono 
deformate con tre semionde. Quindi (note 162 e 163) non è corretto assumere per J e f i valori in 
mezzaria. Sarebbe più opportuno assumere invece i valori di J e di f a circa;7/4 e 31/4 (n. 336 d). 

(**) Questo procedimento fu indicato da F. ENxGESSER nella memoria citata nella nota 96. 
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del denominatore della (1525) è lo scorrimento y, dovuto (201) a T=1; 
per cui basta valutare y, nei vari tipi di travi a 
traliccio e sostituirne il valore nella (1525). as 
b) Nel caso della fig. 1809 a) isoliamo un CAD 
elemento della trave (fig. 1810). Per effetto del 
taglio 7, gli sforzi nelle aste d e & del traliccio val- 
gono (449), (450) Sa=+ Z/cosa, S,=— 7; e lo 
spostamento orizzontale del punto a dovuto soltan- 
to al taglio, calcolato mediante la (470.), vale 
(T/cos a)d 1 Th Fig. 1810. 
de EA, cos at EA, ° 


Quindi lo scorrimento dei correnti c, dovuto a 7 = 1, risulta 


_dT_ dd ho 1 1 
VS e = cEA;coa cEA, FAssenacosa! FA,tga î 


Infine, sostituendo y, nella (1525) come si è detto in a), si ottiene 


Ta Px 
sei. Pe= 17 P.(1/EA,sena costa +1/BA,tga) * 


dove P.=n°EJ/1z. Indicando con A, la sezione di ciascun corrente 0 
e con J, è il suo momento d’inerzia nel piano del traliccio, si ha (1°) 


(a) TJ=2J,+ 2A:(h/2)}=2J,+ Ah8[2 . 


Se A; e A, sono piccole rispetto ad A,, il secondo termine del deno- 
minatore della (1576) non è piccolo, e P., diminuisce sensibilmente ri- 
spetto a Pe. 

Se la trave ha soltanto due correnti, la rigidezza nel piano della figura 
è, di solito, molto maggiore di quella nel piano normale, per cui l’instabi- 
lità interviene per flessione in quest’ultimo piano, e la presente ricerca non 
interessa. Invece nel caso frequente di pali aventi quattro correnti di- 
sposti nei vertici di un quadrato (con tralicci nelle quattro facce), la 
rigidezza è uguale in entrambi i piani. Se il palo s’inflette in uno dei 
due piani, devono inflettersi due travi a traliccio opposte, per cui P., è 
doppio del valore (1576). 

c) Nel caso del traliccio della fig. 1809 b) le diagonali sono una tesa 
e una compressa con S4= +(7/2):cosa e i traversi sono inerti (1). 


(1**) Se i correnti fossero costituiti da aste lunghe c articolate tra loro nei nodi, sarebbero sol- 
tanto tesi o compressi e si avrebbe J = 2.4,(h/2)?. In realtà sono continui e quindi sono anche in- 
fiessi, per cui si ha anche il termine 2J,. 

(*??) Per quanto si disse nel n. 300 d), nel caso della fig. 495 b) i traversi sono compressi e nel 
caso della fig. 495 c) sono tesi. Perciò se esistono entrambe le diagonali i traversi.sono inerti, 
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Quindi la deformazione dovuta a 7 è la stessa che si avrebbe se fosse 
8:= T/cos a e se A; diventasse doppia. Perciò nella (1576) si deve trala- 
sciare la seconda frazione nella parentesi 
e raddoppiare A. Se mancano i traversi 
(fig. 1809 c) le cose non cambiano. 

Nel caso della fig. 1809 d) si deve 
tralasciare nella (1576) la seconda fra- 
zione nella parentesi (se i traversi ci 
fossero, sarebbero inerti) e usare per A4 
la sezione di una diagonale. Perciò in 
questo caso P.,, è un po’ maggiore che 
nel caso della fig. 1809 a). 

d) Consideriamo ora le travi con 
traliccio del tipo Vierendeel (fig. 1811 a), 
ossia costituito da soli traversi chiodati 
o saldati ai correnti, e isoliamone un 
tratto compreso fra due mezzarie conse 

Fig. 1811 cutive (fig. 1811 b). Ciascun corrente è 

soggetto a 7/2 (fig. 1811 c). Un traverso 

si deforma in modo che le sue sezioni estreme ruotano dell’angolo (!°*) 
a= (T/2)c - h/6EJ,= Tch/12EJ,. Quindi i punti @ si spostano di (!°*) 


Ri 
12EJ, 


(T/2)c/2°_ Teh | _To 


3EI, © 24EJ, 48,‘ 


$=d+ d,= 


e il 
gr 
Lo spostamento relativo dei punti a e 3 è 26, per cui lo scorrimento y, 
dovuto a T=1 risulta 

__ 2(0/T) ch e? 


= = 


= na 
e 12EIS | 24EJ,° 


Infine, sostituendo y, nella (1525) come si è detto in a), si ottiene 


Pi 
7 1+ P.(ch/12ET,® c/24EJ.) 


dove P.=n°EJ/lî e J=2J,+ Ah?/2 (8°). 


(1577) P. 


('5) Si usa la prima delle (303) con M;} = — M, = (7/2)c. 

(!’*) Se lo sforzo assiale P.,/2 nei correnti è prossimo al carico critico P/ = x*EJJe? di un tratto 
e del corrente compreso fra due traversi, nel secondo termine si deve tener conto dell'aumento che 
subisce è, per effetto del carico di punta dividendolo (1493) per 1—f, dove 8 = (P.,/2): Pr cen 
= Pel2P{. 

Se c è grande rispetto ad A, i traversi sono soggetti a uno sforzo di taglio assai maggiore di 7, 
che vale T,= Tc/h. Esso provoca un ulteriore scorrimento "i = xc[GA,h, che va aggiunto come 
terzo termine nella parentesi della (1577). 

(1**) In 7 occorre anche il termine 2J, perchè in questo caso i correnti non possono essere 
raticolati (nota 176). 
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Se i correnti sono ferri profilati, ad es. a C, i traversi sono costituiti 
da rettangoli di lamiera o da ferri profilati disposti di solito da entrambe le 
parti dei correnti (fig. 1811 d); per cui nella (1577) si usa il doppio di J, (181). 

e) Ottenuto il valore di P.,, è necessario calcolare o, = P.;/2A,, per 
assicurarsi che l’instabilità avvenga quando il comportamento è ancora 
elastico. Se ciò non accade, il valore dato dalle (1576), (1577) non è 
attendibile, e si deve usare uno dei procedimenti del n. 824 (ad es. quello 
del n. 824a) (es. 2045, 20465, 2047. 2052). 

Î) Nelle (1576), (1577) la parentesi che moltiplica P; al denominatore è pic- 
colissima, per cui il prodotto ha un valore sensibile soltanto se il fattore P; è 
grande. Perciò quando la trave è lunga e Px diminuisce, tale prodotto è piccolo e 
modifica pochissimo l’unità alla quale è sommato. Quindi P,, diventa circa uguale 
al numeratore Pz. Si suppone naturalmente che i campi siano molto numerosi, 
e quindi corti, altrimenti nella (1576) a tende a 90° e nella (1577) e è grande, e 
perciò la parentesi non è piccolissima. 


Esercizio 2045. — Palo a traliccio (fig. 1809a) a campi quadrati (c = A, 
a = 45°), di ferro cantonale di 40 x 40 x 4 mm (tanto i correnti che il traliccio), 
lungo 2 = 7,50 m, largo esternamente 30 cm, articolato alle estremità. 

Soluzione. a) Si ha A,= A;= 4, = 3,08 cmq, J,= 4,47 cmi. Il baricentro 
della sezione di un ferro dista 1,12 cm dai lembi esterni, per cui & = 30 — 2 - 1,12= 
= — 27,8cem. Quindi si ha 7=2- 4,47 + 3,08 - 27,82/2= 1199 cm', Px= 
= 7° - 2 106 - 1199/7502? = — 42100 kg. 

La (1576) dà 


42100 


rr rr rr rr rr—r—r——rr_—m—rs; i ne 41000 if. 
1+ 42100(2/2/2 - 105 - 3,08 + 1/2 - 108 - 3,08 - 1) 


er = 


La riduzione è di 2,5% rispetto a Pr. 

b) La 0, risulta 41000/2 - 3,08 = 6656 kg/emaq, per cui il valore trovato non 
è attendibile. Procedendo come nell’esrcizio 1947 si trova c,, = 6656 g. Anche 
se si prova il valore minimo (n. 824 a) g = 0,41, risulta 0, = 2729 kg/cmq, che è 
maggiore di c, = 2400 kg/cmq. Perciò si può ritenere (n. 282 è) che sia P., 
= 2400 - 2 - 3,08 = 14780 kg. 

Se il palo ha quattro correnti e la pianta quadrata, si ha P., = 29560 kg. 


Esercizio 2046. — Palo costituito da due correnti di ferro a [ N 20 e con lo 
stesso traliccio dell’esercizio 2045, disposto però dalle due parti (cioè applicato alle 
due ali) del ferro a [_. Lunghezza 1 = 8 m, larghezza esterna 25 cm. 

Soluzione. a) I correnti hanno A,= 32,2 cmq, J, = 148 cm'. Il baricentro 
della sezione di un ferro dista 2,0 cm dal lembo esterno, per cui ha = 25 — 2 - 2,0= 
= 21cm. Quindi si ha J= 2 - 148+ 32,2 - 212/2= 7396 cmî, Px=7?-2-109- 
* 7396/3800? = 228000 kg. 


..- (*) Per il calcolo delle chiodature dei pali del tipo Vierendeel caricati di punta si vedanoi 
volumi di F. BLEICH (nota 75), n. 40, e di J. RATZERSDORFER (nota 98), n. 75. 
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La (1576) dà 
228000 


P= 1————_—.——__4édt<.<d<(t€______—_—6 
1+ 228000(24/2/2 - 108 - 2 - 3,08 + 1/2 - 10% - 2 - 3,08) 


La riduzione è di 6,6% rispetto a Ps. 

b) La c., risulta 212900/2 - 32,2 = 3310 kg/emq > 0,. Perciò (es. 1947) si ha 
O: = 3310 p, e si trova che q è compreso fra 0,75 e 0,66 (182). Interpolando, risulta 
= 0,677, cui corrisponde c., = 3310 - 0,677 = 2240 kg/emq. Quindi P, = 
= 2240 - 2 - 32,2= -— 144000 kg. 


= 212900 kg . 


Esercizio 2047. — Idem, coi campi lunghi e = 80 em. 

Soluzione. Si ha tga = c/h= 80/21= 3,81, a = 1,314, sen a= 0,967, cosa = 
= 0,254. Quindi la (1576) dà 
228000 È 
Pa= 14 228000(1/2 - 108 - 2 -3,08 -0,967 -0,254°+ 1/2 -109-2-3,08 -3,81) — 170008 ly 


La riduzione è di 23,2% rispetto a Pe. 

Risulta ,, = 175000/2 - 32,2 = 2720 kg/emq > o,. La vera c, sarà 0c,, = 
= 2720 g. Procedendo come nell’esercizio 1947 b) si trova che q è compreso fra 
0,84 e 0,75; quindi, interpolando, risulta g = 0,799, cui corrisponde c,, = 
= 2173 kg/cmq, P., = 2173 - 2 - 32,2= 140000 kg. 


Esercizio 2048. - Lo stesso palo dell’esercizio 2045 ha il traliccio della 
fig. 1809 b) o c). 
Soluzione. Per quanto si è detto nel n. 838 c) si ha 
9 
B_= il = 41700 kg. 
1 + 42100(2/2/2 - 105 - 2 - 3,08) 


La riduzione è di 0,95% rispetto a Pe. 


Esercizio 2049. — Idem, col traliccio della fig. 1809 d). 
Soluzione. Si ha (n. 838 c) 


_ 42100 
7. 14 42100(2y/2/2 - 108 - 3,08) 
La riduzione è di 1,9% rispetto a Pe. 


= 41300 kg. 


Esercizio 2050. — Palo del tipo Vierendeel avente gli stessi correnti del palo 
dell’esercizio 2046 e le stesse dimensioni. I traversi di grossa lamiera, saldati ai 
correnti, si ritengono rigidi; la loro distanza è ce = 130 cm. 

Soluzione. a) Si ha ancora Pz = 228000 kg. Quindi la (1577), per Ja = co, dà 


228000 


Lui 1 + 228000(130?/24 - 2 - 10% - 148) — LErI00 lg a 


La riduzione è di 35,2% rispetto a Pz. 


('**) Usiamo per semplicità la tabella del n. 824a), mentre bisognerebbe invece calcolarne 
una apposita mediante la (1514), tenenuo conto delle caratteristiche a, è, E del ferro qui impiegato. 
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La c., risulta di 2295 kg/cmq, che è poco maggiore di c,. Quindi, ripetendo il 
calcolo dell’esercizio 1947, si trova P., poco minore di 147800 kg. 

b) Il carico critico di un corrente per il tratto c= 130 cm è P;= 
= 7° - 2 - 106 - 148/130? = 173000 kg. Lo sforzo assiale P.,/2 = 147800/2 = 
= 73900 kg è piccolo rispetto a Pf, per cui non è da temere l’instabilità dei tratti 
dei correnti, ed è superflua la divisione per 1 — f indicata nella nota 179. 

c) Il momento massimo del ferro a LL N 20 è J,,0, = 1911 em'. Quindi il carico 
critico del palo nel piano normale a quello del traliccio vale 72 - 2 - 108 - 2 » 
* 1911/800° = 118000 kg. Perciò occorre qualche vincolo che impedisca la flessione 
nel piano suddetto, che altrimenti avverrebbe prima dell’altra. 

d) Se la distanza dei traversi fosse c = 60 cm, si troverebbe P,, = 204400 kg, 
con la riduzione di 10,4% rispetto a Ps. 


Esercizio 2051. — Palo del tipo Vierendeel con traversi molto flessibili. 
Soluzione. Se J, è molto maggiore di J, e se c non è molto maggiore di h, 
nella (1577) si può trascurare il secondo termine nella parentesi rispetto al primo. 
Nel caso dei correnti a LL dell’esercizio 2046, di traversi a L di 40 x 40 x 4 mm 
distanti c = 60 cm, e con dimensioni del palo uguali a quelle dell’esercizio 2046, 
si ottiene 
228000 i 
Page Tg 228000(60 - 21/12 - 2 - 108 - 2 - 4,47) — SIASO Li » 
La riduzione è di 57,3% rispetto a Pe. 
In questo caso il risultato è attendibile, perchè o., = 97500/2 - 32,2 = 
= 1514 kg/emq < 0). 


Esercizio 2052. — Palo del tipo Vierendeel a campi quadrati (ce = h), con 
traversi della stessa sezione dei correnti (J, = J.). 

Soluzione. Se i correnti e i traversi sono costituiti da tubo di ferro avente 
d,= 5cmed;= 4cm,sihaJ,= 18,1 cm', A,= 7,07 cmq. Sel= 10m, c=h= 
= 30 cm, si ha anche 7 = 2 - 18,1 + 7,07 - 302/2= 3218 emi, Pr=ga?-2-105- 
* 3218/1000° = 63500 kg. 

Quindi in questo caso si ottiene 
63500 “ 
der TE 63500(30?/8 - 2 - 106 - 18,1) — GAROG Regia 
La riduzione è di 16,5% rispetto a Px. 

Risulta o, = 53000/2 - 7,07 = 3740 kg/emq > 0,. Quindi, ripetendo il pro- 
cedimento dell’esercizio 1947, g = 0,609, o,, = 2280 kg/cmq, P.,= si trova 
= — 32000 kg. 

Se il palo ha quattro montanti e la pianta è quadrata, siha P.,, = — 64000 kg. 


Esercizio 2053. — Un palo lungo 1= 8 mè costituito da due ferri a T ad 
anima bassa di 200 x 100 x 16 mm, con le ali accostate (fig. 1812) di tanto da 
poter interporre dei rettangoli di lamiera di spessore s = 20 mm e distanti tra. 
loro c = 100 cm. 
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Soluzione. Il palo è una specie di trave Vierendeel coi traversi 
cortissimi, e e quindi di rigidezza praticamente infinita. 
Si ha J,= 277 em', A,= 45,4 cmq. Il baricentro della sezione 
di un ferro dista 2,14 cm dalla faccia esterna dell’ala, per cui R = 
=2,0+2- 2,14= 6,28 em. Quindi si ha 7= 2 - 277+ 45,4 - 6,282/2= 
1449 em', Pr= 7? -2-106 - 1449/8002 = 44690 cm£f. 
Per k/J,= 0 la (1577) dà 


— 44690 
1 + 44690(100°/24 + 2 + 108 - 277) 


La riduzione è di 3,2% rispetto a Pa. 


Po = 


= 43240 kg, 


839. Instabilità delle strutture reticolari. 
Fig. 1812. 

Come si è detto nel n. 838 a), lo studio semplice delle travi a tra- 
liccio caricate di punta tenendo conto del taglio, come per le travi a parete piena, 
dà risultati soddisfacenti solo nel caso di molti campi, perchè soltanto allora le 
prime si approssimano alle seconde e hanno come queste una deformata pressochè 
continua. 

Risultati esatti si ottengono in ogni caso applicando invece la teoria generale 
della stabilità delle strutture reticolari (15°). Ci limitiamo a un breve cenno di questa 
teoria, il cui impiego presenta notevoli difficoltà. 

a) Consideriamo da prima un caso molto semplice, che può dare l’idea di ciò 
che accade nel caso generale e che si presta a uno studio elementare e diretto. 

Si abbia una struttura (fig. 1813 a) costituita da 
un’asta verticale e una obliqua, articolate tra loro e 
col suolo, e agisca un carico verticale P nel nodo 0. 
Se supponiamo che la prima sia rigida, cioè che sia 
trascurabile il suo accorciamento dovuto a P (che non 
ha influenza sul valore di P., (184)), al crescere di P 
essa si conserva verticale; tuttavia quando P raggiun- 
ge un certo valore P.,, diventa possibile uno sposta- 
mento laterale di C. Se questo è ò (fig. 1813 b), l'asta 
l, si allunga di 41, = ò cos a, cui corrisponde lo sforzo Fig. 1813. 

S,= E;A;Al/l, = E,A;ò cos a/l,, di componente oriz- 
zontale H = S, cosa = E,A,d cos a/l,. Questa configurazione è anche essa equi- 
librata se 


Hl= Pò, ossia se E,A;lò cost a/l, = PÒ , 


(°**) R. v. MISES: Ueber die Stabilititsprobleme der Elastizitàtstheorie, « Zs. f. angew. Math. n. 
Mech. », 1923, pagg. 406-422. Questa teoria è svolta estesamente nella memoria di R. v. MISES e 
J. RATZERSDORFER: Die Knicksicherheit von Fachwerken, « Idem », 1925, pagg. 218-285, e nel $ 18 
del volume già citato (nota 98) di J. RATZERSDORFER. 

(1) Questo accorciamento fa sì che C cominci a spostarsi lateralmente anche per piccoli valori 
di P; così che P.y non provoca l’instabilità improvvisa, bensì fa crescere illimitatamente lo sposta- 
mento ò (cfr. il n. 814). La nostra ipotesi equivale a pensare di collegare le due aste quando quella 


‘verticale è già accorciata per effetto di P,,. 


3 
i 


DARA 


Lilia retitazza 
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da cui (185) (155) 
(1578) P.,= E,A,jl cost a/l, = EA, sena cosa . 


Se A, è poco diversa da A, se E, = E e se a non è prossimo a 0 o a 90°, P., 
è dell'ordine di grandezza di EA, e quindi la c,, = P.,/A è dell'ordine di grandezza 
di E, ossia è enormemente grande. Affinchè P., e c., abbiano valori pratici, occorre 
che A, o E, siano molto piccoli rispetto ad A o a E, oppure che a sia prossimo a 
0 0a 900. 

Sia in questo caso semplice, come pure nel caso generale (n. 839 b), l’instabi- 
lità si manifesta dunque con spostamenti dei nodi che crescono anche se P non 
cresce oltre P.,, e che sono dovuti alle variazioni di 
lunghezza delle aste. La compagine della struttura si 
modifica, finchè questa si sfascia. 

Se le aste non sono numerose, il valore di P,, è di 
solito molto elevato, causa la piccola deformabilità a 
trazione o a compressione (Cap. XX, nota 8). Però 
nelle strutture con molte aste si può avere l’instabilità 
anche per valori non esagerati del carico (n. 839 c). 

b) Vediamo ora brevemente in che cosa consiste il 
metodo generale. 

Data una struttura reticolare piana con le aste arti- 
colate tra loro nei nodi e soggetta a carichi agenti nei nodi stessi, siano 1;, e a,x 
le lunghezze dell’asta generica che unisce i nodi i e % prima e dopo la deformazione 
della struttura, a;, l'angolo (fig. 1814) che l’asta ix fa con l’asse x orizzontale 
dopo la deformazione (397), A;x, E; le caratteristiche dell'asta e X,, Y, le compo- 
nenti della forza esterna agente nel nodo generico %. 

La dilatazione dell’asta 7; è ex = (dx — lix) : Lx, per cui lo sforzo è S,j = 
= EsA(dg — lg) : Lx. Quindi le equazioni di equilibrio del nodo generico % 
sono 


(a) “4 
a 
DI notato — la) sen a,— Y,=0, 
\ i ik 


essendo le sommatorie estese a tutte le aste che uniscono % ai nodi i circostanti. 


(1%) La (1578) non differisce dalla (d) dell’esercizio 1896, cioè P,- = c;l, perchè nel nostro caso 
la reazione orizzontale c, opposta dall’asta l, quando ò = 1 è c, = EA; cos?e/l,. Inoltre la (1578) 
e la (d) suddetta sono ottenute nello stesso modo. 

(1) Si ottiene un risultato più esatto tenendo conto dell'aumento che subisce la compressione 
dell’asta verticale per effetto della componente verticale di S;. In tal modo risulta 


_ _EiA1sena cos? a 
cani ST 1+(E;A)/EA4)sen3a * 


Tuttavia (come osserviamo nel testo) EA; dev'essere molto piccolo rispetto a EA, oppure a 
dev'essere piccolissimo; per cui il denominatore è pochissimo maggiore di 1. Quindi la (1578) è 
sufficientemente approssimata. 

('**’) Per le varie direzioni delle aste concorrenti in #, gli angoli s'intendono misurati come in- 
dica la fig. 1814. Sono così giustificati i segni meno di X, e Y, nelle (a), nonchè i segni dei vari 
termini nelle (c). 
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L'equilibrio della configurazione deformata è indifferente se sussiste anche 
facendola variare di pochissimo, senza che varino le forze esterne X, Y. In questa 
variazione le coordinate x, y dei nodi subiscono dei piccoli incrementi dr, dy. 
mentre le lunghezze a,;. e gli angoli a;x subiscono degli incrementi da, dar, 
Perciò l'equilibrio è indifferente se le equazioni (a) valgono ancora quando si so- 
stituiscono a,, e a; con a;x + da; e ax + da;x. Sottraendo poi le (a) dalle (a) 
così modificate (ciò che equivale a differenziare le (a) con X, Y costanti), si otten- 
gono le equazioni che esprimono l'indifferenza dell’equilibrio: 


EsAirz(dix — lie) 


DI EA cos Ax da;x — sen d;x0a;x = 0 
E 


t) ik i lix 
(5) ExA; EA;z(adix — lix) 
z pa È sen Q;x 0a; + PI esibiti cos ad; da; = 0. 
Î 1 (7.4 


Mediante semplici considerazioni geometriche, si esprimono gli incrementi 


da; © da;x mediante gli incrementi dr e dy delle coordinate dei nodi, e si ottengono 
le relazioni 


| da; = (dx — dr;) cos dix + (dv: — dy;) sen Ai 
| dax=[— (dr, — dr) sen ax + (dvx — dY;) COS az] : Gir + 


Infine, si sostituiscono queste espressioni nelle (b) e si ottiene un sistema di 
2n equazioni (n numero dei nodi) lineari omogenee con le 2n incognite dr e dy. 
Affinchè esso sia soddisfatto per valori non nulli delle incognite, dev’essere nullo 
il determinante dei coefficienti; ciò che fornisce la condizione d’instabilità, che de- 
termina i valori critici dei carichi (i 
quali figurano nelle lunghezze defor- 
mate a e negli angoli a dopo la defor- 
mazione) 

Concettualmente, il metodo è dun- 

Fig. 1815. que abbastanza semplice. In pratica 

però il procedimento è assai delicato, 

e anche in casi semplici è molto laborioso (188). Inoltre difficilmente l’intuizione 

può far prevedere l’ordine di grandezza dei risultati, per cui non è facile ricono- 
scere gli eventuali errori. 

Il metodo si estende in modo del tutto analogo aile strutture reticolari nello 
spazio. 

e) Applicando il metodo generale suddetto al caso della fig. 1815 (qui n come 
nella figura), si ottiene (189) (E, A caratteristiche dei correnti, E’, A’ delle diagonali) 


(e) 


k 2 ET 
(1579) Pa = bia” Ti ’ 
. dove 
4n- 2 a = ( n UA 
k=( x tei). i 2ig iz cos i), 
EA 1 > Ah? 1 
OT FA Zoo a sii i L=(n- 3} 


(!**) Alcuni casi sono studiati nei nn. 58-63 del volume di J. RATZERSDORFER già citate 
nota 98). 


(*#*) V. la pag. 189 del volume citato nella nota 188. 
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{L è la media delle lunghezze dei due correnti). I coefficienti X e 7 dipendono sol- 
tanto dal numero n dei campi, mentre © dipende dal rapporto delle caratteristiche 
delle aste e da a. Per diversi valori di n si ha 


n= 1 2 3 4 5 10 c0 
k = c° 1,216 1,070 1,035 1,020 1,004 1 
4 = 4 0,6667 0,3167 0,1778 0,1125 0,0269 () 
Se n è abbastanza grande, si ha (cos? a = 12/4172, 1/2 = h?/sen? a) 
inc a. EA _ a Edda? si NEAK/2, 1 . 
4n® E'A’2 così a n° E'A’21? cosa nl? E'A' cos a sen? a 


La prima frazione è P:= — 2EJ/L?; inoltre X = — 1. Quindi la (1579) diventa la 
(1576), senza il secondo termine della parentesi (in armonia col tipo di traliccio 
della fig. 1815, n. 838 c); ciò che conferma l’attendibilità del metodo approssimato 
del n. 838 quando n è grande (199), 

Sostituendo l’espressione di ©, la (1579) si può scrivere 


KE'A'2 così a , EAK]2 
FA cos a+ XE4A° Ti: 


(1579,) Py 


Se le diagonali sono molto più esili dei correnti, nel denominatore della prima fra. 
zione della (1579,) si può trascurare il primo termine rispetto al secondo. Se inoltre 
n è abbastanza grande, si ha 4 = —1, /= — 2?/4n, L= nl. Quindi si 
ottiene (191) 

2 


1 h 13 V’? sen? a 
P.,,= © —— E'A'cosant-- = 4R'1'— Bel 
er 74? A’costaa E 4E'A g73 098 0 — 


= E'A'cosasen?a. 


Perciò se le diagonali sono esili, la stabilità è limitata soltanto 
dalla rigidezza di queste ed è indipendente da n. 

Se le diagonali sono molto più rigide dei correnti, si ha © = — 0 
e la (1579) diventa P., = ka?EJ/L?. Se inoltre n è abbastanza gran- 
de, siha X= — le risulta P.,= a2EJ/L*? = Pi (come se la trave 
fosse a parete piena) (192). 


Esercizio 2054. — Un palo di ferro tubolare di diametri d, = 
= 20 cm, d; = 18 cm, alto / = 6,80 m, è articolato al suolo in B 
ed è mantenuto verticale da quattro tiranti di ferro tondo di 10 mm 
di diametro, concorrenti in A e aventi il piede C distante 1,70 m da 
B (fig. 1816). Sl 


(1°) Nel nostro caso si ha J = A4h?/2 invece dell’espressione (a) del n. 838 a). Ciò è dovuto alla 
mancanza di continuità dei correnti (nota 176). 

(191) Lo stesso risultato si ottiene in questo caso anche dalla (1576) (senza il secondo termine 
della parentesi). Infatti, se si divide la (1576) sopra e sotto per P,, il numeratore diventa 1 e il de- 
nominatore diventa 1/Py + 1/E‘'A’ cosa sen? a (l’angolo a della fig. 1815 è complementare di quello 
della fig. 1810). Se E'A4’ è molto piccolo, 1/P, diventa trascurabile rispetto al secondo termine, 
e risulta P,, = 1: (1/E'4’ cosa sen? a)= EA’ cos a sen? a. È dunque ancora confermata l’attendi- 
bilità della (1576). 

('*?) Anche la (1576) dà lo stesso risultato, perchè in questo caso il secondo termine nel deno- 
minatore diventa trascurabile rispetto a 1, e risulta P.,,= Py. 
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Soluzione. a) Si ha tg a = 6.80/1,70= 4, a = 1,326, sena = 0,9702, cosa = 
= 0,2424. La sezione dei tiranti è A, = 0,785 cmq; la sezione del palo ha 
4 = 59,7 cmq, J = 2700cm'. 

La (1578) dà 


P.r = 2,1 - 105 - 0,785 - 0,9702 - 0,2424° — 93960 kg , 


cui corrisponde c,, = 93960/59,7 = 1570 kg/emq. 
Il carico critico di Eulero del palo è 
2,1 - 108 - 2700 


; 2 S — 19 : 
Pe= 680? 121000 kg . 


Questo valore è attendibile, perchè o: = 121000/59,7 = 2027 kg/emq. 

Avviene prima l'instabilità considerata nel n. 838 a), perchè P., < Pa. 

b) Se si ripete il calcolo considerando l'instabilità in uno dei piani bisettori 
degli angoli CBC (tga= 5,656 e 24, invece di A,), si trova P,, = 98400 kg; 
per cui si manifesta prima l'instabilità considerata in a). 

c) Se i tiranti avessero 12 mm di diametro, risulterebbe P,, = 135000 kg, 
che è maggiore di P,. Quindi il palo diventerebbe invece instabile per carico di 
punta quando P = P. = 121000 kg. 


Esercizio 2055. — Calcolare P,, nel caso della fig. 1817, essendo 2’A’/ = EA. 
Soluzione. a) Si ha n = 2, k = 1,216, 7 = 0,6667, © = 4. Quindi la (1579) 
dà 

I, 


D) 9 
= TE 0,66 = 0,55 EA. 


16 s EA(W3/2)? : 2 
aa” (150° — 


Questo valore è elevatissimo, perchè gli corrisponde 
Fig. 1817. 0, = 0,275 E. 

b) Nel caso di un solo elemento triangolare 012 (n = 1), si ha X = co e quindi 

a (1579) dà P., = co; ciò che è naturale, perchè in questo caso la struttura non 

- ui (si fa astrazione dall’instabilità dell’asta 02 per carico di punta). 


840. Instabilità delle strutture a telaio. 


a) Anche per lo studio della stabilità di queste strut- 
ture esiste una teoria generale (198), che però è ancora 
più complessa di quella delle strutture reticolari. Perciò 
dobbiamo limitarci a riportare alcuni risultati relativi a 
casi semplici e a discuterli in alcuni casi particolari. 

In certi casi è possibile anche lo studio diretto, che 
può riuscire abbastanza semplice. Oltre ai casi studiati 


negli esercizi 359, 1968-1973, studieremo in modo diretto 5) È Porto, 
qualche altro caso negli esercizi 2056-2061. RE 
b) Nel caso dei telai costituiti da aste uguali disposte Fig. 1818. ? 


(*?) Si vedano i $$ 19-23 del voiume di J. RATZERSDORFER già citato (nota 98). 
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secondo gli n lati di un poligono regolare (fig. 1818 a), compressi da forze P uguali 
j e radiali agenti nei vertici, la teoria generale dà risultati molto semplici. Il valore 
i critico dello sforzo normale N nelle travi è dato da (il triangolo fa eccezione (19)) 


a 1 E 
i (1580) No=ga® -! (per n © 4) 
i 3,6, E i 
i (1580,) Ne de n° i = 1,51 2? i (per n = 3). 


Per dedurre anche P.,,, si ha (fig. 1818 b) P/2 


/2= N sen 1809/27; 
per cui 


il 9 DA 800 
i (1581) Pa = 2 n° E sen DE (per n > 4) 
(1581,) P.,, = 3,027? =) sen 60° = 2,627? ne (per n = 3), 


È evidente l’analogia col caso dell’anello circolare compresso 
radialmente e uniformemente dall’esterno (n. 844). Se dalla (1595) 
che dà il valore critico di g si deduce N,,, si ha (91) N, = 

Fig. 1820 = Qot = 3EJ/r®= 47?-3EJ/47*?= 121?EJ/L?, essendo L= 2 

la circonferenza dell’anello. Invece la (1580) si può scrivere 
N. = 16r°EJ/L*, essendo L= nl il perimetro del telaio. La differenza (12 invece 
di 16) è dovuta allo stesso motivo indicato nel n. 844 b). 

c) Il risultato è semplice anche nel caso dei telai a due piedritti e a più piani 
(o nel caso delle travi Vierendeel) vincolati come nella fig. 1820, se i traversi sono 
i rigidi (J’ = co). Il valore critico del carico P/2 agente su ciascun corrente è 
I dato da (195) 


| (1582) (5) = ce? DI PI 
"| (4 


12 


i dove il coefficiente e è determinato dall’equazione d’instabilità 


i 

' x 1— cosa/n — sene 4.J 0? Ji 
Il 582 —_—— —_e-_= —*— * = —_ 
i (1582) dos Tin — cose e Ah" (h/2)? \e 7) 


(°*) Il comportamento del telaio per n = 3 è diverso dal comportamento 
per n S 4. Pern= 4 il telaio può rimanere quadrato, mentre le quattro travi 
si deformano come nella fig. 1819 a) senza che si ostacolino tra loro (cfr. la 
fig. 469); per cui si la N,,= x°EJ/?. Oppure il telaio si sfianca (fig. 1819 b) 
diventando un rombo; ma anche in questo caso si ha N, = 12£J/1?, perchè 
ogni trave si trova nelle condizioni della trave SalParenilzia 358. Pern® 5 
occorre la N,, minima se il telaio cede sfiancandosi (come fa l’anello del 
n. 844 a che si ovalizza), e si ha N, < a?EJ/1?. Invece nel caso del triangolo 
(n = 3) lo sfiancamento non è possibile: inoltre le tre travi devono inflettersi 
due in dentro e una in fuori (fig. 1819 c) o due in fuor 'e una in dentro, per 
cui le prime due si ostacolano tra loro. Quindi è naturale che sia N. > 12EJ/1? 
{è circa una volta e mezzo). 

(!*) V. la pag. 214 del volume citato (nota 98) di J. RATZERSDORFER. Fig. 1819. 
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Il fattore c della (1582), che per & molto maggiore di o tende a 7 qualunque 
sia il numero n dei campi, diminuisce al diminuire di 4/0, e tanto più quanto mag- 
giore è n (199). 

Se n è abbastanza grande, si ha anche, con sufficiente approssimazione (197), 


2EJ[L? 
14 a2Ah2/48n2J 


(1583) Per (L= nl, J=2J+ Ah?/2) 


Nel caso generale dei traversi elastici, l'equazione d’instabilità che determina 
il coefficiente c della (1582) è semplice per n = 2: 


e tge 4.J EJh 
(1699) e © AN 6ETI 

Esercizio 2036. — Studiare la struttura della fig. 1821 a). 

Soluzione. Le due travi (uguali) si deforimano in modo da non ostacolarsi 
tra loro nel vertice. Perciò si ha N,, = 7227/02, P.,, = 2N,, sen a. 


Esercizio 2057. — Idem, nel caso della fig. 1821 b). 
Soluzione. Anche in questo caso le due travi non si ostacolano tra loro nel 
vertice. Perciò si ha (401) N.,, = 272£J/0?, P., = 2N,, sen a. 


Fig. 1821. 


Esercizio 2058. — Idem, nel caso della fig. 1822 a). 
Soluzione. a) Decomponiamo P nei due sforzi N, ed N, come se le due travi 
fossero articolate tra loro. Dal triangolo di equilibrio (fig. 1822 b) si ha 


COS Ya 


sen (Y1 + Y2) ’ 


cos Yi 


N, _ sen(90°— y») 
sen (Y1+ Y2) i 


È , da cui N=P 
P sen (Y1 + Ya) slot i 


Ns P 


(1°) Ciò è dovuto al fatto che quando i traversi sono molto corti,i momenti dello stesso verso 
che i correnti trasmettono ai traversi fanno sì che uno dei piedritti sia compreso con N > P/2 
e l’altro con N < P/2. Questa diminuzione di stabilità sembra in contrasto con l’osservazione fatta 
in d) degli esercizi 2059, 2060; ma in tali esercizi si suppone che la trave orizzontale sia lunga (A 
ed 2 della fig. 1823 corrispondono a Ze A della fig. 1820). 

(*) L'influenza di 4/ e di n su P,, che appare dalla (1583) sembra in contrasto con l’infiuenza 
che hanno su c della (1582); ma qui figurano J invece di J ed L = nl invece di l. 
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L’angolo di cui ruotano le estremità C delle due travi (fig. 1822 c) è dato 
dalle (1534): 
A l 
= —2_ 2Mf(al)= —- 2(- M)f(ag), 
P 6E,J, fi(a,l,) 6E,I, ( VACAA) 


dove af = N,/E;J,, af = Ny/E,J,. L’uguaglianza delle due rotazioni sussiste 
anche per valori non nulli di M se è soddisfatta l’equazione d’instabilità 
f(01l) EJ la 


li __ di ì 
Ego = — phi» csi riali —— FAh' 


dovee = agly/a,l, = (lst) V(Ny/EJa) : (NJEJ,) = 1)}VE;7, co cos 7/,/Ey, c08 Ya. 
Ricavato per tentativi il valore di a,l, = %, si ba N,,- = aîZ,J, = k°E;J,/lî. 
Quindi si ottiene P,, = X°(E,J,/lî) sen (Y1 + Ya) | C08 Ya. 
b) Se Ej= E,= E, J,=J,=J, y;= 45°, ya = 30°, si ha I, sen 450 = 
= I, sen 30°, da cui ,=1,/2, e quindi e = /2/cos 45°/cos 30° = vVEVVIVE V3= 
4 —T— 
= V8/3 = 1,278; per cui rr d’instabilità diventa 


__h( (CRLSI 4/07 
Î(1,27 Da udilliinl 


Per ridurre il numero dei tentativi, osserviamo che la trave /, più lunga è 
meno stabile della trave 7,, per cui la 7, trascina con sè la Z,. Ne segue che dev'essere 
al, < x e asl, = 1,278 ail, > x. Dopo alcuni tentativi si trova che l'equazione 
è soddisfatta da a,l, = 2,735. Quindi si ottiene 


N, = 2,7352EJ/ = 7,48EJ/I}, N, 5 = (1,278 - 2,735)2EJ/3 = 12,22EJ/I} ; 
2 sen 750,7 0,966 170 _ n 
Par = Ni er cos 300 ® 748 0,866 E/8 = 8,34EINE. 


Esercizio 2059. — Determinare P., nel caso del portale della fig. 1823 a) 
avente la trave orizzontale molto rigida. 

Soluzione. a) Se 1 è abbastanza grande, si può Pia U 
ammettere che P si scarichi tutto sul piedritto di 
sinistra. Perciò l’equilibrio della trave / (fig. 1823 b) 7, 
richiede che i due momenti 3 siano uguali e coi versi J 
indicati (198). 

Nel piedritto di sinistra si ha 


M,=-Py+Hx—- M, 
e quindi, essendo y = f— 7, y' =— n°”, a = P/EJ, 
6,= H/EJ, 0m= M/EJ, 
EJy'=+ M,=-Py+Hxr—- M, 
y=— GY+ 01 — bm 


L’integrale generale 
y= C;, sen ar + 0, cos ar + (0,/a?)x — 0/a 
tenuto conto delle condizioni y = 0, y = 0 per x = 0, diventa 


Fig. 1823. 


y = (0,/a)(ar — sen ar) — (0,/a?)(1 — cos ar). 


(*) Non deve stupire il verso di M nel piedrito di sinistra, dato il verso della 7. 
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Considerando il piedritto di destra, si ha (es. 533) f = H78/12ZJ, per cui 
0, = 12}/h8. Quindi, tenendo conto delle condizioni y=0, y=jf per x =h, 
si ottiene la relazione 


da cui l’equazione d’instabilità (8 = ah) 
* sen f = 12 sen f(f — sen f) — 12(1 — cos Ba. 
Per tentativi si trova che è soddisfatta per ff = 4,407, per cui 
P.,, = 19,4EJ/h?. 


b) Se agissero due carichi P, uno su ogni piedritto, si avrebbe (es. 358) 
P., = n°EJ/h® = 9,87EJ/h?. Giova osservare che il valore trovato è poco minore 
del doppio di questo valore (2 - 9,87 = 19,74); ossia il valore critico del carico 
agente su un solo piedritto è quasi doppio del valore critico dei carichi agenti sui 
due piedritti (sarebbe il doppio se le deformate dei due piedritti fossero uguali). 


Esercizio 2060. — Idem, nel caso della fig. 1824. 
Soluzione. a) Si procede come nell'esercizio 2059. Però in luogo della condizione 
y = 0 per £ = » si ha la condizione di equilibrio alla 
1 rotazione del piedritto sinistro intorno alla cerniera alla 
base, cioè Hh — Pî- M= 0. 
L'equazione d’instabilità in questo caso risulta 
#3 = 3(P — sen f) — f(3 — f?)(1— cos f) , 
ed è soddisfatta da f = ah = 2,204. Quindi si ottiene 
Fig. 1824 Pi = 4,86EJ/he . 


bo 


ennio 


b) Se agissero due carichi P, uno su ogni piedritto, si avrebbe P,, = 
= (7°/4)EJ/h? = 2,47EJ/h?. Anche in questo caso il valore trovato è poco minore 
del doppio (2 - 2,47 = 4,94). 


Esercizio 2061. — Nel caso della fig. 1823 a) la trave orizzontale ha lo stesso 
peso elastico dei piedritti (1/E,7, = WEJ). 

Soluzione. a) Se agissero due carichi P, uno su ogni piedritto, si avrebbe 
(es. 1973) P., = 7,38EJ/h?. Per quanto si è osservato nei due esercizi precedenti 
in bd), si può ritenere che sia P,, = — 14EJ/h? (se la trave è abbastanza lunga). 

b) Nel caso delle cerniere alla base, si ha (es. 1972) P., = — 3,42J/h?. 


Esercizio 2062. — Telaio a triangolo equilatero costituito da ferri a [ N 10, 
1 = 1,80 m, disposti con l’anima normale al piano del telaio. 
Soluzione. Si ha J = 29,3 cm', A = 13,5 cmq. La (1580,) dà 


Nar = 1,512? - 2,1 - 10° + 29,3/180? = 28300 kg . 


Risulta o,, = 28300/13,5 = 2100 kg/emq = = 0, per cui N,, è attendibile. 
Si ha poi P,, = 2N., sen 60° = 2 - 28300 - 0,866 = 49000 kg. 


erro ii 
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Esercizio 2063. —. Telaio quadrato di tubo di ferro avente d, = 8 cm, 
d;,= 6cm, 1 = 2,50 m. 
Soluzione. Si ha J = 7(4' — 34): 4 = 137,4 cm*, A = 22,0 cmq. La (1580) 
dà 
N, = 2° - 2,1 - 1056 - 137,4/250® = 45600 kg. (0, = 2073 kg/emq) 


Si ha poi P,, = 2N,, sen 45° = 456002 = 64500 kg. 


Esercizio 2064. — Telaio esagonale con travi di cemento armato di sezione 
quadrata di 20 cm di lato, 1 = 4 m. 

Soluzione. Se l'armatura è costituita da 4 ferri di 14 mm, si ha J = 
= — 16800 cm', A,, = — 460 cmq. La (1580) dà (£ basso perchè c., è alta) 


N., = (16/62)22 - 1,5 - 105 - 16800/4002? = 69000 kg. (0, = 150 kg/cmq) 
Si ha poi P., = 2- 69000 sen 30° = 69000 kg. 


Esercizio 2065. — Telaio della fig. 1820, con J’ = co. Studiare il caso di 
n= ]l. 
Soluzione. La (1582,) diventa 


b 2 
2 .sene_  4J _ 4(2). 
\ n, } 


— 1— cose e ART 


Se A = 200 - 100 - 49, il secondo membro diventa 0,01 - 0,04 - 0,25, e l’equa- 
zione è soddisfatta rispettivamente da ce = 6,22 - 6,04 - 5,14. Quindi la (1582) 
dà (P/2),, = 38,7 - 36,5 - 26,4 - EJ/I?. 


Esercizio 2066. — Idem. Studiare il caso di n = 2. 
Soluzione. La (1582,) diventa 


Se Jo + co, si ha c= x, (P/2),, = rEI/. 
Se h = 100 - 40, l'equazione è soddisfatta da c = 3,02 - 2,57. Quindi la (1582) 
dà (P/2),, = 9,12 - 6,60 - E//R2. 


Esercizio 2067. — Idem. Studiare il caso di n = 3. 
Soluzione. La (1582,) diventa 


0,5 . sen e _ 03 
= G = +(4) 


Se h = 100 - 49, l'equazione è soddisfatta da ce = 2,81 - 1,996. Quindi la (1582) 
dà (P/2),, = 7,90 - 3,98 - EJ/I. 


Esercizio 2068. — Idem. Studiare il caso di n = 6. 
Soluzione. La (1582,) diventa 


6 2 
__0,1340. _sen e: 4 (4) È 
0,8660 — cos c e h 
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Se A = 100 - 40, l'equazione è soddisfatta da c = 2,10 - 1,12. Quindi la (1582) 
dà (P/2),y = 4,41 - 1,25 - EJ/R. 


Esercizio 2069. — Usare la (1583) nel caso di n = 6, È = 100. 
Soluzione. a) Ponendo J/A = 0°, la (1583) dà 


_ n .EJ _ n EJ 9 EI 
© 1+ n°h?/48n°0® I° 14 a? - 100/48 - 6° I? 


P 


Per giudicare l’approssimazione, trasformiamo il risultato dell’esercizio 2068. 
Si ha J= 27 + A4h?/2= 2J(1+ k2/49°) = 52J, da cui J = J/52. Inoltre R = 
L?/6?. Quindi si può scrivere 


EJ 


Pad + AA 52 ‘I° E 


er 


L’errore dato dalla (1853) in questo caso è di 3,0%. 


Esercizio 2070. — Un telaio di cemento armato a due piani ha i traversi uguali 
ai correnti, di sezione quadrata di 20 cm di lato, ed è 41 =/= 4 m. 
Soluzione. Si ha o = 5,8 cm, 4J/Ah?® = 49*/h® = 4 - 5,82/400? = 0,00084. Perciò 
la (1584) diventa 
tge 1 


= = — 0,00084 — 


P (desde 0,1675 


ed è soddisfatta da e = 2,715. Quindi si ottiene 
P P.r= 2 2,715°EJ/I? = 14,74EJ/l?. 
Assumendo E = 1,5 - 10° kg/cmq, risulta P,, = 184000 kg. 


841. Le molle elicoidali caricate di punta. 


L Anche le molle elicoidali soggette a compressione possono, come 
le travi, divenire instabili per flessione laterale (fig. 1825) (199). Il 
problema si studia nel modo più semplice usando la formula di Eu- 
lero valida per le travi e sostituendo EJ con la rigidezza a flessione 
B* delle molle, che trovammo nell’esercizio 940 (29). Occorre inoltre 
mettere in conto non la lunghezza iniziale Ly, bensì la lunghezza L- 

P dopo l’accorciamento, perchè L, quando ha inizio l’instabilità, può- 

Fig. 1825, essere notevolmente minore di Ly. 


(1?) A questo inconveniente si rimedia, quando sia possibile, guidando la molla, esternamente: 
e internamente, in modo da impedire che s’infletta. Quando per ragioni costruttive ciò non sia. 
possibile, è necessario conoscere il valore di P,, e caricare con P < Ps. 

(**) Nella mia memoria: La stabilità dell’equilibrio elastico nelle molle elicoidali, « Annali d.. 
Lav. Pubbl. », 1929, fasc. 8°, il problema è studiato mediante il criterio energetico, e in modo molto 
più particolareggiato. Indicaziuni bibliografiche sull'argomento si trovano a pag. 165 del volume 
citato (nota 80) di S. TIMOSHENKO. A queste aggiungiamo la prima di sei note di J. A. HARINGKX: 
On highly compressible helical springs ecc., « Philips research laboratories », Eindhoven, 1948-1949» 
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a) La rigidezza equivalente di una molla inflessa è data dalla (d) dell’esercizio 
940: e G 

9 
(a) B+ 2 sen £ 


1/B, + sen?e/B, + cos?e/0 * 


dove & è l’angolo d’inclinazione del filetto quando la lunghezza è Z. Nel caso del 
filetto di sezione circolare, il denominatore della (a) si riduce a (2 + v cos? e) ;: EJ; 
per cui 


2 sen £ 
i ci ia 
(4,) sb EJ . 
Quindi le (407) diventano 
i _ EI. _ 9 ) 
(1585) Pa = Qae Tr Sn 8, (a = i Goafi 


essendo c = 0,25 - 1 - 2 - 4 nelle quattro tipiche condizioni di vincolo (n. 276 d). 

Si noti che se e = 900 si ha a = lela (1585) s’identifica con le (407), in ar- 
monia col fatto che il filetto diventa rettilineo. 

b) Per conoscere L all’inizio dell’instabilità si potrebbe procedere per succes- 
sive approssimazioni, introducendo da prima nella (1585) L, ed e, e calcolando un 
primo valore approssimato di P,,, mediante il quale si calcolano l’accorciamento 
Òr ed L=Ln— Ò., (approssimati). Si ripete il calcolo di P,, mediante questo L, 
e così via fino alla convergenza. 

Tuttavia conviene determinare direttamente L vero (2), calcolando dx 
mediante la (779), nella quale s’introduce per P l’espressione (1585): 


IN 2 
Or = PR(- > 4 È ca 9°) = aca? 2 sen 8 + Ra rt v 008° 8 Er do, 


ossia (/ lunghezza del filetto; Zsen e = L) (2°?) 


R? 14 cose 
3 —_ _H — = 7 a, 
(1586) da =L- L= fer. (8 ale fi 
Si ottiene così un’equazione di secondo grado che determina L(8, = fe): 
(1587) L*-LL+f,R°=0, dacui L,L"=0,5L, + 0,5VLi— 4,3. 


La maggiore L’ delle due radici è L,, (2°) (29). Usando questo valore nella (15853) 
si ottiene P.,. 

e) Per la valutazione numerica dei coefficienti a e f osserviamo che in pratica 
cos e = — cos £ è compreso fra l e 0,95 (al disotto di 0,95 si scende raramente, 


(**!) O. BELLUZZI: Prove eseguite su molle elicoidali soggette a carico di punta, « Annali d. Lav. 
Pubbl. », 1930, fasc. 1°. 

(#*) Il valore dell’accorciamento ò,, che la molla ha subito all’inizio dell'instabilità non dipende 
da E e da J. Perciò la (1586) è particolarmente utile per la verifica sperimentale dei risultati teo- 
rici, poichè elimina le incertezze dipendenti dalla malsicura conoscenza di E e di J. 

(#3) La radice minore L’’ è la lunghezza che bisogna raggiungere (aumentando P oltre Px® 
impedendo la flessione) affinchè l’equilibrio ridiventi stabile (v. la memoria citata nella nota 201 ) 

(3%) Affinchè le radici siano reali, dev’essere Lo > 2V7R. Se Lo è minore, la molla non può 
diventare instabile, nemmeno se si comprime fino a portare i filetti a contatto. 
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.corrispondendo a molle aventi il passo circa uguale al diametro medio della molla). 
Per tali valori estremi risulta (v = 0,3) a = 0,87, fl = 11,16 e a=0,88, 
b = 11,04. Quindi si può assumere mediamente a = 0,875, fo) = 11,1; e pertanto 
-si ha 

(1585,), (1586) P.,=8,6c(EJ/L?)sene, dò, = 11,1eR?/L . 


d) Nel caso del filetto quadrato di lato a, per le (177), (161) si ha C= Ga'/7,114 = 
= 6EJ/7,114(1+ »), e quindi 
2 sen € 


* 
(aa) E*= Twuis4 LISG) cosa !* - 


Perciò le espressioni di a e f diventano 


È ca 2 B'= 1 + (0,186 + 1,186) cos? eo 
© 7 34 (0,186 + 1,186») cost e ’ 7 34 (0,186 + 1,186») cos? e © 


Mediamente valgono a’ = 0,790, f' = 11,9; e pertanto si ha 
(15853), (1586,) P., = 7,8c(EJ/I?) sen 8 , d,, = 11,9eR2/L . 


e) Quando il rapporto L/R non sia abbastanza grande, l'influenza dello sforzo 
di taglio sul valore di P,, può essere sensibile. Per tenerne conto si può far uso della 
(1525) (come si è fatto nei casi del n. 838), dividendo P,, per 1+ P., * y,, essendo 
Y; lo scorrimento provocato da una forza trasversale 7 = 1. Questo è dato (29) 
da y;, = xR3/EJp (p passo dell’elica). Quindi, se la sezione del filetto è circolare, 
si ha (2rxRsene = p) 

Da la i I pi e £ 
eii © L®° EJp © 2+vceose L*° EJp 2,29 L?* 


e pertanto (20) 
1588 med 
incisi e = Ty 43cR71I? * 


f) Le numerose prove sperimentali eseguite su vari tipi di molle (nota 201) 
confermarono pienamente i risultati teorici. 


Esercizio 2071. — Molla elicoidale avente L, = 39,0 cm, R= 2,45 cem, 
n= 26, po = 1,500 cm; diametro del filetto d = 0,50 cm. La molla è articolata 
alle estremità. 

Soluzione. a) La (1587) dà (8, = 11,1-1= 11,1) 


L= 0,5 - 39,0+ 0,57/39,0*— 4 - 11,1 - 2,45*= 37,2cm= Ly. (dò, =1,80cm) 


(3*5) Se consideriamo una spira dell’elica (fig. 1586), supposta piana, 
la forza 1 provoca (es. 546 bd) lo spostamento ò, = 1-xR*/EJ. Per cui lo 
scorrimento risulta vj = 5,/p = aR%/EJp. 

(8**) A rigore, L non ha più il valore L’ dato dalla (1587), bensì un valore 
un po’ maggiore, perchè l’accorciamento è provocato da P!, < P_,. Ma se 
sì assume ancora L’ l’errore è irrilevante. Per il calcolo rigoroso si veda la 
nota di C. B. Biezexo-J. J. KocH: Knickung von Schraubenjedern, « Za. 
fi. angew. Math. u. Mech. », 1925, n. 3, pagg. 279-230. Fig. 1826. 


DA 


nnt 
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Si ha sen a, = tg = py/27R = 1,500/2x - 2,45 = 0,0974. Quindi nella 
molla accorciata si ha sen e = sen & + L/L, = 0,0974 - 37,2/39,0 = 0,0929. 
La (1585,) dà (J = 0,00307 emi) 


2,2 - 106 - 0,00307 
Pax, = 8,6 -1 — ge 


I risultati sperimentali (nota 201) furono P,, = 3,85 kg, Òx = 1,8 cm. 
b) Se si tiene conto dell'influenza del taglio, si ha (1588) 


, 3,90 3,90 nr 
Po =1743- 345378 > Lois " *:88 ka» 


0,0929 = 3,90 kg. 


Esercizio 2072. — Idem; incastrata in basso e libera in alto. 
Soluzione. Basta porre e = 0,25 invece di c = 1, e quindi 8 Pi = 2,775. 


L’ = 0,5 - 39,0+ 0,5V/39,0°— 4 - 2,775 - 2,45* = 38,57cem = L,,. 
(dr = 0,43 cm) 


29. 6, .0 907 
107 - 0,00307 | 0963 = 0,940 kg. 


= «006 I 
P.= 8,6 - 0,25 38,57 


Più semplicemente, osservando che il nuovo valore di sen e/L* è quello del. 
l’esercizio 2071 moltiplicato per 37,2/38,57, si ha anche 
P. = 0,25 - 3,90 - 37,2/38,57 = 0,940 ke 


5 ® 


Il risultato sperimentale fu P,, = 0,900 kg. 


Esercizio 2073. — gun, incastrata in basso e articolata in alto. 
Soluzione. Si ba ce = 2, f, = 22,2. 


L' = 0,5 - 39,0+ 0,5739,0° — 4 - 22,2 - 2,45° = 85,2 c 


F 


n = 3, 80 cm) 
Px = 23,90 - 37,2/35,2 = 8,24 kg. 


I risultati sperimentali furono P,, = 7,90 kg, é., = 3,60 cm. 
Esercizio 2074. - Idem; estremità incastrate. 
Soluzione. a) Si ha c= 4, f, = 44,4. 


L' = 0,5 - 39,0+ 0,5/39,07 — 4 - 44,4 2,45° = 30,20m= L,. 
(der = 8,8 cm) 


P.,, = 4- 3,90 - 37,2/30,2 = 19,2 kg. (29?) 


I risultati sperimentali furono P,, = 18,0kg, éò, = 8,3 em. 
b) In questo caso l’influenza dello sforzo di taglio è più sensibile. Tenendone 
conto si ha 
19,2 19,2 
14 4,3 - 4 - 2,452/30,2° — 1,113 


Pi = = 17,3 kg. 


(***) I quattro valori di P,, non sono proporzionali ai coefficienti c= - 0,25. 1a 


-4, causa i die 
versi valori di L,, nei quattro casi. 
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842. Le barre soggette a torsione e sforzo normale. 


Nelle barre cilindriche molto esili soggette a momento torcente M, ed eventual. 
mente a sforzo normale P, quando M, raggiunge un certo valore critico si 
manifesta una particolare instabilità, in seguito alla quale la barra 
si deforma secondo un'elica (fig. 1827) (298) 

a) Causa la scarsa importanza pratica A questo fenomeno, ci limi. 
tiamo a considerare i risultati. L’instabilità si raggiunge quando 


(2a) P Vi fai 


sit xe) * EI E° 


Il segno è + o — secondo che P è di compressione o di trazione. Nel 
! primo caso la presenza di P fa diminuire il valore critico di M,; nel 
M; secondo lo fa aumentare. 

Nel caso di P = 0 si ha (J = J,/2) 


Sis 1825 (1650) M,. = 2aBII = nEJ,/l. 


Invece nel caso di M, = 0 si ritrova per P., l’espressione di Eulero. 

b) Nel caso della sola torsione, il valore critico della Tmaz risulta (sezione cir- 
colare, acciaio) 
E 


= # “JOSÈ 
= 6,8 10° 7» 


= 2 O a G 
(Tmaz)er sii I, = 1 Ja nE 


Quindi anche nel caso di un acciaio da molle avente o, = 6000 + 8000 kg/emq 
occorre che sia R/I < — 1/1000 affinchè il fenomeno avvenga nel campo elastico. 
Perciò esso interessa praticamente soltanto i fili. 


Esercizio 2075. — Barretta d’acciaio lunga / = 2 m, diametro d = 4 mm, 
soggetta soltanto a momento torcente. Calcolare M, ,,. 
Soluzione. Si ha J = 0,001257 emi. Quindi la (1590) dà 


Mi. = 27 2,15 - 108 - 0,001257/200 = 84,9 kgem. 


Esercizio 2076. — Idem, compressa inoltre con P = 0,4 kg. 
Soluzione. Dalla (1589) si ricava 


P 


n° P VARE 
M, e=255)/F-57=? -2,15- 108 - 0,001257] sE 0,4 


200° 2,15 - 10% - 0,001257 — 
= 53,7 kgem , 


® EJ 


Esercizio 2077. — Idem, tesa con P = 0,4kg. 
Soluzione. Dalla (1589) si ricava 


MU. a= 2EJ |F = = 107,4 kgem. 


‘+77 


(3) Questo fenomeno fu studiato per la prima volta da A. G. GREENHILL. Notizie bibliografiche 
si trovano nel n. 31 del volume citato (nota 30) di 3. TIMOSHENKO. 
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Esercizio 2078. — La stessa barretta è soggetta a momento torcente M, = 
= 180 kgem (che è maggiore di M,.,). Calcolare la trazione P necessaria affinchè 
l'equilibrio sia indifferente. 

Soluzione. Dalla (1589) si ricava 


pu DI _ 180? a 2:15. 108 - 0,001257 _ 
e= 5j %" © 7 4-3,15- 10 - 0,0012597 200? 
= 2,33 kg . 


843. Le formule di Southwell e di Dunkerley. 


Indichiamo due formule che spesso possono riuscire utili, perchè consentono 
di ottenere con discreta approssimazione il valore di P,, per un caso complesso, 
deducendolo dai valori relativi a casi più semplici (299). 

a) Si abbia una trave di sezione variabile /(x), e pensiamola scomposta (me- 
diante tagli con piani paralleli a quello della flessione) in più travi della stessa 
lunghezza e di momenti d’inerzia J1(), J2(2), J3(7) ... la cui somma è J(x). Se si 
conoscono i valori critici P, x, Pre Pace. del carico per le travi singole, per la 
trave data si ha con discreta approssimazione (Southwell) 


(1591) P_=AuDbyt Bab Liahass 


Il valore dato dalla (1591) è sempre approssimato in difetto rispetto al valore 
esatto. 

b) Quando si abbia una trave soggetta a più carichi assiali P,, P2, P3 ... agenti 
in punti diversi, che crescono proporzionalmente tra loro, cioè in modo che di. 
pendano in ogni istante da uno di essi mediante dei coefficienti costanti ca, C3 se 
(P,= P, Pa=cyP, P4=csyP...), se si conoscono i valori critici Pr Paorr Paer- 
nei casi in cui i carichi agiscano separatamente, nel caso dato si ha con discreta 
approssimazione (posto Pix = Pie» Pie= Pacs» Pier=Pscr/03 +.) (Dunkerley) 

1 1 1 1 1 
PH he «ro 

Anche il valore dato dalla (1592) è sempre approssimato in difetto rispetto 
al valore esatto. 

c) L’utilità delle (1591), (1592) è dovuta al fatto che danno valori appros- 
simati in difetto, mentre il metodo energetico dà valori approssimati in eccesso 
(sia nello studio della stabilità che in quello delle vibrazioni, Cap. XXXIII). Per- 
ciò esse consentono di ottenere anche una limitazione inferiore del valore esatto. 


(1592) 


Esercizio 2079. — Una trave di sezione variabile differisce da quella della 
fig. 1760 a) per essere spuntata in sommità, dove la larghezza è metà di quella 
alla base. 

Soluzione. a) Se b e 2b sono le larghezze in alto e in basso (momenti d’inerzia 
J e 2J), pensiamo scomposta la trave in una uguale a quella della fig. 1760 a), 
larga » alla base e appuntita in sommità, e in una prismatica di larghezza d co- 


(®**) Per la deduzione di queste formule nel caso della stabilità si vedano le pagg. 219-224 del 
volume di A. PFLUGER citato nella nota 99. Le stesse formule, che servono sopra tutto nello studie 
delle vibrazioni, saranno ricavate nel Cap. XXXIII, un. 9056, 9069). 
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stante. Il carico critico della prima (es. 1939 b, n. 830 c) è Pi, = 1,446£//22, e 
quello della seconda è P.i = 2,467EJ/12. Quindi la (1591) dà 


Po = Pi + Pi = (1,446 + 2,467)EJ/I2 = 3,913EJ/12 = 1,96E - 2J/I2. 
b) Se la trave, di lunghezza doppia (L = 21), è costituita da due parti sim- 


metriche rispetto alla sezione che prima era incastrata, ed è articolata alle estre- 
mità, si ha evidentemente 


P,= 4 1,96E - 2J/I* = 7,84E - 2J/I?. 
Il valore esatto (Dinnik) è P,, = 8,29E - 2J/L? (errore di 5,4%). 


Esercizio 2080. — Trave prismatica incastrata in basso e libera in alto, sog- 
getta a due carichi assiali P uguali, uno agente in sommità e uno a metà altezza. 

Soluzione. Nei casi in cui agisca soltanto il primo carico o soltanto il secondo, 
i rispettivi valori critici sono 


=. EI _ EJ 2. EI _ all _ EJ 
Pier = 4 e 2,4674 TE, Bir = 4 (1/2)? = ® = 9,8696 ® . 
Quindi la (1592) dà 
i _fi 1 \R Lu, EJ 
Pa fe + na = RO ra Bee Dl» 


Il valore esatto (es. 2013) è P., = 2,07EJ/12. Quindi l’errore che si ha usando 
la (1592) è di 4,6%. 


Esercizio 2081. — Idem; il carico in sommità è P, = P e quello a metà al- 
tezza è P, = 2P. 

Soluzione. Nei casi in cui agiscano soltanto P, o soltanto P, si ha 
P,o= 2,4674EJ/ ;  Paw=9,8696EJ/8, Pi,=P:/2 = 4,9348EJ/08. 


Quindi la (1592) dà 


1 1 1 12 so & 
7, Da (cui * ri = = 0,6079 —- } 


Il valore esatto (es. 2014) è P, , = 1,76£//1? (errore di 6,5%). 


C) LA STABILITÀ DELLE TRAVI CURVE. 


844. Anelli e tubi circolari compressi uniformemente dall’esterno (*). 


Anche nelle travi ad asse curvilineo' possono manifestarsi fenomeni 
d’instabilità di diverse specie. Ad. es., una trave ad asse circolare soggetta 


(32°) J. BOUSSINESQ: Résistance d’un anneau è la flerion, quand sa surface extérieure supporte 
une pression normale, ecc., « Comptes rendus », 1883, pag. 843: M. Lfvy: Sur un nouveaux cas 
intégrable du probleme de l’élastique ecc., «Joural de Liouville », 1884, pag. ò. 
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a forze radiali q uniformemente distribuite e dirette verso il centro di cur- 
vatura, rimane circolare fino a un certo punto, poi s’inflette ovalizzandosi 
nel piano dell’asse e cede. Oppure s’inflette lateralmente secondo una 
curva non piana (n. 847). Lo stesso può accadere nel caso di una trave 
ad arco da ponte. Anche i tubi di sezione circolare, 
compressi uniformemente dall’esterno, si ovalizzano 
e si schiacciano (21). 

a) Consideriamo una trave di sezione costan- 
te, il cui asse è un circolo di raggio r (*!*), com- 
pressa da forze radiali ripartite uniformemente 
d’intensità q per unità di lunghezza dell’asse (fig. 
1828 a). La curva delle pressioni è circolare e coin- 
cide con l’asse dell’anello (salvo una piccolissima 
eccentricità, dovuta a ciò che si disse nella nota 10 
del Cap. V); lo sforzo normale (91) è N= gr, men- 
tre M = 0. La configurazione circolare della trave 
è dunque equilibrata; ma se g supera un certo va- 
lore q.:,, l'equilibrio diventa instabile e l’anello si 
ovalizza (fig. 1828 b). 

Pensiamo l’anelio leggermente ovalizzato e in- 
dichiamo con w lo spostamento di un punto del- Fig. 1828 
l’asse in direzione radiale a partire dal circolo 
primitivo (?*). Se ammettiamo che la curva delle pressioni (ossia la funi- 
colare delle forze qgds) sia rimasta circolare e che sia ancora N = gr (?4), 
il momento flettente esterno vale M.,= Nw= grw. Se q ha il valore critico, 
l’equilibrio è indifferente, ossia è equilibrata anche la configurazione ova- 
lizzata; per cui dev’essere M.,= M,;. Quindi, sostituendo l’espressione di 
M, nella (601,), questa diventa 


d°w qr3 
dat = Ei" 


ossia 
2 3 
(1593) TE tp, (a= 4 1) 


do? 


(#11) Questo fenomeno si rende evidente con un tubo di gomma senza tela (cioè molto flessibile, 
come quelli che uniscono i rubinetti del gas ai fornelli). Se si tiene chiuso a un’estremità e si soffia 
all’altra con tutta la forza dei polmoni, non si riesce certamente a farlo scoppiare; ma se invece si 
aspira, anche moderatamente, il tubo si appiattisce e si schiaccia, perchè la pressione atmosferica 
esterna prevale sulla minor pressione interna. 

(33) Per il caso delle travi o dei tubi non perfettamente circolari si veda il n. 42 del volume di 
S. TIMOSHENKO già citato (nota 80). _ 

(313) La flessione avviene in modo che la lunghezza dell’asse dell’anello rimanga praticamente 
invariata, perchè lo:sforzo normale N non muta (cfr. il n. 817 a). Perciò in certi tratti lo spostamento 
w è verso l’interno (positivo) e in altri-verso l’esterno (negativo). L’espressione (1594) di w è in 
armonia con questa condizione. 

(*!‘) Perl’attendibilità di queste due ipotesi si veda la memoria di R. MAYER: Ueber Elastizità 
und Stabilitàt des geschiossenen und offenen Kreisbogens, «Za. 1. Math. u. Phys. *, 1912, pag. 246. 
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L’integrale generale della (1593) è 
(1594) w= C, sen kw + C, cos kw . 


x 


Per ottenere q., non è necessario determinare le costanti C, e C,. Basta 
osservare che la deformata è una linea chiusa e che perciò w riprende 
lo stesso valore se si aumenta © di 27; e questo richietle che nella (1594) 
il coefficiente % sia un numero intero n (?*) (*!°). Quindi si ottiene 


3 
(a) k=5+1=n?, da cu gr=(n°—1l)<3. 


Non può essere n= 1, perchè risulterebbe q.,,= 0. Perciò dev'essere 
n=2-3- 4... Per n=2 risulta 


(1595) qo=3%5, 


\ 
i 
' 
h 
h 


cui corrisponde la deformata a due lobi della fig. 1829 a). 


Per n= 2-4 siha 
EJ 


73? 


(1595,) qs = 8-15- 


cui corrispondono le deformate a 3 - 4... lobi delle fig. 1829 b, c). 
j x Ognuna di esse può realizzarsi soltanto se si dispongono dei vincoli 
atti a impedire le instabilità di ordine più basso (cfr. il n. 275 e). 
b) È facile riconoscere l’analogia col carico di punta delle travi 
rettilinee. In queste l’asse geometrico coincide inizialmente con la 
11 :sg9,  Tetta d’azione delle due forze P agenti alle estremità, per cui si ha 
M = 0; e l’incurvamento fa poi sorgere anche un momento flettente 
(n. 274 d). Nelle travi ad anello l’asse circolare coincide inizialmente con la curva 
delle pressioni, pure circolare, ossia con la risultante R o N (che cambia direzione 
da sezione a sezione), per cui si ha M = 0; e l’ovalizzazione fa poi sorgere anche 
un momento flettente. 
Lo sforzo normale N,, vale (91) 


(1596) Na=qg=3%=n FI a BI. 
E n (rlv3)? 


Questa espressione è analoga a quella (399) di P., = °£J : (1/2)?, relativa al 
caso della fig. 456 a); però al posto di 7/2 c’è 7r/V3. Se invece ci fosse 77/2, questa 
sarebbe la lunghezza dell’arco compreso fra due flessi relativi consecutivi. a, e 


(fig. 1828 b), e l'analogia sarebbe completa (perchè l’arco compreso fra due flessi 


(15) Si può invece seguire la via comune, e determinare le due costanti C, e C,. Se si assume 
l’origine di © in un punto come 4 nel quale w' = 0, pero =.0 si ha w' = 0, per cui dev'essere C, = 0, 
e quindi w = C, cos ko, w = — KC, sen kw. Nel caso della deformata con due lobi (fig. 1829 a) 
dev'essere anche w' = 0 per w = x/2, ossia C,senkx/2 = 0, da cui kx/2=x,%= 2, e quindi si 
ritrova la (1595). 

(3!*) È logico che sia # = 2 (e non 1) anche perchè w riprende lo stesso valore se si aumenta 
® di x; ciò che nella (1594) non accadrebbe per 4 = 1, perchè sen w e cos w cambierebbero segno. 
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opposti a, è si deforma come la trave della fig. 456 a). Quindi la differenza è sol- 
tanto quantitativa, ed è dovuta alla diversa espressione del momento interno nei 
due casi, che è £.7d*n/dx? nelle travi rettilinee, ed è invece EJ (42w/ds? + w) nelle 
travi ad asse circolare; e questo fa sì che nella (a) si abbia n2 — 1 invece di n2, 

c) Nel caso dei tubi cilindrici di lunghezza illimitata’ (0 abbastanza 
grande perchè nella parte centrale sia insensibile l’azione irrigidente dei 
fondi (*!”)), compressi esternamente da una pressione p uniforme lungo la 
circonferenza e la lunghezza, un tronco di lunghezza unitaria è compresso 
dalla p, che sostituisce la 9g. Al posto di EJ occorre B= Zs*/12(1 — v), 
causa la contrazione trasversale impedita (nn. 131, 608 a). Quindi la 
(1595) diventa 

B Es3 E /8\° 


DIR 8 
(1697) Ps $ TAN rese im terrai 


Questa pressione p., provoca l’ovalizzazione del tubo, seguita dal collasso 
per schiacciamento. 
d) Per la validità della (1595) deve valere la legge di Hooke fino all’instabilità, 
ossia dev'essere 
_ Na _ dot _ BEI _ , Eo? 


ted” ATA4A37I a SD 


da cui 
(1598) rlo > V3VE/05 = (1/0)tm » 


Se la trave è di ferro e se 0, = 2100kg/emq, E/o, = — 1000, si ha (7/0)tim = 
= — 55; se invece 0, = 2800 kg/emq, si ha (7/0)rim = > 48. 
Nel caso dei tubi si trova analogamente (1597), (92) 


E 


Ter = 41 7?) 


2 — 
(£)< 0, da cui Ls LL /E- (1) # 
ida S 2V1—- 2] 0, 8 /um 


Se il tubo è di ferro, si ha (r/s)x:m = — 16. 
Esercizio 2082. — Una trave ad anello, di raggio medio r = 1 m, ha la sezione 


a I N 14 con l’anima disposta normalmente al piano medio. Calcolare Dore 
Soluzione. Si ha J = 35,2 em', A= 18,2 cmq; quindi si ottiene (1595) 


2,1 - 106 - 35,2 
a > t*— ie — = 222 kg/em. 


La tensione critica risulta o, = 222 - 100/18,2 = 1220 kg/emq. Questa 
tensione è minore di 0,, in armonia col fatto che r/o.= 100/1,39 = 72 > 55. 


Esercizio 2083. — Un tubo di lamiera di ferro ha il diametro di 2 m e lo 8pes- 
sore di 2 cm. Calcolare p.,. 


(*’) Per il caso dei tubi corti si veda il n. 865. 
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Soluzione. Si ha 4(1 — 22) = 4(1— 0,32) = 3,64, quindi (1597) 
_2l- 10° ( 2 


3 
pria | |A n I, 
Per = 3,64 \100) 4,615 kg/cmq. 


Se p agisse dall’interno, e se o, = 4000 kg/cmq, per rompere il tubo occorre- 
rebbe invece una p = 0,s/r = 4000 - 2/100 = 80 kg/emq. 


Esercizio 2084. — Idem, diametro di 20 cm e spessore di 4 mm. 
Soluzione. La (1597) dà 


2,1 - 108/0,4 "e 
Po= 361 10) = 36,9 kg/cmq. 


Esercizio 2085. — Idem, diametro di 6 m e spessore di 1 cm (218), 
Soluzione. La (1597) dà 


__ 2,1 - 108 


3 
Pa = 364° = 0,0214 kg/emq. 


(a) 

300 
Se p agisse dall’interno, e se 0, = 6000 kg/cmq, per rompere il tubo occorre- 

rebbe invece una p = 6000 - 1/300 = 20 kg/cmq (934 volte maggiore di pr). 


Esercizio 2086. — Che spessore deve avere un tubo di ferro di 1 m di diametro 
per sopportare con sicurezza Ja pressione esterna p = 25 kg/cmq? 
Soluzione. Se si adotta il coefficiente di sicurezza 3, dev’essere p,, = 3 - 25 = 
= 75 kg/cmq. Quindi si ottiene (1597) 
3___ ko, ro 
s=rV/3,64p,/E = 503,64 - 75/2,1 - 109 = 2,53 = — 2,5 cm. 
Il risultato è attendibile, perchè r/s = 50/2,5 = 20> 16. 


845. Archi circolari soggetti a pressione radiale uniforme. 


a) Arco articolato alle estremità. Questo caso differisce da quello 
dell’anello completo per essere l’apertura angolare 2a (fig. 1830 a) minore 
di 360° (*°). Quindi l’equazione differenziale della deformata dell’asse è 


(*1*) In questo caso il valore di r/s = 300 è molto spinto; tuttavia tale era il valore in un caso 
(del quale ebbi occasione di occuparmi) di serbatoi per carburanti ad asse orizzontale, interrati, 
che si erano sfiancati per la pressione esercitata dalla terra. 

Questo esempio rende evidente l’importanza pratica dei fenomeni d’instabilità, che in certi 
casi possono ridurre in misura fortissima la resistenza di certe strutture. 

(31°) Tuttavia non si può pensare che l’arco faccia parte dell’anello completo. Infatti, nel- 
l’anello completo la corda di un arco si è accorciata liberamente in seguito all’azione della 9, e 
l'arco è diventato leggermente più piccolo, ma è rimasto circolare. Perciò quando q = g,r e comincia 
la deformazione d’instabilità, l’arco è circolare, la curva delle pressioni coincide con l’asse, e si ha 
dovunque M = 0. Invece nell’arco vincolato con cerniere in A e B la corda non ha potuto accor- 
ciarsi, e quindi è sorta una spinta addizionale H; (n. 417). Perciò quando q = g:y l’arco non è più 
circolare, e si ha un momento fiettente dovuto alla H. Questo fa sì che la deformazione d’instabi- 
lità non avvenga improvvisamente quando gQ = g.z, ma cominci fino dall’inizio. Affinchè fosse 
M = Nw occorrerebbe vincolare l’arco in 4 e in B quando si è già accorciato per effetto della g.y 
e la corda si è già accorciata liberamente; oppure bisognerebbe avvicinare le imposte 4 e B in 
misura opportuna. 

Ciò nonostante, il valore (1599) di g,, è attendibile, per quanto si è detto nel n. 815. 
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ancora la (1593) e il suo integrale generale ha l’espressione (1594) w= 
= C; sen km + C, cos kw. 

Per m= 0 dev'essere w= 0, per cui C,= 0. Inoltre la deformata ha 
un flesso (°°) nel punto di mezzo C, necessario affinchè la lunghezza del- 
l’asse possa rimanere invariata in seguito 
alla flessione (nota 213), ed è antisimme- 
trica. Perciò per ®@= a dev'essere M= 
=Nw=0, ossia w= 0; quindi 


C,senka=0, ka=na, k=n-7n/a. 
Per n= 1 si ottiene (4?= gr3/EJ + 1) 


EJ 
73° 


n? 
a? 


(1599) qe= (7 —1) (221) (222) 


Se l’arco è semicircolare (a= 2/2), 
ritrova il valore (1595) del caso dell’anello 
eompleto (°°). 

b) Arco incastrato alle estremità. In 
questo caso non è M = Nw, perchè in 4 
e in B, dove w= 0, la deformazione d’in- 
stabilità genera un momento M, + 0 (fig. 1830 b). Nel vertice si deve 
dunque avere uno sforzo di taglio 7, e quindi, se si misura © dal vertice, 
si ha M= Nw+ Tr sen @. Perciò l’equazione differenziale (1593) diventa 
(k3= qr8/EJ + 1) 


Fig. 1830. 


2), ni Ti 2 220 3 
Pope tino ; ossia Co kw T seno, 


(*°) Flesso relativo, nel senso che in C la curvatura iniziale rimane invariata, mentre dimi- 
nuisce in una metà dell’arco e aumenta nell’altra metà. 

(*) Si giunge direttamente allo stesso risultato osservando che M,=Nw, M;= — (EJIrè) 
(w' + w) e che dev'essere M, = M,. Se si assume la deformata w= w, sen xo0/a, da cui w” = 
= — (12/a?)w, sen xofa, si ottiene l iiluselanze 


È TO EJ | a? TO 
Nwysen — = — > (- vw, sen È + sen — 6 
a 


da cui N,,= (2/a° — 1)EJIr®, 9,r= Noylr. 
(*) Se a è piccolo, si può trascurare 1 rispetto a x?/a? che è grande, e si ha 


Nor = daT = 9 32EJ: (ra)? = a2EJ : (4/2)? = 4x2EJN2 


(l lunghezza dell’arco 48). Si ritrova così il secondo carico critico (399) di Eulero, relativo alla de- 
formata con due semionde (fig. 456 a). Quindi la trave rettilinea è un caso particolare della trave 
ad arco. 

(**3) Infatti, ciascuna metà dell’anello, compresa fra due fless opposti a e 6 (fig. 1828a), si 
comporta come l’arco semicircolare. 

Per a = x la (1599) dà g,,= 0. In questo caso fe estremità A e 8 comeidono, e la condizione 
che si e posta di un solo flesso nel vertice corrisponde a spostamenti w in fuori in mezza circonfe- 
renza e in dentro nell’altra mezza; ciò che si ottiene mediante una rotazione rigida della trave 
intorno al punto 4 = B, e che richiede g = 0. 
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e l’integrale generale è 
Tr 


w= C, sen km + 03 008 ko — Fa_ I 


sen @ , 


Le condizioni che determinano C,, C, e T sono w= 0, w”= 0 per 
w= 0, ew= 0, w = 0 perm= a. Le prime due richiedono che sia C,= 0, 
e le altre due danno le equazioni 


3 3 
Ta ay = 0, kC, cos ka — Fiati =0, 


C, sen ka — e 1)EJ 


Infine, annullando il determinante di questo sistema (affinchè esistano 
valori di C, e 7 diversi da zero), si ottiene la condizione d’instabilità 
(1600) tgka=ktga. 


Dato a, si cerca il più piccolo valore di X che soddisfa la (1600) e che dà 
una ge: positiva, e quindi si ha 


(1601) qe = (k2— 1)EJ/®= yEJ/r® . 


I valori di % e di x corrispondenti ad alcuni valori di a sono (??*) 


a= 100 300 600 900 1200 1500 1800 
k= 25,76 8,621 4,375 3 2,364 2,066 2 
x = 662,6 73,32 18,14 8° 4,59 3,27 3, 


A parità di r e di a, gr è sempre maggiore del valore (1599). 


Esercizio 2087. — Una trave di ferro di sezione quadrata di 3 em di lato, ad 
arco circolare di apertura angolare 2a = 90°, articolata alle estremità, ha il raggio 
r = 2,50 m. Calcolare go. 

Soluzione. Si ha J = 34/12 = 6,75 cm4; quindi la (1599) dà 


n° \EJ 2,1 - 106 - 6,75 
=| cate = i / 
dor (7 i) 73 15 250? 13,6 kg/cm , 
Esercizio 2088. — Idem, incastrata alla estremità. 
Soluzione. Per a = 45° = 7/4 la (1600) diventa tg (77/4)K = k. 
La prima soluzione è % = 1, ma è da scartare perchè dà q., = 0. 
La seconda soluzione è % = 5,782, cui corrisponde (1601) 


qe = 32,4EJ/r® = 32,4 - 2,1 - 10° - 6,75/2508 = 29,4 kgiem . 


Esercizio 2089. — Che lato a deve avere la trave dell’esercizio 2087 per sop- 
portare con sicurezza gq = 20 kg/cm? 


(3*) Indicazioni bibliografiche si trovano a pag. 229 del volume di S. TIMOSHENKO citato nella 
mota 30. 
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Soluzione. Se si richiede il coefficiente di sicurezza 3, dev'essere q.,, = 60. 
Quindi si ricava 
7a Le 60 - 2503 


‘t_—_—_—_—__ 
a Ger" 29,76 cmt, dacui a= V29,76-12= 4,35cm. 


Esercizio 2090. — Una diga ad arco circolare, a parete verticale, di spessore 
a = l m, di apertura 2a = 120° e di raggio medio 7 = 30 m, è incastrata alle estre- 
mità. Calcolare p.,. 

Soluzione. Il prodotto EJ dev'essere sostituito con B = Es*/12(1 — y?) = 
= 2 - 105 - 1008/12(1 — 0,12) = 1,68 - 1010 kgem. Quindi la (1601) dà 
1,68 » 1010 


Pa = 1814 0008 


= 11,3 kg/emq . 


Se si esige il coefficiente di sicurezza 5, si può giungere a p = 2,2 kg/emq (22m 
sotto il livello dell’acqua) (225). 


846. Archi caricati verticalmente. 


Nei moderni ponti ad arco di grande luce e di notevole snellezza è pru- 
dente preoccuparsi non solo della resistenza, ma anche della stabilità del- 
l’equilibrio. Per semplificare il problema, di solito si fa astrazione, a fa- 
vore della stabilità, dall’irrigidimento dovuto all’impalcatura stradale 
collegata con l’arco mediante i montanti o. pilastrini, cioè si considera 
l'arco come fosse isolato. 

Se l’arco non è esageratamente ribassato (?*), l’instabilità si manifesta 
con abbassamento di una metà dell’arco e innalzamento dell’altra metà, 
e con la formazione di un flesso (relativo) in chiave (come nei casi del 
n. 845). 

a) Nel caso degli archi parabolici soggetti a carico verticale g uni- 
formemente ripartito sull’orizzontale, la curva delle pressioni è pressochè 
coincidente con l’asse geometrico (coinciderebbe esattamente se fosse 
nulla la spinta addizionale H,; n. 417). Inoltre, se l’arco è abbastanza 
ribassato, il carico differisce poco dalle forze normali all’asse (n. 845), 
e lo sforzo normale N varia poco lungo l’asse (N= H/cos 0, n. 406 d). 
Perciò si possono usare anche per questi archi i risultati del n. 845, con 
approssimazione sufficiente, data la schematizzazione del problema. 

b) Archi a due cerniere (fig. 1831 a). Nella (1599) si può trascurare 
1 rispetto a 7*/a? (perchè nell’arco ribassato a è piccolo), e sostituire ar 


(*!*) Il risultato sarebbe attendibile se l’anello di diga che si considera fosse isolato. Tuttavia 
si può ritenere che si abbia un compenso fra le azioni trasmesse al nostro anello da quelli più pro- 
fondi (p maggiore), che tendono ad aumentarne l’instabilità, e da quelli meno profondi (p minore), 
che tendono a irrigidirlo. ” . 

(3) Il caso degli archi fortemente ribassati è considerato nella parte G), perchè appartiene a 
una classe di fenomeni d’instabilità nettamente diversa da quella dei fenomeni più comuni. 
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con la lunghezza a/2 del semiarco (°°); per cui si ottiene (N = gr nell’arco 

circolare) i 
E 

(1602) N,= n _ 


(42)? . (328) 


Questa espressione coincide con la for- 
mula di Eulero applicata al semiarco, in 
armonia con l’annullarsi di M in A e in C 
(deformata antisimmetrica) e con ciò che si è 
detto nella nota 222. 

Noto N.,= — H.,, il valore critico del ca- 

Fig. 1831. rico unitario è q., = (8}/c*?)H.,, come si deduce 

dalla relazione (10) H = gce?/8f. 
c) Archi incastrati (fig. 1831 b). Quando a è piccolo, il coefficiente x 
della (1601) è circa doppio del coefficiente della (1599); per cui si ottiene 


(1603) Na= = 29° (EST . 
Questa espressione coincide con la (401) del terzo caso di Eulero, in 
armonia con la situazione del semiarco AC (incastro in A ed M=0in C). 
d) Lo studio diretto degli archi parabolici ribassati conduce a risultati più 
attendibili (22°), che si possono riassumere nell'espressione che dà il valore critico 
del carico unitario 


(1604) qx = xEJ : (c/2)? 


Per gli archi a due cerniere e per gli archi incastrati, e per diversi valori di c/f, 
il coefficiente x ha i valori seguenti 


clf = 6 7 8 9 10 1l 12 13 14 15 
% = 4,8 4,6 4,3 4,0 3,7 3,4 3,1 2,9 2,7 2,6 
% = 11,3. 10,2 9,3 8,4 7,6 7,0 6,5 6,0 5,6 5,3 


Nel caso degli archi parabolici a due cerniere, di sezione variabile, se J varia 
secondo la legge 


J=J,:[1— na?/(c/2)?] cos 0 


(che per valori opportuni di n può rappresentare variazioni assai più generali della 


(*") Ricordiamo (nota 2 del Cap. X) che se c è la corda ed j è la freccia, si ha, con approssima- 
zione tanto migliore quanto più //c è piccolo, 


a=c(1+2,67/2/c2). 
(**) Se l’arco non è abbastanza ribassato, e quindi si usa il coefficiente (x2/a? —1 della (1599), 
nella (1602) si sostituisce x? con (x? — 16f?/c?), perchè - = = tg + = 2f: (c/2) = 4fle. 


(3*) E. GABER: Ueder die Knicksicherheit vollwandiger Boden, « Die Bautechnik », 1934, 
pagg. 646-651. ” 
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(a) del n. 405 d), si può ancora usare la (1604) con J, al posto di J, dove x ha 
l’espressione approssimata (?99) 
0,0476 — 0,0158n 


(a) * = 0040 — 0,0029n + 0,0005n3)27/0 + (0,0024 — 0,0014n + 0,0003n?)0/3} * 


e) Archi a tre cerniere (fig. 1832). Ci limitiamo a riportare la seguente 
formula, che corrisponde alla media dei ri- 
sultati leggermente diversi ottenuti da vari 
autori, e che è tanto meglio approssimata 
quanto più l’arco è ribassato: 

È EJ 
(1605) Nx= 6 (ap) * Fig. 1832. 

f) I risultati precedenti si possono usare anche per archi di forme di- 

verse dalla parabola, purchè siano abbastanza ribassati. 


Esercizio 2091. — Un arco parabolico di calcestruzzo, a due cerniere, di spes- 
sore s = 0,80 m, ha la corda ce = 40mela freccia f = 5 m. Calcolare N,,. 

Soluzione. a) La lunghezza dell’arco è a = 40(1 + 2,67 - 52/402) = 41,67 m. 

Considerando un anello largo un metro, si ha J = 1 - 0,803/12 = 0,0427 mi. 
Assumiamo per prudenza E = 2 - 105 kg/emq = 2 - 10° kg/mq. Quindi la (1602) 
dà 

52 10° - 0,0427 a 
No == TT I83 = 1943000 kg . 

Se invece di 772 si usa (nota 228) 72 — 16f?/c? = 9,62, si ottiene N., = 1893000 kg. 

b) Se si usa la (1604), si ha c/f = 40/5 = 8, x = 4,3, e quindi 


2 - 10° - 0,0427 e 
der = 4,3 = =” 45900 kg/m , 
cui corrisponde 


N., = 45900 - 402/8 - 5 = 1836000 kg . 


c) Il valore massimo di N compatibile con la resistenza (%,= 50 kg/cma), 
supposto che la curva delle pressioni sia centrata, è N = 50 - 100 - 80 = 400000 kg, 
cui corrisponde il coefficiente di sicurezza 4,6 rispetto all’instabilità. 


Esercizio 2092. — Idem, incastrato alle imposte. 

Soluzione. a) Se si usa la (1603), si trova un valore doppio del primo valore 
ottenuto nell’esercizio 2091, ossia N.,, = 2 - 1943000 = 3886000 kg. 

b) Se si usa la (1604), si ha x = 9,8, e quindi 


dor = 9,3 + 2 + 10° - 0,0427/203 = 99280 kg/m, 
cui corrisponde 
N. = 99280 - 40/8 - 5 = 3971000 kg . 


(33°) B. BOPTAU: Determinazione del carico critico in un arco parabolico a due cerniere ed a 
sezione variabile, « Il cemento armato », 1939, n. 3. 
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Esercizio 2093. — Idem, a tre cerniere. 
Soluzione. La (1605) dà 


N = 6-2 = 1181000kg, 


cui corrisponde (N, = — H,,) 


do = Hx * 8j/c® = 1181000 - 8 - 5/40? = 29500 kg/m . 


Esercizio 2094. — L’arco dell’esercizio 2091 ha la sezione variabile secondo 
la legge J = J./cos 0. 

Soluzione. In questo caso è n = 0, c/2f = 4. Quindi la (a) dà 
x 0,0476 
—— 0,0040 - 1/4 + 0,0024 - 4 


x“ 4,49 , 


che naturalmente è un po’ maggiore di x = 4,3 che vale per J costante. 


Esercizio 2095. — Idem, nel caso di n = — 0,5 (231). 
Soluzione. In questo caso la (a) dà x = 3,94, che naturalmente è un po’ 
minore di x = 4,3 che vale per J costante. 


847. Instabilità trasversale degli archi. 


Negli archi soggetti a forze q uniformemente distribuite e dirette verso il 
centro di curvatura (come nel n. 845), è possibile anche l’instabilità trasversale, 
cioè con flessione fuori del piano e torsione. Ci limitiamo a dare le espressioni 
di q.r per i casi principali (?°2), nell’ipotesi che l’arco sia circolare. 

a) Arco articolato alle imposte. Le sezioni estreme possono ruotare intorno agli 
assi principali y contenuto nel piano dell’arco e # normale al piano, ma non intorno 
alla tangente all’asse geometrico. Se B, = EJ, è il modulo di rigidezza a flessione 
della sezione e O è quello a torsione (n. 156), si ha (233) (234) 


(a°/a?— 1)° EJ, 


seit le Rie +Bjò 


dove a è l’angolo di apertura dell’arco (fig. 1833 a) (non la semi apertura come nel 
n. $45). 

Nel caso di a = 7/2 il coefficiente numerico della (1606) diventa 9 : (4 + B,/C). 
Il risultato vale anche nel caso di una trave ad anello compressa radialmente, 


(*31) In questo caso la sezione all’imposta è minore di quella in chiave (J; = 0,745 J,), com'è 
opportuno in un arco a due cerniere, per tener conto della maggiore sollecitazione in chiave, do- 
vuta all’eccentricità della curva delle pressioni. 

(33) Lo studio è svolto nel n. 54 del volume citato (nota 80) di S. TIMOSHENKO. 

(3) La sezione è di solito rettangolare. È esclusa la sezione a doppio T, perchè in questo caso 
occorre tener conto di un fatto analogo a quello indicato nel n. 853, e lo studio diventa complesso. 

(**) Si suppone che le forze g conservino la loro direzione durante la deformazione. Se invece 
‘esse cambiano man mano direzione, in modo da passare per il ‘centro di curvatura primitivo, il 
valore di q,, è un po’ maggiore (luogo citato nella nota 232). 
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che si-deforma con quattro semionde (due da una parte e due dall’altra del piano) 
e quattro fiessi (equivalenti alle articolazioni) a 90° tra loro (fig. 03 b). 

Nel caso di a +0, osservando che ar = I, la (1606) 
diventa la formula di Eulero N,, = ggt = r°EJ,/IR. 

Per la a = x la (1606) dà g,, = 0, com'è naturale, 
perchè le due articolazioni hanno gli assi allineati, e 
quindi è possibile una rotazione rigida. 

b) Arco incastrato. In questo caso si ha con buona 
approssimazione 


(1607) 


_ (4n2/a— 1)°_EJ, 
da S 472/a? + B.JO n° 

c) Quando sia J, < J,, è maggiore la stabilità nel 
piano dell’arco, ossia avviene prima (cioè per qg.r minore) 
l'instabilità trasversale. Affinchè i due valori di gq,, risul- 
tino uguali dev'essere J, sensibilmente maggiore di J, 

(es. 2098). 

d) La stabilità trasversale degli archi parabolici in- (e) 
castrati, soggetti a carico verticale g uniforme, si può 
studiare mediante la (1607), purchè l’arco sia abbastanza Fig. 1833. 
ribassato, (cfr. il n. 846 a). 

Negli archi da ponte l’instabilità trasversale è poco probabile, perchè di solito 
la sezione è molto più larga che alta; e nel caso di più archi gemelli di sezione stret- 
ta, i loro collegamenti trasversali (travi di controventamento) si oppongono a 
tale instabilità. 


Esercizio 2096. — Studiare la stabilità trasversale dell’arco dell’esercizio 2087. 


Soluzione. Si ha ((161) e n. 156) C = Ga'/f, B,/C = (Ea'/12) : (Ga'/p) = 
= bE/12G = 7,114 - 2,6/12 = 1,54. Quindi per a = 7/2 la (1606) dà 
_ 4-1? EI, 2,1 -108-6,75 x 
GW = pisa = = 108-— gg — = MI fon, 


Esercizio 2097. — Idem, incastrato (es. 2088). 
Soluzione. La (1607) dà 
(16— 1)? ZJ 2,1 - 108 - 6,75 


_— . —_ == preci 2. = 
de = 13 pisa Ge = 128 - 11,6 kg/em . 


Esercizio 2098. — Nel caso della sezione rettangolare alta % e larga d, deter- 
minare il valore del rapporto b/h per il quale un arco incastrato è ugualmente 
stabile nel piano e fuori del piano. 

Soluzione. a) Poniamo nella (1607) per B,/C il valore medio 1. Nel caso dell’arco 
semicircolare, le (1601) (a = 77/2) e (1607) (a = 7) danno 


3/ 3 
g Ebe]12 - 18 E8*N2 


der = r3 » Der , 3 . 


I due valori di g., risultano uguali se 842 = 1,852, ossia se 6 = 2,1%. Quindi se la 
larghezza della sezione non è almeno doppia dell’altezza, la stabilità trasversale 
è minore di quella nel piano (è attendibile, perchè B,/C=0,99=-= 1). 
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b) Nel caso dell’aréo ‘averite l'apertura! di un quadrante, la (1600) (a = 2/4) 
diventa tg 47/4 = k ed è soddisfatta da k = 5,78; per cui si ha X = 32,4. Quindi le 
(1601) e (1607) (a = 7/2) danno 
Ebh?/12 
ai 
I due valori risultano uguali se 32,44? = 13,25?, ossia se d = 1,57à. 


dr = 32,4 


Ehb3/12 
de = 13,2 sli ; 


D) LA STABILITÀ DELLA FLESSIONE PIANA, 


848. Instabilità trasversale delle travi inflesse. 


Per aumentare la resistenza delle travi inflesse a parità di area A della 
sezione, si cerca di aumentare il momento d’inerzia /, 0 il modulo di resi- 
stenza W, nel piano di flessione, nel quale agisce il momento flettente. 
Perciò, se ad es. la sezione è rettangolare, si fa grande l’altezza % e piccola 
la larghezza d (n. 128 5). Non si deve però esagerare in questa tendenza, 
perchè la trave può diventare instabile per il sopraggiungere di una fles- 
sione nel piano normale al primo (ossia nel piano di minore rigidezza), 
accompagnata da torsione (note 243, 247). In tal caso si ha l’instabilità 

della flessione piana, ossia lo svergolamento della 
trave, che avviene tanto più facilmente quanto 
più il momento d’inerzia minimo J, è piccolo 
rispetto a quello massimo J,. 

Questo fenomeno si rende evidente dispo- 
nendo ad es. a mensola una trave piatta (una 
lunga riga da disegno) soggetta nell’estremità 
libera a un carico P maggiore di un certo valore 

Fig. 1834. P.., oppure soggetta al solo peso proprio se la 
lunghezza è abbastanza grande. Così una piat- 

tina di ferro avente la sezione alta 23 cm (I, è indipendente da h; 
(1617,)) e larga 2 mm diventa instabile per flessione laterale se la lunghezza 
è maggiore di 2,40 m (fig. 1834). Se poi si carica all’estremità libera, la 
lunghezza può essere molto minore. Il fenomeno si verifica anche nelle 
travi aventi la sezione a I, specialmente se le ali non sono larghe (?*). 


(3) All’epoca dei bombardamenti aerei era frequente lo spete 
tacolo di edifici che mostravano le pareti interne dalle quali pende- 
vano le travi a T dei solai crollati. Queste travi avevano conservato 
l’anima verticale per un breve tratto prossimo alla parete; presen- 
tavano poi un tratto contorto, che aveva consentito alla parte ri- 
manente della trave di ruotare di 90° intorno al suo asse geometrico, 
disponendosi così con l’anima orizzontale, e di inflettersi quindi nel 
piano di minima rigidezza (fig. 1835). Naturalmente il fenomeno 
era stato facilitato dall’azione dinamica dovuta all’improvvisa man- 
canza dell’appoggio opposto. Fig. 1835. 
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Analogamente a ciò che accade nel carico di punta (n. 814 b); la travé, 
finchè è stabile, è soggetta soltanto a momento flettente nel piano di mas- 
sima rigidezza e s’inflette soltanto in questo piano; poi si manifestano im- 
provvisamente nuove deformazioni, cioè la torsione, e la flessione nel piano 
di minima rigidezza, che fanno sorgere anche un momento torcente e un 
momento flettente in quest’ultimo piano (nn. 274 d, 814 b) (3). 

Lo studio è abbastanza semplice nel caso della sezione rettangolare 
alta e stretta; per cui esamineremo da prima questo caso, anche se è poco 
frequente. Poi considereremo il caso della sezione a I, che è il più impor- 
tante. 


849. L’equazione generale. 


Se si escludono le travi a I, lo studio dei vari casi si può effettuare 
usando un’unica equazione generale (**), oppure si può svolgere diretta- 
mente caso per caso (?**). Seguiremo la prima via che è più semplice; tut- 
tavia, per rendere più evidente il fatto fisico, studieremo alcuni casi parti- 
colari anche in modo diretto (nn. 850 a, 851-a). 

a) Consideriamo una trave disposta in modo che il suo piano di mas- 
sima rigidezza sia verticale, e soggetta a carichi verticali agenti in questo 
piano. Finchè i carichi hanno valori moderati, la flessione avviene soltanto 
in tale piano; ma quando i carichi superano un certo: valore critico, la 
flessione piana diventa instabile, e si ha anche 
una torsione, con una conseguente flessione nel 
piano di minima rigidezza (note 243, 247). 

Supponiamo che la trave abbia già subito una 
piccolissima flessione laterale, e siano È gli spo- 
stamenti orizzontali dei punti dell’asse geometrico 
(fig. 1836, che rappresenta la proiezione orizzontale della deformata %(2)). 
Nella sezione generica $ di ascissa x si ha un momento flettente M, agente 
nel piano verticale contenente la tangente t alla deformata &(e), e un 
momento torcente M, (nota 243). Nella sezione $, di ascissa a+ de 
e inclinata dell’angolo dp, rispetto alla $, il momento torcente è M,,= 
= M,+ dM,, e si ha 


M,;= M.cos dp,+ M sen dp, = — M,-14 Mdp,, 


Fig. 1836. 


così che 


dM,= Mdp,, ossia 


(3) Se invece la trave non è perfetta, ossia se è leggermente contorta, l'instabilità non è 
improvvisa, bensì progressiva (come nel carico di punta, n. 814 a); cioè comincia anche per pie- 
coli valori dei carichi, e si esalta quando questi raggiungono valori prossimi a quelli critici. 

(3) Come ad es. nei nn. 295-306 del volume di J. PRESCOTT citato nella nota 58. 

(3*) Come ad es. nel volume di S. TIMOSHENKO già citato (nota 80), nn. 46-48. 
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Ma si ha dpy/do= 1fr;=—d'l/da*; per’ cuicsi otite la ‘relazione © 
dM d? 
(a) riee.t-£ 


b) Sia 6 l’angolo di torsione della sezione $ rispetto alla sua posizione 
verticale primitiva (*°) (fig. 1837). Il momento flettente M agente nel 
piano verticale s acquista perciò una componente M,, pure flettente, nel 
piano 2 di minima rigidezza (n. 137 a), tale che M,= M cos (900— 0)= 
= Msen09=- M6. La curvatura della deformata 
dell’asse in questo piano differisce pochissimo dalla 
curvatura — d°î/dx* della Z(x) nel piano orizzontale 
(perchè 9 è piccolissimo e cos 9= 1); per cui si 
ha (233,) (B,= EJ,) 


È 
h s 
do 7 


Hi 


“bh i 
i ©) E, 2- HM, 
Ì 
Fig. 1837. c) Se C è il modulo di rigidezza a torsione della 


sezione (n. 156), l'angolo di torsione 40/dx per unità 
di lunghezza è legato al momento torcente M, dalla relazione (?*°) 


(c) Ca TU . 


d) Derivando la (c) si ha Cd*0/da° = — dM./dx; quindi tenendo conto 
della (a) risulta 
(d) Di” 


Infine, moltiplicando membro a membro le (b), (4) ed eliminando il 
fattor comune d?%/dx?, si ottiene l’equazione generale cercata 


d?0 
(1608) B,C FT la M°0 . 


Per studiare i vari casi particolari, si sostituisce nella (1608) l’espres- 
sione corrente di M(x) e s’integra l’equazione differenziale che così ri- 
sulta (24), 


(3°) La flessione laterale della trave avviene in modo che la parte più alta si sposta lateral- 
mente più dei punti dell’asse geometrico, e la parte più bassa meno; per cui la trave subisce anche 
una torsione rispetto alle estremità. Questa torsione è resa necessaria dai motivi indicati nelle 
note 243, 247. 

(**) Il segno — è dovuto al fatto che se M, è positivo, ossia se la parte della trave che precede 
£ trasmette alla parte che segue un momento che appare destrogiro guardando nel verso della 2 
crescente, l’angolo 8 diminuisce procedendo lungo la x crescente, e quindi d3/dr è negativa. 

(#1) La (1608) non vale nel caso in cui le sezioni estreme siano impedite di ruotare intorno 
ai loro assi verticali, perchè in questo caso i vincoli reagiscono con coppie —M, agenti nel piano 
orizzontale, e quindi nella (ò) non si ha M,= M9, bensì M,= M8 — M,c088=-— Mi_-M,. 
Perciò in questo caso la (1608) diventa B” C90= — M(Mb — M,). 
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850. Sezione rettangolare. Agiscono due coppié uguali alle estremità. © 

a) La trave ha la sezione rettangolare stretta, cioè di altezza A e di 
larghezza b molto minore di h, ed è soggetta alle estremità a due coppie 
M uguali e contrarie, agenti nel piano verticale medio (cioè nel piano di 
massima rigidezza). Le due estremità sono impedite di ruotare intorno 
all’asse della trave (fig. 1838 a), ma possono, naturalmente, ruotare in- 
torno all’asse neutro 2 (altrimenti le coppie sarebbero assorbite dai vin- 
coli), nonchè intorno all’asse verticale y 


(v. la nota 241). Si tratta di determinare 
il valore critico M., di M per il quale l’e- I) 
1 


e 


quilibrio della trave inflessa soltanto nel 
piano di M diventa indifferente (24). 

Per studiare questo caso in modo di- WNT 
retto, cioè senza usare la (1608). suppo- 
niamo che la trave sia leggermente inflessa Fig. 1838. 
anche nel piano di minima rigidezza e che 
le varie sezioni abbiano subito una piccola rotazione 0(x) di torsione (288) 
rispetto alle sezioni estreme (figg. 1837, 1838 b); e scriviamo le equazioni 
che esprimono l’equilibrio anche di questa nuova configurazione. 

In seguito a questa deformazione, il momento M, che agisce nel piano 
verticale, acquista una componente flettente M,= M cos (900— 0)= 
= M sen0= — MO nel piano di minima rigidezza, e una componente tor- 
cente M,=— M cos(90°—p,)=—M senp,= —— Mtgp,=— Mdté/da (24). 
Quindi, se B, = Eb*h/12 è il modulo di rigidezza minimo a flessione (n. 126 a) 
e se C= Gb*h/B (nn. 156, 153 a) è il modulo di rigidezza a torsione, si 
hanno le equazioni (233,), (161) (25) 


dî do di 
vg 3 Us=—M0, Car U=+M7. 


(a) B 


(3) Il primo che studiò queste questioni fu L. PRANDTL: Kipperscheinungen, Dissertazione, 
Norimberga, Stich, 1899. Si veda anche A. G. M. MICHELL: Elastic stability of long beams under 
transverse forces, « Phil. Magaz. », 1899, pag. 298. 

(33) Se avvenisse soltanto la flessione laterale senza la torsione, gli assi y delle varie sezioni 
resterebbero verticali, e quindi M non acquisterebbe la componente M, = M3 nel piano di minima 
rigidezza; mentre la componente M,, è necessaria affinchè avvenga tale flessione. Per contro, la 
flessione laterale fa sì che i carichi non si trovino più nel piano verticale normale a una certa 
sezione, e quindi acquistano un momento torcente rispetto alla sezione. E pertanto la torsione 
e la flessione laterale sono due fatti inscindibili, sì che non si può dire che l’uno sia la causa e 
l’altro la conseguenza. 

Dal punto di vista energetico, se avvenisse soltanto la flessione laterale senza la torsione, 
le due sezioni estreme non subirebbero un’ulteriore rotazione nel piano verticale, e cuindi le due 
coppie M non compirebbero un ulteriore lavoro esterno, che è necessario per produri= l’ulteriore 
lavoro interno. 

(34) Nella prima metà della trave M, è sinistrogiro, ossia negativo, mentre d:/dr è positiva; 
nella seconda metà M, è positivo e d:/dr è negativa. Ciò rende necessario il segno —. 

(35) La curvatura nel piano di minima rigidezza, ossia di My, differisce pochissimo da 
— d?t/dr?, come si è detto nel n. 849 bd). 
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Se si moltiplica la prima per la derivata della seconda e si elimina il 
fattor comune d?%/dax*, si ottiene l'equazione (1608), cioè 


0__M, 
di B,C°° ; 
In questo caso M è costante. Se si pone M?/B,C = a?, si ha 
d°0 DI 
(3) Ti 
ossia un’equazione analoga alla d*y/da® = — a*n del n. 275 a). 


L’integrale generale è (cfr. il n. 275 a) (246) 
0= C,sen ar+ C, cos ar, 
Per £= 0 e per 7=! dev'essere 0= 0; per cui Cy.=0 e 
C,sen al=0 . 


Per soddisfare questa condizione senza che sia C,= 0, dev'essere al = na, 
con n intero. Per n= 1 si ha al= x, a?l*= (M?/B,C)l:= 2, da cui 


(1609) M,=% Soa ; 


Sostituendo B, e C con le loro espressioni e G con E: 2(1+ »), si ha 
anche 


(1609) =M, 


se n bh ___ 0,6413 E b°h 

vI2:21+ 8 ! vato 1° 
dove f è funzione del rapporto %/b (n. 153 a). 

Ad es., se 4/b = 10, cui corrisponde f = 3,20, e se v = 0,3, la radice della 
(1609,) vale 2,0396, e risulta 

3 

(1609,) M.,, = 0,3144E > Ò 

Il coefficiente numerico della (1609,) è pochissimo variabile, perchè {£ varia 
poco al variare di 4/b (che è grande) (n. 143), e così pure 1:(1+7v)=m:(m+1)al 
variare di m (n. 153 a); inoltre la variazione è attenuata dalla radice. Quindi in 
pratica tale coefficiente è compreso fra 0,30 e 0,33. 

b) La validità della (1609) richiede che la legge di Hooke valga 

fino all’instabilità; per cui dev'essere o, = My/W,= Mx: (bh?/6)<0,. Te- 
nendo conto della (1609,) si ottiene 


0,6413 5° bh? 2) 3,85__ E 


(e) vVAF»B 1 ‘GS da cui Gi VUE) © * 


(**) Soltanto in questo caso la soluzione è espressa da funzioni elementari (è evidente l’ana- 
logia con le studio del carico di punta del n. 275 a). Negli altri casi (nn. 851, 852) è espressa dalle 
«funzioni di Bessel oppure da speciali serie di potenze. 
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Peri valori usu@li ‘di f-@ di-v si ha hl/b° >1;9E/cj. Se' E/o; = 1000 
(n. 278 b), la condizione diventa hl/b® > 1900. 

c) Se il momento M è accompagnato da compressione assiale P, oppure se la 
trave è soggetta a due forze P parallele all’asse, agenti nel piano di massima rigi- 
dezza con eccentricità e (per cui M = Pe), invece di M,= MOsiha UH, = M0+ 
+ P$. Quindi il sistema (a) diventa 


B,é"=- M0- PL, co = ME. 


Derivando la prima e sostituendo a @” l’espressione ricavata dalla seconda, si 
ottiene l'equazione 


(=— (M*/B,C+ P/B,)l", ossia &"=- a, (a = M/B,0+ P/B,) 
e il suo integrale generale è ancora 

é = 0, sen ar + 0, cos ar. 
Procedendo come in a), si ottiene la condizione di equilibrio indifferente 


M? P n 
(1610) 5,0 + B; =: 
Se P è di trazione, invece di + si ha — . Se P= 0, si ritrova la (1609). Se 
M = 0, si ritrova la formula (396) di Eulero. Se P = P., risulta M = 0; se M 
ha il valore (1609), risulta P = 0. 

d) Se la trave è incastrata alle estremità, cioè se le sezioni estreme 
non possono ruotare intorno al loro asse verticale y, la deformata laterale 
C(r) dell’asse geometrico è costituita da un’onda intera di sinusoide. 
Quindi la metà centrale 7/2 della trave si comporta come nel caso prece- 
dente (salvo una rotazione rigida intorno al primitivo asse geometrico), 
e pertanto si ha 


(1611) M.,= 2% 340 : 


Esercizio 2099. — Trave di ferro lunga 1 = 3 m, di sezione rettangolare alta. 
= 10 cm e largad = 1 cm. Calcolare M.,. 
Soluzione. a) Se le sezioni estreme possono ruotare intorno al loro asse ver. 
ticale, la (1609,) dà (4/6 = 10) 


M., = 0,3144 - 2,1 - 10% - 1° + 10/300 = 22008 kgem = 220 kgm , 


Si ha 47/62 = 3000 > 1900, per cui (c) il risultato è attendibile. 

3) Se le sezioni estreme non possono ruotare, risulta (1611) M.,,= 440 kem. 

In questo caso si deve sostituire / con 1/2, per cui si ha 47/26? = 1500 < 1900. 
Affinchè il valore di M,, sia attendibile, si deve avere E/o, = — 800, cioè 0, = 
= — 2600 kg/cmq. 
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Esercizio 2100. — La stessa trave è compressa con. P = 100 kg. Calcolare Mn 
Soluzione. Risolvendo la (1610) per .M, si ottiene 


w _s# P ae P )=Z(1- P 
n°B,/1? -—  R 2 


da cui 


Nel nostro caso si ha. Pe = 22 - 2,1 - 106 - 13 - 10/12 - 300? = 192 kg. Quindi 
v1—- P/P£= vl— 100/192 = 0,692; e pertanto M.,, = 220 - 0,692 = 152 kgm. 
Se P = 100 kg fosse di trazione, risulterebbe M,, = 220 - 1,233 = 271 kgm. 


851. Sezione rettangolare. Trave a mensola. 


a) Carico P concentrato, che si suppone applicato nel baricentro 
della sezione estrema (fig. 1839 a). Si vuol determinare il valore critico P., 
per il quale l'equilibrio della flessione nel pia- 
no di massima rigidezza diventa indifferente. 
Studiamo ancora una volta il problema in 
modo diretto. Supponiamo dunque che la tra- 
ve sia leggermente inflessa anche nel piano 
di minima rigidezza e che abbia subito una 
piccola torsione (2) rispetto alla sezione d’in- 
castro. Indichiamo ancora con È, g,, 0 le 
stesse quantità considerate nel n. 349, e con 
fil valore di È per #= 0 (freccia orizzontale). 
In seguito a questa deformazione, il carico P, 
che prima generava soltanto il momento flet- 
tente M.,= — Px nel piano di massima rigidezza, genera anche un mo- 
mento flettente M,= — Pz cos (900— 9)= — Prsen 9=—— Perl nel 
piano di minima rigidezza, e un momento torcente M,= P rs cos p,= 
= — P-rs= P({f—&+ adt&/dx) (2). Perciò si hanno le equazioni (24) 


d° d09 ( Si 


Fig. 1839. 


Derivando la seconda si ha C0” =— Prî”. Ricavando é” da questa e 


(34) Necessaria affinchè P acquisti una componente flettente MM, nel piano di minima rigidezza, 
nonchè per consentire a P di abbassarsi ulteriormente e quindi di compiere un ulteriore lavoro 
esterno (cfr. la nota 243). l 

(3) Il terzo termine della parentesi (fig. 1839 b) va sottratto da f —t; tuttavia esso ha il se- 
gno + perchè d:-/dx è negativa (si ha qy= — dé/dr). 

(8) Il segno — del secondo membro della seconda equazione è reso necessario dal fatto che 
dijdx è negativa, perchè 4 diminuisce al crescere di z. 
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sostituendo nella prima, si ottiene l’equazione 


B,C d20 d?0 P: 

512 n Ap = ia inni a — 
(1612) Da de Px0 , ossia da ax°0 . (a Fo) 

La stessa equazione risulta immediatamente dalla (1608) ponendo 
M=— Psx, ossia M°= P?r°. 

L’integrale generale si ottiene mediante le funzioni di Bessel, oppure 
mediante la somma di due serie di potenze (°°°). Tenuto conto della con- 
dizione d0/de = 0 per £= 0 (perchè ivi è M,= 0), si ha C,=0, per cui 
la (1613) diventa 

a? ai as ) 
= 115 DSS — il, — en ——_eniW 
eeGl-pa”tprerTa” pome ra 


Quindi la condizione 9 = 0 per = / dà l’equazione d’instabilità 


(al?)? | (al?)* _ (al?) 


2, = SG eci sd 
3-4'3-4-7-8 34:T-8-:11 197-530» 
La più piccola soluzione è al = 4,013, per cui si ottiene 


vER 


(1614) Pa= 4,013, . 


Sostituendo le espressioni di B,, C, G come nel n. 850 a), e se ad es. 
h/b= 10, v= 0,3, si ha anche 


1 _5% s 
(1614,), (1614,) Pre DET Kg # = 0,4016 80% 


vVA1+ »)} La 
b) Perla validità della (1614) dev'essere max c;- = Perl : (bh3/6) < 0», 
da cui risulta la condizione 


hl 4,91 E E 
> 
b° vA1+)B 9 09 


c) Se il carico P non è applicato nel baricentro della sezione iniziale, come si è 
supposto in a), bensì ad es. allembo superiore della trave, il valore di P,, diminuisce, 
perchè P (per effetto della rotazione della sezione dovuta alla torsione) si ab- 
bassa maggiormente e compie maggior lavoro esterno. Accade l’opposto se P è 
applicato più in basso del baricentro. 


(5) 


(35°) Si veda ad es. il volume di S. TIMosHENKO (nota 80), pag. 247. L’integrale generale è 


2 DI 6 
(1613) e= (1-34 #+ 3? S 


34-78 Canc] + 


lato Ca T___ 
+02. \8-73” +a050808” —Iv5r8-9-18-id uo E 
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.___Se d è la distanza verticale del punto d’applicazione di P dal baricentro della 
sezione; si ‘ha con buona approssimazione (251) 


(1615) P,, = 4,013 


RI d \/B, 
BOTT ©)» 


col segno — o + secondo che tale punto è sopra o sotto il baricentro. 


d) Carico Q= ql uniformemente ripartito. Il momento flettente è 


M=_ qa?/2. Perciò, sostituendo nella (1608), si ottiene l’equazione dif- 
ferenziale 

d°0 ce 5 d°0 si Qo 

B,C > sara” 0, ossia da — atx10 . = mal 


x 


L’integrale è espresso da una serie di potenze. Con procedimento 
analogo a quello indicato in a) si ottiene l’equazione d’instabilità (?°*) 


1_ (A (al3)4 (al3)* 
5-6t5-6-i1-i9_ 5-6-11-12-17-18t1 = 0- 


La più piccola soluzione è al* = 6,425, per cui si ottiene 


(1616) (A)er == Qe = 12,85 — R . 


Sostituendo le espressioni di B,, C, G, e se 4/b= 10, v= 0,3, si ha anche 
2,62 3 s 
(1616,), (1616) = Q,= 03 n° 198650 
V(1+ »)B 


Se è noto il valore di g, si ricava la lunghezza critica 


(1617) 1,,= 1,0875VEWja . 
E se la trave è soggetta soltanto al peso proprio (g= ybA) 
(1617,) L= 1,087VE5) , 


che è indipendente da © (purchè sia % > b, altrimenti non si ha l’instabilità). 
e) Perla validità della (1616) dev’essere max Gor= (Qo,1/2) è (bA?/6)<0% 
da cui risulta la condizione 


I ; E E 
h 7,87 3.9 


a === = d, . 
b°" V(1+v)f 9 9, 
f) Criteri di sicurezza. Nel caso di P concentrato, basta assumere come carico 
di esercizio P = P.,/s, essendo s il coefficiente di sicurezza desiderato. 


(353) Si veda il volume citato (nota 80) di S. TIMOSHENKO, pag. 249. Si vedano anche i nn. 305, 
306 del volume di J. PRESCOTT citato nella nota 58. 
(3) V. il n. 301 dello stesso volume di J. PRESCOTT. 
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‘. Nel caso di g ripartito, se l è dato, si assume gq = qg,,/s. 
Se invece è dato il valore di g, si può assumere una lunghezza / tale che B = 
= 13,/8, ossia 1= 1,/vs = 0,71, se s = 3) (cfr. il n. 835 e). 
Infine, se sono dati gq ed I, ossia Q, ci si limita a calcolare Q,, € a determinare 
il coefficiente di sicurezza s = Q.,/2. 
g) Se agisce un carico P all’estremità libera e un carico Q = gl uniforme, si 
può usare la relazione abbastanza approssimata (253) 


P Q VB,0 


(1015) 2013 + 13887 E° 


La (1618) consente di calcolare P.,, quando è dato Q, o Q,, quando è dato P. 

Se invece è dato il rapporto P/Q, si calcolano i valori di P,, e di Q,,. Dividendo 
questi per s, si ottengono i valori ammissibili di P e di Q. 

Se è dato il valore di Q (ad es. il peso proprio), e si vuole il valore di P 
ammissibile, si sostituisce nella (1618) al posto di Q il valore sQ (per avere lo 
stesso s anche per @), e si calcola P,,; quindi si fa agire con sicurezza P = P.,/8. 


Esercizio 2101. — Trave di ferro lunga = 2,50 m, di sezione rettangolare alta 
h= 10 cm e larga d = 1 cm, disposta a mensola. Calcolare P.,. 
Soluzione. La (1614,) dà 


P., = 0,4016 - 2,1 - 106 - 13 - 10/250? = 135 kg 


5 »* 


Il risultato è attendibile, perchè 71/6? = 2500 è maggiore di 2,4E/0y 


Esercizio 2102. — Idem, nel caso in cui P agisca nel punto più alto o nel punto 
più basso della sezione estrema. 

Soluzione. Si ha d = 5 cm. Il rapporto B,/C vale 2(m + 1)B/12m = 0,693, 
per cui v.B,/C = 0,83. Quindi la (1615) dà 

_ 5 \ _ (132,8 kg. 
Pas 155 (1 F 350 ®838)=11372, 

Esercizio 2103. — Una trave avente la sezione di quella dell’esercizio 2101 
deve sopportare all’estremità P = 40 kg col coefficiente di sicurezza s = 3. Che 
lunghezza deve avere? 

Soluzione. Sostituendo nella (1614,) P., con sP, si ricava 


1 |/0:4016- Eb _ )/0,4016 - 3,1 - 10-13-10 
i J sP È ] 3-40 


= 265,1 cm. 


Esercizio 2104. — La stessa trave dell’esercizio 2101. Calcolare gp. 
Soluzione. La (1616,) dà 


der = 1,286 - 2,1 - 10° - 1° - 10/250* = 1,73 kg/em . 


Il risultato è attendibile se 47/6° = 2500 > 3,9E/0,; ciò che accade 83 
0, > 3400 kg/emq. 


(*3) V. il n. 303 dello stesso volume di J. PRESCOTT. 
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«Esercizio. 2105::-.Calcolare 1, della: trave avente è = 10 cmebd=1 cm. 
Soluzione. L’altezza h non ha influenza. La (1617,) dà 


È) 
lt = 1,087 72,1 - 106 - 12/0,0078 = 702 em = — 7 m. 


Esercizio 2106. — Idem, per una piattina d’acciaio avente b = 1 mm. 
Soluzione. La (1617,) dà 


3 
lar = 1,087 2,15 - 108 - 0,12/0,008 = 151 cm, 


Esereizio 2107. - Nel caso dell’esercizio 2101 calcolare P., tenendo conto 
del peso proprio. 

Soluzione. Si ha Q = 0,0078 - 10 - 1 - 250 = 19,5 kg. Sostituendo nella (1618), 
si ricava P,, = 129 kg. 


Esercizio 2108. Idem; calcolare P ammissibile, assumendo s = 3. 
Soluzione. Si sostituisce nella (1618) sQ = 3 - 19,5 = 58,5 kg al posto di Q, 
e si ricava P,, = 117 kg. Quindi si fa agire P = 117/3 = 39 kg. 


Esercizio 2109. — Studiare il caso della fig. 1839 col criterio energetico (254). 
Soluzione. Il lavoro interno di flessione trasversale e di torsione (?55) in seguito 
alla deformazione d’instabilità è 


= B, i 112 0 F ‘2 
Li -3): wa] 0’2da. 


Per effetto della deformazione di un solo tronco dx di ascissa x, il punto d’ap- 
plicazione di P si sposta lateralmente di È”’dx - x; quindi per effetto della rotazione 
0 esso si abbassa di (é’’dx - x)0, e il carico P compie il lavoro P - 09 x dr. Perciò 


il lavoro esterno di P è 
l 


L,=P|t"0xda. 


0 
La condizione L, = L; risulta perciò 
l L4 LI 
nr Nea B, î 119 (0) 12 
(c) # t"0xde = 2/ td + 7/0 de . 


Per semplificarla, dalla (9) del n. 849 ricaviamo $" = — M{0/B, = Px0/B,. Sosti- 
tuendo e riducendo, la (c) diventa 


P? 
2B 


Vo 


1 c?è 
0x°de.= — | 0/2dx, 
(nea =3.f 


(354) S. TIMOSHENKO: Sur la stabilité des systèmes élastiques, « Annales des Ponts et Chaus- 
sées », 1913, fasc. III, IV, V. Il presente problema è studiato nel fasc. IV. 
(3) Per un tronco dr è (178) dL.= Cd;?/2dx = C(4’dx)?/2dx = C6/2d2/2. 
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da cui 
=" 3 O 
(d) P.= vB,0 V [O2dr : | Go%dx . 
ò ò 
Assumiamo per 0@(x) la seguente espressione (che soddisfa le condizioni alle 


estremità): 
0=0,cos 2/2, da cui 0° =— 60,(7/21) sen 22/21. 


Sostituendo nella (d) e calcolando gli integrali (258), si ottiene 


P,= vVB,0V(070/81) : 0A — 6/60 = 4,345/B,0/0. 


Rispetto al valore esatto (1614), l'errore è di 8,3%; ma si riduce al 3% se 
nell’espressione di 0(x) si tiene conto anche di un termine 0, cos 3772/21. 


852. Sezione rettangolare. Trave appoggiata alle estremità. 


a) Carico P concentrato in mezzaria (fig. 1840). P 
In questo caso nella prima metà della trave si ha 
M = Px/2. Quindi, se le sezioni estreme sono libere 
di ruotare intorno ai loro assi verticali (nota 241), =—__ 
la (1608) diventa Fig. 1840, 


d?0 P?x? 
(1619) B,C }-] smida” @ 


a 
0, ossia dial. | 


2 Pi 
a°= 150) 
L’integrale generale ha ancora l’espressione (1613). La condizione 
06= 0 per £«=0 dà C,=0; quindi la condizione d0/de = 0 per x= 1/2 
(perchè ivi è M,= 0) dà l’equazione d’instabilità 
(al*/4)? | (al?/4)4 (al?/4)° 


o 4 ‘Vap.a -h-3-9-Mroe0» 


La più piccola soluzione è al?/4= 2,117, per cui si ottiene (257) 


Bi 
(1620) Pa = 16,94 vee , 


(8) Se si pone =2/21= ©, si ha 
1 =/2 P 


n fi x bs 
/ va dr] sen? w do = 07 7] ri = 237 
1 3/2 
ti 823. 883 13-61 12—- 6 
/ 62r2dx = Chi = I, w2 cos? n dn = ei a 4807 78 6a * 


(**”) Si può essere indotti a pensare che la mezza trave lunga 2/2 sia nelle stesse condizioni della 
trave / della fig. 1839, con P/2 in posto di P; e che perciò il valore di P,, debba essere 8 volte nag- 
giore di quello. Invece le condizioni sono diverse, perchè nel caso della fig. 1839 si ha -M, massimo 
nella sezione all’incastro, dove M, è massimo, mentre nel caso della fig. 1840 si ha .M, massimo 
agli appoggi, dove M,=0. 
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e quindi (n. 850 a) anche 


3,457 b3h b*h 
‘ DI 3 5 = 
(1620,), (1620,) P,, = van! = 1690E7. 


La deformazione d’instabilità è analoga a quella della fig. 1838 b). 
b) Per la validità della (1620) dev'essere (cfr. il n. 850 d) 47/62 > 
> 2,5E/0,. 
c) Se P è applicato in un punto a distanza verticale d dall'asse geometrico, si 
ha con buona approssimazione 


_ vati d/B, 
(1621) Par = 16,94 130 (1 F 3,48 T] ©) 4 


d) Se P non agisce in mezzaria, bensì in un punto distante a da un’estremità, 
P., è maggiore del valore (1620), e si ha 


(1622) Pi..=o03 


dove c = 16,94 - 17,82 - 21,01 - 29,11 - 56,01 se al = 0,5-0,4-0,3-0,2- 0,1. 
e) Se le sezioni estreme sono impedite di ruotare intorno ai loro 
assi verticali (incastro laterale), e se P agisce in mezzaria, si ha 


(1623) P.,= 26,6 Se : 


f) Carico Q= ql uniformemente ripartito. In questo caso si ottiene 


B,0 
(1624) Que = (90), = 28,3 vi ; 
5,78 b3h b3h 
(1624,), (1624,) @Q., amen E =288E7; 
(1625), (1625,) L= 1,4145-vEkja , l,= 1,414VED/y. 


g) Se agisce un carico P in mezzaria e un carico Q = ql uniforme, si ha con 
buona approssimazione 
P Q VB,0 


{4020) 16,941 3837 E° 


Esercizio 2110. - La trave dell’esercizio 2101 è appoggiata alle estremità. 
Calcolare P.,, agente in mezzaria. 
Soluzione. La (1620,) dà 


- Par = 1,695 - 2,1 - 106 - 13 - 10/250? = 570 kg 
Il risultato è attendibile, perchè 4/6? = 2500. 
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Esercizio 2111. — Idem, nel caso di una trave di legno avente 1= 4 m, 
h= 30 cm db= 3 em. 
Soluzione. Si può usare la (1620,) anche se m+10/3, perchè m : (m + 1) varia 
poco. Quindi si ha 
P., = 1,695 - 105 - 33 - 30/400? = 858 kg . 


La tensione massima risulta max 0/, = (858 - 400/4) : (3 - 302/6) = 191 kg/cmq. 
Esercizio 2112. — Nella trave dell’esercizio 2110 il carico è applicato nel punto 


più alto o nel punto più basso dell’altezza È. 
Soluzione. Si ha (es. 2102) VB,/C = 0,83, per cui la (1621) dà 


sosia 5 \ {537 kg 
P, = 570(1 + 3,48 333 0.83) = an, - 


Esercizio 2113. — Nel caso della trave dell'esercizio 2110 calcolare Q.r 
Soluzione. La (1624,) dà 


Qor = 2,83 - 2,1 - 108 + 18 - 10/250? = 951 kg. 


Esereizio 2114. — Calcolare l,, per una trave di ferro appoggiata alle estre- 
mità, avente &h = 10 cmeb=l1lcm. 
Soluzione. La (1625,) dà 


I, = 1,414v3,1 - 10° - 1#/0,0078 = 913 em. 


Esercizio 2115. — Idem, per una trave di legno avente & = 80 cm, dè = 3 cm. 
Soluzione. L'altezza h non ha influenza. Supposto y = 0,0008 kg/eme, la 
(1625,) dà 


L= 1,414v/105 > 3770,0008 = 1470 cm = 14,7m. 


853. Le travi di sezione a doppio T (2). 


a) Come si accennò nel n. 161 c), se una trave a I soggetta a torsione 
ha una sezione impedita di diventare gobba (25°) (2), le due ali o suole 
8’inflettono sensibilmente nel loro piano (fig. 1841b), per cui sono soggette 
a momento flettente M_, variabile da sezione a sezione, e quindi anche a 


(3**) Per uno studio più esteso si vedano i nn. 49-53 del volume citato (nota 80) di S. Timo- 
BHENKO. 

(**) Ciò accade, per ragioni di simmetria, nella sezione di mezzo nei casi delle figg. 1838, 1840; 
nonchè nella sezione d’incastro delle travi a mensola, se tale sezione è saldata a un corpo pressochè 
indeformabile. 

(3) Le figg. 1841 a, b) rappresentano la deformazione nel caso in cui tutte le sezioni possano 
diventare gobbe (le ali rimangono pressochè rettilinee), e nel caso in cui una sezione sia costretta a 
rimanere piana (le ali s’incurvano nel loro piano). 

Nel caso della sezione rettangolare il fatto in questione non ha influenza sensibile. 
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sforzo di taglio T,. I due tagli 7,, che hanno versi contrari nelle due ali, 
costituiscono una coppia di momento Th nel piano della sezione, che 
contribuisce, insieme alle 7 ordinarie di torsione (cioè insieme a Cd0/dx), a 

equilibrare il momento torcente M,. 


n Per conseguenza in questi casi l’an- 
n \j  golo di torsione risulta minore di 


0= M:;/C, e quindi la (c) del n. 849 


b) non è valida. 
Y\ Consideriamo la trave a I della 
ee fig. 1841 b), a mensola, nella quale la 
Fig. 1841. sezione d’incastro deve rimanere pia- 


na; per cui, in seguito alla torsione, 
le ali s’inflettono nel loro piano. Se 0 è l’angolo di torsione all’ascissa @ 
e se À è l’altezza della sezione, lo spostamento laterale dell’asse dell’ala è 
n= +0-h/2. Se B, è il modulo di rigidezza a flessione dell’ala (B,= 
= B,/2, perchè l’anima contribuisce pochissimo a costituire B,), lo sforzo 
di taglio nell'anima è (234) 


dn h da 
Lao Biga Bea gp . 
Quindi il momento della coppia costituita dai due tagli 7, delle ali è 
h°  d30 
M.,= T.h=T—Bi5 è 
Perciò, invece della (c) del n. 849, si ha l’equazione (281) 
do he d*0 
(a) O ag - 


Derivando la (a) e sostituendo (per la (a) del n. 849) — M; con M?”, si 
ha anche 


d20 he d'0 dM,_, &t 
Ca Ber di da N a 


Infine, sostituendo (per la (b) del n. 849) £”” con — M0/B,, si ottiene l’equa- 
zione generale per lo studio delle travi a T, che sostituisce la (1608): 


d'0 1 d°0 UM 


(1627) "+ n EE =0. 
a Bla PI 
2C 4C 2 4 


Per studiare i vari casi si sostituisce a .M la sua espressione M(2). 


LI 1] s 

(*!) Entrambi i momenti rappresentati dai due termini contribuiscono a equilibrare. My di. 

Il segno — del secondo termine serve appunto a renderlo positivo, perchè d80/dr3 è negativa, 28° 
sendo decrescente d°v/dr? = (4/2) d°./dr8. La d./dr è positiva. 


I) 
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b) Due coppie M-alle estremità. Per M costante, la soluzione della 
(1627) è 
0= C, sen ra + C, cos ra + Cset+ Ce® ; 
dove 


TTT" 
= J + sat] 1a+ x . 


Le condizioni 9= 0 e 9” = 0 (*°) per e= 0 e perr= I, nonchè la sim- 
metria della deformata, richiedono che sia C,= C,= C,= 0, 


C,senrl1=0, rl=na ; e pern=1 ——4 


Quindi si ricava 


n | 7 1 | ne è a? 2 a? 
M-brpta=t alt= Fs0(+e): 
Bi === a 
(1628) Mn POV pet, 


Per l/a crescente, la radice tende a 1 ed M., tende al valore (1609) del 
caso della sezione rettangolare. 

c) Trave appoggiata alle estremità. I vincoli sono gli stessi della 
fig. 1838. Se agisce un carico Pin mezzaria, applicato nel baricentro della 
sezione, si ha 

vB,0 


(1629) Pa=0 8» 


dove il coefficiente c, dipende dal valore di I?/a?, e tende a 16,94 (1620) 
quando //a + co. Alcuni valori di c, si trovano nella tabella seguente. 

Se invece agisce un carico uniforme Q = g7, applicato in corrispondenza 
dell’asse geometrico, il valore di Q., è dato dalla (1629), con un coefficiente 
€. diverso, che tende a 28,3 (1624) quando //a + co. 


Blat= 4 8 16 24 32 48° 64 80 400 
ci = 31,9 25,6 21,8 20,3 19,6 18,8 18,3 181 172 
cs = 53,0 42,6 36,3 33,8 32,6 31,5 305 30,1 28,6 


I valori di P., e di Q., diminuiscono o aumentano se Pe Q sono ap- 
plicati all’altezza dell’ala superiore o inferiore, in misura tanto maggiore 
quanto più 7/a è piccolo (28°). Ad es., se 72/a2= 16, la variazione in più o 
in meno è dell’ordine di grandezza del 30%. 


(**) Se alle estremità la trave è vincolata come nella fig. 1838 b), iviè 8=0, Ma=0,n”=0; 
e per la relazione n = + 0 - 4/2 è anche @”= 0. 

(3**) I valori modificati dei coefficienti si trovano nel n. 52 del volume di Ss. TIMOSHENKO 
(nuota 80). 
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d) Trave a mensola soggetta a un carico P nell’estremità libera, applicato nel 
baricentro della sezione. Il valore di P., è dato dalla (1629), con un coefficiente cy 
diverso, che tende a 4,013 (1614) quando //a + co. Alcuni valori di cy si trovano 
nella tabella seguente. Per /*/a2 > 40 si ha con buona approssimazione cy = 
= 4,013: (1— a/l?. 

R/a = 1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 24 32 40 
cs = 15,7 12,2 10,7 9,76 8,69 8,03 7,58 7,20 6,96 6,73 6,19 5,87 5,64 


Esercizio 2116. —- Una trave a T N 40, lunga / = 6 m, è soggetta alle estremità 
a due coppie uguali e contrarie. Calcolare M.,. 

Soluzione. a) Le caratteristiche della sezione sono: altezza & = 40 cm, lar- 
ghezza delle ali d = 15,5 cm, spessore dell’anima d = 1,44 ecm, spessore medio 
delle ali t = 2,16 cm, J, = 1158 cm‘, J, = 29213 cm', W.= 1461 cm}, A = 
= 118 cmq, g = 92,6 kg/m. La (182) dà J, = 144 cm'. Perciò si ha B, = 1158E, 
C = 144G (183), e quindi (y = 0,3, E = 2,6G) 


VB, = vV1158E- 144G = Ev1158- 144/2,6 = 2,1- 10$Vv1158 - 144/2,6 = 
= 5,318 - 105 kg - cm?, 
La caratteristica a? (n. 853 a) vale 
B.,h? 1158Eh? 1158 - 2,6 - 402 
È — le Sosa pes ene 2° 2. 
7 40 7 4-1446 4- 144 RR] 
per cui si ha 72/a? = 6002/8363 = 43,0. 
b) Nel caso della flessione semplice, la (1628) dà 


5,318 - 1081//-— 2? 5,318 - 108 
My= 0 | 1+735%0 = Lila 600 _ = 


= 3,091 - 10° kgem = 30910 kgm. 


Il risultato è attendibile, perchè si ha Gmaz cr = 3,091 - 105/1461 = 2110 kg/emq, 
che non è maggiore di 0,. 


Esercizio 2117. - La trave dell’esercizio 2116, lunga ! = 7,50 m, è appoggiata 
alle estremità ed è soggetta in mezzaria a un carico P applicato nel baricentro 
della sezione. 

Soluzione. Si ha 12/a® = 750*/8363 = 67,3. Dalla tabella del n. 853 c) si ha 
c, = — 18,2. Quindi la (1629) dà (es. 2116) 

5,318 - 108 

750? 

Il risultato è attendibile, perchè si ha 
Omaz er = Mmaz : W = (17200 - 750/4) : 1461 = 2207 kg/emq . 


P,, = 18,2 = 17200 kg/emq . 


Esercizio 2118. — Idem, con carico uniformemente ripartito. 


Soluzione. Dalla tabella del n. 853 c) si ha c, = — 30,4. Quindi 
5,318 - 108 
Q = 30,4 2 = 28700 kg . 


- Si ha Myaz = 28700 - 750/8 = 2690000 kgem, per cui Gmaz er = 1842 kg/cmq. 
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Esercizio 2119. — La trave dell’esercizio 2116, lunga ! = 6 m, è vincolata a 
mensola ed è soggetta a un carico P nell’estremità libera. UU 

Soluzione. Si ha 12/a? = 43,0, cui corrisponde (n. 853 d) cs = 5,59. Quindi 
5,318 - 103 

6002 

Si ha Mmaz = 8260 - 600 = 4956000 kgem, per cui Omarer = 3392 kg/emq. 
Quindi il valore di P,, non è attendibile, e si dovrebbe calcolare di nuovo assu- 
mendo per E un valore alquanto minore. 


P,, = 5,59 


= 8260 kg. 


Esercizio 2120. — Calcolare l,, della trave dell’esercizio 2116, appoggiata alle 
estremità e soggette al solo peso proprio. 

Soluzione. Si ha gq=g = 0,926 kg/em. Dalla (1629), cioè Q. = (9) = 
= €3° 5,318 - 108/22, si ricava 
5,318 - 108/0,926 , I, = 830, . 

È necessario procedere per tentativi, perchè c, dipende da /2/a?, ossia dall’in- 
cognita !.,. Provando 7, = 2000 cm, si ha /2/a? = 2000?/8363 = 47,8, cui corri- 

gs 
sponde (n. 853 c) c, = 31,5. Quindi risulta Z,, = 831v31,5 = 2624 cm > 2000 cm. 
Provando /,, = 2500 cm, si ha 1°/a®? = 2500?/8363 = 74,7, cui corrisponde c, = 
s__ 
= 30,3. Quindi /,, = 831v30,3 = 2591 cm > 2500 em. Provando 7,, = 2580 cm, 
s___ 

si ha/?/a® = 79,6, cui corrisponde c, = 30,1. Quindi Z,, = 831v30,1 = 2585 cm = 
= — 2580 cm. Dunque l,, = — 2585 em = 25,85 m. 


B_= a: 


854. Le travi sostenute da puntelli supplementari oscillanti (?5). 


a) Accade spesso di sostenere una trave eccessivamente sollecitata, 
in attesa dei rinforzi definitivi, mediante un puntello provvisorio (aggiunto 


ai vincoli già esistenti), collocato senza creare 
incastri alle sue estremità e quindi da riguar- LL 
dare come articolato (fig. 1842) (28). Il sistema - B 


così formato va soggetto facilmente a un feno- 
meno d’instabilità, apparentemente analogo a 
quello della flessione piana, ma profondamente Cc 

diverso nella sostanza (289) (29). Esso si mani- RE 

festa con una rotazione del puntello intorno ian 

al suo estremo inferiore C e nel piano normale all’asse della trave, cui con- 


(38) O. BELLUZZI: La stabilità della flessione piana in presenza di puntelli supplementari oscil- 
lanti, « Ricerche di Ingegneria », 1940, n. 5; « Memorie Acc. d. Scienze », Bologna, 1940-41. 

(36) Si è rappresentata nella figura una trave a mensola; tuttavia essa può essere vincolata 
in qualunque altro modo isostatico o iperstatico (ma non in modo labile. 

(38) L’instabilità della flessione piana, studiata nei nn. precedenti, richiede anzi tutto una tor- 
sione della trave, in seguito alla quale avviene una flessione anche nel piano di minima rigidezza. 
Soltanto così sono possibili ulteriori abbassamenti dei carichi, perchè la-flessione nel piano di mas: 
sima rigidezza è già avvenuta nella misura consentita dalla rigidezza della trave e dai vincoli. 
Invece nel caso in esame la flessione nel piano verticale può crescere se il punto A puntellato si ab- 
bassa; ciò che accade se il puntello ruota, perchè 4 si sposta orizzontalmente e un poco ariche ver- 
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segue uno spostamento trasversale dell’estremo superiore A e una fles- 
sione laterale della trave, accompagnata da un piccolo incremento della 
flessione verticale e da ulteriori abbassamenti dei 
carichi. Ed è quest’ultimo fatto che causa e spiega 
il fenomeno (?98) (29°). 

Questo caso si può studiare col criterio ener- 
getico, considerando come struttura principale la 
trave e come accessorio il puntello (°°), oppure 
in modo più semplice, esaminando la stabilità del 
puntello (n. 812), mentre la trave si considera 
come un vincolo elastico del puntello stesso (es. 
1896). Seguiremo quest’ultima via (?). 

5) Supponiamo da prima che agisca un solo carico verticale P, 
nel punto A puntellato (fig. 1843 a). Questo caso non differisce da quello 
dell’esercizio 1896. Ripetendo quel ragionamento, se c, è la reazione ela- 
stica orizzontale della trave quando A viene spostato orizzontalmente 
di uno e se Z, è lo spostamento orizzontale di A in seguito alla rotazione 
del puntello, la reazione orizzontale è c,î. Il puntello è in equilibrio indif- 
ferente quando i momenti di P e di c,î_, rispetto all’estremo inferiore (0) 
sono uguali e contrari, ossia se 
(a) Pla=0la°h, da cui P.,= Ch, P..Jc=h. 

Ma P.,/c, significa quante volte la forza orizzontale e, (che applicata in A 
alla trave provoca in A lo spostamento uno) sta in P.,; ossia quante unità 
di spostamento orizzontale provocherebbe la forza P., se fosse applicata 
orizzontalmente in A alla trave. Dovendo P.,/c, essere uguale ad A, si 
conclude che P., è quel valore di P, che se venisse applicato orizzontalmente 
in A alla trave, provocherebbe in A uno spostamento elastico orizzontale 


272 


uguale all'altezza h del puntello (©?) (??2). 


Fig. 1843. 


ticalmente (fig. 1843 b). Quindi i carichi possono compiere ulteriore lavoro esterno senza che sia 
necessaria la torsione (che avviene solo come fenomeno secondario; nota 267). 

Inoltre qui non è necessario che la rigidezza trasversale della trave sia minore di quella nel 
piano verticale. 

(3°) L’influenza della torsione, insignificante, è considerata nella mia nota successiva: Sulla 
stabilità delle travi sostenute da un puntello oscillante, « Memorie Acc. d. Scienze », Bologna, 1942, 

(38*) I carichi si abbassano ulteriormente per ciò che si è detto nella nota 266. 

(34°) Se invece il punto A fosse sostenuto da un tirante fissato in alto, non si avrebbe insta- 
bilità, perchè una rotazione del tirante intorno al suo estremo superiore causerebbe uno sposta- 
mento laterale orizzontale di 4 e anche un piccolo innalzamento. 

(*"*) Sebbene più laborioso, questo studio (nota 264) consente di tener conto di vari fatti se- 
condari e di giungere perciò a risultati più completi. 

(®"1) Giova osservare come certi problemi, anche complessi, si possano studiare mediante ra- 
gionamenti del tutto elementari. 

(3) Nel calcolo del carico P, da applicare orizzontalmente in A alla trave per provocare in 4 
uno spostamento orizzontale uguale ad &, la presenza del puntello (articolato alle estremità) non 
ha alcuna importanza. - 

(73) Naturalmente il puntello deve avere una sezione tale da non divenire instabile per carico 
di punta sotto l’azione del carico P, (o della reazione verticale 4 nel caso generale). 
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c) Consideriamo ora la trave soggetta a un sistema qualsiasi di carichi 
verticali P,, P.... P;... P, (fig. 1842). 
Se il puntello mantiene il punto A a livello del punto B, la reazione A 
(esercitata dal puntello sulla trave) provocata dai carichi è determinata 
dalla condizione di congruenza (cfr. i nn. 230 db, 231 a) 


(b) ANas = Z'PiNas . 


Nel caso in cui la trave sia di sezione costante, oppure di sezione variabile 
ma in modo che J,/J; sia costante (ad es. sezioni omotetiche), e i vincoli 
che contrastano la flessione nel piano orizzontale siano uguali a quelli 
che contrastano la flessione nel piano verticale, se si considerano gli spo- 
stamenti orizzontali £24 € îa; analoghi a quelli verticali 7744 €d 7a; gli uni 
sono proporzionali agli altri; per cui si ba anche 


(29) Ataa= Z'Pilai . 


x 


Orbene, il puntello è soggetto soltanto alla forza A (esercitata dalla 
trave sul puntello). Quindi (per quanto si è trovato in d) affinchè esso 
sia in equilibrio indifferente occorre che la A sia tale che pensata agente 
orizzontalmente sulla trave in A provochi uno spostamento orizzontale 
di A (espresso da A4$,,) uguale ad %. Perciò, per la (d;), dev’essere anche 


(1630) ZSP;jCa= h . 


Si conclude pertanto che #1 sistema dei carichi verticali P; è critico, 
ossia rende indifferente l'equilibrio, se i P; sono tali che pensati agenti oriz- 
zontalmente negli stessi punti della trave provocherebbero în A uno sposta 
mento elastico uguale all’altezza h del puntello (2°4) (°°). 


(3°) Può sembrare che uno spostamento orizzontale così grande del punto 4 sia incompatf=* 
bile col comportamento elastico della trave; e che, d’altra parte, per produrlo occorrano delle forze 
molto maggiori dei carichi di esercizio che la trave può sopportare nel piano verticale. Quindi si 
potrebbe credere che l’instabilità possa manifestarsi soltanto in casi eccezionali. Ma il primo dub- 
bio non sussiste, perchè la regola trovata è soltanto la constatazione di una coincidenza formale, 
intesa a rendere sintetico il risultato, cioè a rendere uniforme il calcolo dei carichi critici in qualune 
que caso; per cui non è affatto necessario che tale spostamento sia realmente possibile. D'altra 
parte, essendo di solito la rigidezza della trave nel piano verticale molto maggiore di quella nel 
piano orizzontale, ed essendo la sua resistenza molto aumentata dalla presenza del puntello nel 
punto 4, avviene facilmente che i carichi abbiano valori tali che, pensandoli applicati orizzontal- 
mente, siano sufficienti a spostare considerevolmente il punto 4; tanto più che esso, orizzontal- 
mente, non è vincolato. 

Ad es., una trave di ferro a I N 16, lunga 8 m, appoggiata alle estremità e sostenuta nel 
mezzo da un puntello alto %& = 2,50 m, caricata uniformemente, diventa instabile quando il 
carico è g,7 = 538,5 kg/m (perchè questo carico, pensato applicato orizzontalmente, produrrebbe 
appunto uno spostamento orizzontale del punto di mezzo uguale a m 2,50, supposto che la trave 
si comportasse elasticamente fino a tale spostamento). Come si vede, per avere l’instabilità non è 
necessario che il puntello sia eccezionalmente basso; e non occorrono carichi eccezionali, perchè 
con questo carico la tensione massima nella trave è soltanto di 921 kg/ema. 

(***) I valori critici dei carichi risultano proporzionali all’altezza è del puntello.. 
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Oppure: per dati carichi P.,, l’altezza critica h., del puntello è quella che 
uguaglia lo spostamento orizzontale che i P; provocherebbero in A se venissero 
applicati orizzontalmente. La trave è stabile se l’altezza & del puntello è 
maggiore di h,,, instabile se è minore (2°). 

Questo risultato, singolarmente semplice e sintetico, vale per travi co- 
munque vincolate (purchè prima dell’aggiunta del puntello i vincoli siano 
almeno sufficienti), per qualunque distribuzione di carichi, e per sezione 
costante o variabile (con la limitazione suddetta). 


d) Se il puntello non mantiene il punto A a livello, ma lo lascia abbassare di 
ò. (se invece lo fa alzare, dò, è negativo), la condizione (5) che determinava la rea- 
zione A diventa 
(c) ANaa + da = ZPiMai . 


Se sussistono le condizioni dette in c) per la proporzionalità degli spostamenti 
Naar Nai © Caar Cain espressa da $:n=J,:J,, si ha anche 


(c1) Alan + (72/3 ,)Òa = ZPba hd 
Per quanto si è detto in db), è AÈ,, = A, per cui si ottiene 
(1631) ZP;tai = h+ (I./In)Òa 


ossia i valori critici dei carichi sono quelli capaci di provocare in A (se applicati 
orizzontalmente) uno spostamento orizzontale uguale ad %+ (J./7,)ò.. Il disli- 
vello ò, fa dunque aumentare i valori critici se è un abbassamento e diminuire 
se è un innalzamento. Se J, > J,, come accade di solito, l'incremento di è può 
essere notevolmente maggiore di da. 

Se il puntello costringe il punto A ad alzarsi, i carichi critici risultano nulli 
quando sia & — (7,/7,)Ò = 0, ossia se l’innalzamento dò, è uguale a (7,/J.)h = dr; 
per cui basta tale innalzamento (senza carichi) a rendere 
instabile la struttura. 

e) Il peso proprio della trave concorre col carico ac- 
cidentale a provocare l’instabilità, o non concorre, secondo 
che il puntello mantiene il punto A all’altezza in cui si tro- 
verebbe qualora la trave fosse priva di peso (cioè a livello) 
oppure lo mantiene all’altezza alla quale è giunto per effetto 
del peso proprio. 

Infatti, la reazione A dalla quale dipende la stabilità 
del puntello (e dipende soltanto dal valore di A) tiene conto anche del peso pro- 
prio nel primo caso, e non ne tiene conto nel secondo caso. 

f) Se il puntello è incastrato in basso (fig. 1844) anzichè girevole, nella (1630) 


Fig. 1844. 


(1°) Questa conclusione può sembrare in contrasto con l’intuizione (può sembrare che un pun» 
tello basso sia più favorevole alla stabilità); ma basta pensare che a uno spostamento t, di una certa 
entità (e quindi a un certo lavoro interno di fiessione laterale) corrisponde uno spostamento n, 
tanto maggiore (e quindi mazgiori anche gli nj e maggiore il lavoro esterno XP,n;) quanto minore 
è h. Infatti, si ha (fig. 1843 b) tî = Na (2A — ng) = 2h ng, da cui ny = tÈ/2h. Lo spostamento ny è 
infinitesimo del secondo ordine rispetto a îg 
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risulta 4/1,2 anzichè 4; e i valori critici dei carichi sono quelli capaci di provocare 
in A lo spostamento h/1,2, deformando però l’insieme trave-puntello (27?) (278). 

9) Le numerose verifiche sperimentali eseguite per controllare i risultati teo- 
rici diedero degli scarti sempre minori dell’1%, e in media di 0,5% (?°9). 


Esercizio 2121. — Una trave di ferro a T N 14, lunga 1 = 4 m, è vincolata 
a mensola e ha l'estremo libero A sostenuto a livello mediante un puntello girevole 
alto h = 1,50 m. Calcolare il valore critico di un carico uniformemente ripartito. 
Soluzione. Dalla (264) si ricava il carico uniforme orizzontale Q capace di 


provocare una freccia orizzontale f = È, = h: 
8EJ 8-2,1-1098-35,2__ 
Qua = i i h= — 100 — 150 = 1386 kg . 


Non occorre dunque un carico eccezionalmente elevato, bensì un carico nor- 
male, perchè esso provoca all’incastro una Gmaz = QU/SW = 846 kg/emq. 


Esercizio 2122. — La stessa trave è puntellata nel punto di mezzo A ed è sog- 
getta a un carico P nell’estremo libero D. Calcolare P.,,, essendo £ = 50 cm. 

Soluzione. La forza P applicata orizzontalmente in D provoca in A uno spo- 
stamento orizzontale espresso da È, = (5/6)P(1/2)* : EJ,. Quindi per provocare 
lo spostamento $, = % occorre la forza 


6 D 

P.,, = — * e h= —-. '— 
ta] | 

Questo carico non è eccezionale, perchè provoca Omar = 1353 kg/emq. 


Esercizio 2123. — Trave di ferro a T N 4 (mm 40 x 40 x 5,5) disposta con 
l’ala orizzontale, lunga ! = 4,60 m, appoggiata alle estre- 
mità B, D (fig. 1845) e puntellata nel punto di mezzo A 
in modo da lasciare A all’altezza alla quale si trova per 
effetto del peso proprio. Un carico P, sulla prima cam- 
pata, distante b = 1/3 da B, e un carico P,=2P, sulla 
seconda campata, distante d = 37/8 da D. La rigidezza 
trasversale, dedotta da prove a flessione, è EJ, = 6,07 - 
- 106 kg - cm?; il puntello è alto & = 20 cm. Calcolare P,.r. 


Fig. 1845. 


(#?) Luogo citato nella nota 264. 

La diminuzione da A ad 4/1,2 è dovuta al fatto che in questo caso il puntello s’incurva, e quindi 
a parità di t, l'abbassamento di A e dei carichi è maggiore (si veda la nota 2 del Cap. X) (e per 
questo i valori critici potrebbero essere minori. Però di solito aumentano, perchè il sistema trave 
puntello richiede delle forze orizzontali maggiori per deformarsi lateralmente. 

{"*) Per evitare il calcolo noioso dei carichi critici, cioè di quelle forze orizzontali capaci di 
provocare in 4 lo spostamento orizzontale À/1,2, si può procedere sperimentalmente, facendo 
agire in direzione orizzontale delle forze proporzionali ai P;, e misurando lo spostamento ty di A. 
1 valori critici si ottengono moltiplicando tali forze per h/1,2îa- 

Questa determinazione sperimentale può essere utile anche nel caso del puntello articolato 
epecie se la sezione della trave è variabile. In questo caso il fattore è hl Seo 

(**) Luogo citato nella nota 264. 
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Soluzione. Lo spostamento È, provocato da P, e P, agenti orizzontalmente 
è dato da 
P,b(31° — 46°) + P,d(31° — 4d°) 
Ca = 48EJ , i 


Posto î, = Re P, = 2P,, si ricava 
P,o = 22,338 kg, = P., = 44,676kg. 


La verifica sperimentale diede P,,, = 22,200 kg, Pa, = 44,400 kg (scarto 
di 0,96%). 


Esercizio 2124. — Trave di ferro a T N 16 lunga { = 12 m, vincolata e pun- 
tellata come la precedente, soggetta a P, = 500 kg sulla prima campata, distante 
b=4mda B,ea P,= 650 ks sulla seconda campata, distante d = 5 m da D. 
Calcolare l’altezza critica del puntello. 

Soluzione. Usando l’espressione di È, dell'esercizio 2123, si ottiene £, = h,, = 
= 329 cm. Perciò la struttura è stabile se l’altezza del puntello è è > 3,29 m. 

Se si richiede un coefficiente di sicurezza ad es. s = 2, cioè se si vuole che 
l’instabilità si manifesti solo quando si raddoppiano i carichi, dev'essere & = 2h, 
(note 275, 276); per cui occorrerebbe un puntello alto circa 6,60 m. 


Esercizio 2125. — Nella trave dell’esercizio 2121 si colloca il puntello in modo 
che A sia ò, = 5 cm più basso di B. Calcolare Q,,. 
Soluzione. Il secondo membro della (1631) risulta 


h + (J./I,)Òa = 150 + (573,0/35,2)5 = 150 + 81,4 = 231,4 cm. 
Perciò il valore trovato Q.r = 1386 kg cresce nel rapporto 231,4/150 e diventa 
Q. = 2138 kg. 

Esercizio 2126. — Idem, in modo che A sia 5 cm più alto di B. 
Soluzione. Si ha ò, = — 5 cm, e risulta 
h+ (J./J,)ò, = 150— 81,4= 68,6cm. 
Perciò Q., = 1386 kg diminuisce nel rapporto 150/68,6 e risulta Q,, = 634 kg. 
Esercizio 2127. — All’estremità libera A della stessa trave dell’esercizio 2121, 
scarica, si forza il puntello (alto & = 1,50 m) in modo da sollevare il punto A. Per 


quale altezza ò, si ha l’instabilità? 
Soluzione. Si ha (n. 854 d) 


ds er = (7,/I.)h = (85,2/573,0)150 = 9,2 cm. 


Questo innalzamento è ancora compatibile col comportamento elastico della 
trave (Omaz = 2536 kg/cmq). 


LA STABILITÀ DELL’EQUILIBRIO ELASTICO 193 


E) LA STABILITÀ DELLE LASTRE PIANE, 


855. L'equazione generale. 


Le lastre piane possono divenire instabili quando sono soggette a com- 
pressione nel loro piano medio, o a forze tangenziali lungo i lati, pure 
agenti in tale piano. I vari fenomeni si manifestano con ingobbimenti, 
che inizialmente aumentano senza che occorra aumentare le forze esterne 
(equilibrio indifferente). Però, a differenza da ciò che accade nelle travi, 
quando l’ingobbimento non è più piccolissimo la lastra ridiventa stabile 
e capace di resistere a carichi ulteriori, non solo per un motivo analogo a 
quello del caso del n. 829, ma sopra tutto per l’intervento di quelle dilata- 
zioni e tensioni nel piano medio di cui si fece cenno nei nn. 608 a), 651, 
che si oppongono all’ingobbimento progressivo. Tuttavia non è prudente 
fare assegnamento su questa riserva di resistenza, per cui di solito si 
evita di raggiungere l’instabilità. 

All’inizio di questa, quando l’ingobbimento è ancora sul nascere, tali 
tensioni nel piano medio, che conseguono all’ingobbimento (e che rendereb- 
bero non lineare l’equazione differenziale della lastra, n. 651 a), si possono 
trascurare (es. 1155). Perciò, se lo spessore s della lastra è costante, l’equa- 
zione è del tipo della (1054) di Lagrange, con alcuni termini aggiuntivi 
che tengono conto delle forze esterne agenti nel piano della lastra. 

Se oltre al carico p per unità di area, agente normalmente alla lastra, 
agiscono nel piano medio di questa e nelle direzioni 2 e y due forze normali 
di valori N, ed N, per unità di lunghezza della sezione normale a 2 0 a y 
e forze tangenziali N,,= N,,, e se N,, N, si riguardano positive se di 
trazione, l'equazione differenziale della lastra è 


: dIÙ Pa dI 1 D di = ; 922 
(1632) Tal at gi BP+ ez t+ I 5 + 2Na so) 

Rinunciamo per brevità a ricavarla direttamente e giustifichiamo in 
modo semplice i termini aggiuntivi. Considerato un elemento rettangolare 
di lati dr, dy, le forze N,dy agenti sui due lati opposti dy (supponiamo 
N, costante) sono inclinate tra loro (n. 619) dell’angolo dr/o,= 
= — d°l/de? - de; per cui (note 13 e 15 del Cap. XXVII) la loro risultante, 
normale alla lastra e valutata nello stesso verso di p, è N,dy - d*éfda? - de = 
= N. dda - dedy; e quindi per unità di area tale risultante vale 
N. d*i/da?. Pertanto, alla p si aggiunge la N, - d°6/d2?; e E si 
aggiungono N, - d°Î/dy° e 2N.,- d*E/daedy. 

La (1632) consente di sbadiaze le lastre soggette al carico pera forze 
N., N,, N. nel piano medio. Ponendo invece p= 0, essa serve per lo 
studio dei fenomeni d’instabilità provocati dalle forze esterne N,, Nj, Nx;. 
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Studieremo in modo dettagliato i più semplici di tali fenomeni, mentre 
per i più complessi ci limiteremo a indicare e a illustrare i risultati. 

I fenomeni in questione assumono particolare importanza nello studio 
delle costruzioni navali e aeronautiche e in quello delle lamiere che costi- 
tuiscono le travi composte. 


856. Lastra rettangolare appoggiata lungo i quattro lati e compressa nella 
direzione di due di essi. 


a) Sia data una lastra rettangolare di lati a e d (fig. 1846), soggetta 
allo sforzo di compressione N, uniforme lungo i lati d. In questo caso si 
ha p= 0, N,=0, N.,=0, e la (1632) diventa (25°) 


(1633) 4 


Un integrale che soddisfa questa equazione, nonchè le condizioni ai 
bordi, è 


(a) È(2, Y) = Cmn SEN e sen 7° 


Sostituendolo ed eliminando il fattor comune €c,, sen maz/a sen nay/b. si 
ottiene la relazione che N, deve soddisfare 
affinchè l’equilibrio sia indifferente: 


mini, Mmnni,  nint N, mn 
ai ab + bd TB ai 
da cui 
a? m3 n? 2 
Fig. 1846 N,=°B—-; (Gi i = 
S i m?\a b? 


b) I più piccoli valori di N, si hanno per n= 1 (28); quindi si ot- 
tiene (282) 
az\3 B 


a B î 
(1634) No=ralm+ pe +7" 


Il numero m di semionde (0 bozze) che rende minimo N, dipende dal 
valore di a/b. Osservando che il prodotto dei due termini entro parentesi è 
indipendente da m, si conclude che la loro somma è minima quando essi 


(***) Poichè si mette in evidenza il segno — di N,_, nel seguito s’intende che N, sia positivo se è 
di compressione. Lo stesso dicasi quando considereremo anche N,,. 

(331) Si possono dunque avere più semionde (o bozze) nella direzione della compressione N,» 
ma una sola semionda nella direzione normale. 

(33) Il fattore x*B/a? della prima espressione (1634) è il carico di Eulero nel caso in cui mancas 
sero gli appoggi lungo i lati paralleli a 7 (comportamento di trave). Il secondo fattore, maggiore 
di 1, rappresenta l'aumento di N, dovuto a tali appoggi. 
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sono uguali tra loro, ossia quando n a?/b°, m= alb. Perciò se a/b è un 
numero intero, il valore minimo di N, cioè N,,,, risulta 


(1635) Ni «= 47€ ELE 
ed è indipendente da a. La lastra s’inflette in modo che risultino tanti 
campi quadrati (cioè di lunghezza a/m uguale alla larghezza b), alternati- 
vamente concavi e convessi. 

Le curve a tratti rappresentano le deformate orizzontali (se la lastra 
è orizzontale) dei due lati opposti è, i cui punti si avvicinano in conse- 
guenza dell’incurvamento della lastra (cfr. il n. 817 c). L’incurvamento 
e quindi anche l’avvicinamento sono nulli ai bordi a. 

c) Discutiamo ora il caso generale in cui a/b non è intero (288). 

Se a/b è minore di 1 0 poco maggiore di 1, la parentesi della seconda 

i espressione (1634) è minima per m= 1, e si ha 


Bj; 
(1636) Nes h+ al #a+ 


Mantenendo b invariata e variando a, il fattore (b/a + a/b)® è minimo e 
I uguale a 4 quando a = bd, ed è maggiore di 4 se a = db. Se a è molto minore 
| di b, tale fattore diventa molto grande. Esso è maggiore di 4 anche quando 
a>b; però quando a/b supera un certo valore, il fattore risulta minore 
per m= 2. Per determinare tale valore basta uguagliare la seconda espres- 
sione (1634) di N, per m= 1 ed m=2: 


i db 1 a è a 
lati sa” sr MU ew 


cui corrisponde N, .,= 4,50 2°B/b*. Per a/b= 2. la lastra s’incurva in- 


| differentemente con m= 1 o con m=2. Se a/b> v2, si ottiene N. 

i ponendo nella (1634) m= 2. 

i Si ha così (285) 

È B kat s\ 

i 7 7 — l2 — un nn — 

| (1637), (1638) =N..,,= kx TO, 0x = 121— v) E(4) i 

i dove X ha i seguenti valori 

alb = 0,2 04 0,6 08 10 12 14 16 18 2,0 
ko = 27,04 8,41 5,14 4,20 4,00 4,13 4,47 4,20 4,04 4,00 


(333) La discussione e i risultati sono analoghi a quelli del n. 832 db). 

(3) Dalla (1638) si riconosce che lastre simili (cioè aventi a, d, s proporzionali) hanno la stessa 
Sr er (non solo è uguale s/b, ma è uguale anche X). 

Lo stesso accade per la =,-= x2Z/? (411) delle travi caricate di punta. perchè se sono simili 
bannv lo stesso valore du 4 = lg. ,uin (D. S27 e). 


ssa 
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In modo analogo si trova che per a/b > 2 il fattore X, che è uguale a 4 quando 
a/b è intero, diventa massimo ogni volta che a/b è intermedio a due numeri interi, 
e precisamente quando 


alb=vm(m+ 1), cui corrisponde k=(2m+1?:m(m+1). 
In particolare quando a/b è compreso fra 1 e 2, fra 2 e 3, fra 3 e 4, ... si ha 


max k= 4,500 4,167 4,083 4,050 4,033 
per a/b = V2= 1,4l4 V6= 2,449 Vv /12= 3,464 V20= 4,472 V30= 5,477, 


d) Praticamente, se a/b > 3 si può usare con buona approssimazione 
la (1635) per qualunque valore di a/b. 

e) I risultati ottenuti sono validi se il materiale segue la legge di 
Hooke fino all’instabilità. Ciò richiede che sia o. = N, c;/5 < 0,; per cui, 
avendo presente la (1638), si ottiene la condizione 


db __ KE — 


(1639) Z3a| n= 


Se X= 4 e se E/o,= — 1000, la (1639) diventa d/s > — 60. 

f) Nelle condizioni ai bordi supposte in a) si trovano ad es. le quat- 
tro lamiere che costituiscono un tubo sottile di sezione quadrata, compresso 
uniformemente lungo il contorno e in direzione dell’asse 
(fig. 1847 a). Raggiunta l’instabilità, ognuna delle lamiere 
s’inflette con una serie di semionde o bozze quadrate (0 
circa), e a una bozza concava di una corrisponde una 
bozza convessa delle due lamiere adiacenti (fig. 1847 b); 
Ì | così che ciascuna lamiera non costituisce un incastro per 
le lamiere adiacenti, bensì un appoggio che consente la 
rotazione. 

Lo stesso può dirsi se il tubo è costituito da quattro 
lamiere unite tra loro con l’intermediario di quattro ferri 
cantonali (fig. 1847 c), dei quali si può trascurare la rigi- 
dezza a torsione. 

È opportuno adottare per la lamiera uno spessore tale 
che essa non diventi instabile prima del tubo considerato 


a) 


e come pilastro (es. 2136). 
9) Quando la c,., risulta maggiore della 0, al limite 
a di proporzionalità, si deve ridurre il valore di E. Tuttavia 
ig. LE 


tale riduzione può riguardare soltanto la direzione x, perchè 
nella direzione y la lastra non è compressa. In tal modo si giunge (28) alla 
conclusione che i valori di N,,, e c.., dati dalle formule precedenti si 


(3) Si vedano ad es. il n. 54 del volume di F. BLEICH (nota 75) eil n. 71 del volume di S. Tr- 
MOSHENKO (nota 30). 
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devono moltiplicare per Vv, essendo p= E*/E (n. 824 2. In tal caso, 


anzichè quadrati (a= db), i campi risultano lunghi a = b/g. 
Secondo un altro punto di vista, tali valori si dovrebbero invece mol- 
tiplicare per g, come si fa nel caso delle travi. 


Esercizio 2128. — Una lamiera di ferro quadrata di 1 m di lato e di 1 cm di 
spessore è appoggiata lungo i quattro lati ed è compressa nella direzione x. Cal- 
colare N, 

Soluzione. Si ha B = Es*/12(1— v?) = 2,1- 105 - 1°/10,92 = 192000 kgem. 
Quindi la (1635) dà 

192000 
V = 4n? = o 
N. = 4° 1008 758 kg/em., 

Se si vuole che il coefficiente di sicurezza sia 2,5, si potrà caricarla con 
N, = 303 kg/em, cui corrisponde o = 303 kg/emq. 

Il risultato vale anche nel caso in cui la lastra abbia b = 1ma=2-3-4- 
5... m. 


Esercizio 2129. — Lamiera rettangolare avente db = 1 m, a = 50cms=lcm, 
Soluzione. La seconda delle (1636) dà 
5 192000, 100 50 \2 


7 = nil sa Î jge lor]. 
Nea = oo (50 + 100) 1184 kg/em . 


Se invece si usa la prima delle (1636), si ha 
n 192 sE 502 \2 > 192000 
Ni = © \1+ 1008) = so 


in cui il fattore 1,5625 rappresenta l'aumento dovuto agli appoggi lungo i lati 4 
rispetto al valore di Eulero che varrebbe se tali appoggi mancassero (286). 


1,5625 = 1184 kg/em, 


Esercizio 2130. — Lamiera rettangolare avente d = 1 m, a = 1,30 m. 
Soluzione. Il valore di N,,, è maggiore di quello che si ha quando a = d = 
= l m(?5°). La seconda delle (1636) dà 


192000 130 100\2 
1008 \io0 + 130) = 811 Ke/om. 


N, or = 1° 


Esercizio 2131. — Lamiera rettangolare avente b = 1m, a = 1,60 m. Cal. 
colare N, .,. Calcolare N,,,, nel caso in cui sia compressa nella direzione y. 

Soluzione. a) In questo caso (a/b > V2) si deve assumere m = 2, e la se- 
conda delle (1634) dà (288) 


192000 /_ 100 160)? 
Nieo = N° oo (210 + 3 ) 


100° \° 160 * fol =" 99m» 


(335) Se a/b diminuisce, il beneficio dovuto a tali appoggi è minore, perchè la loro influenza si 
fa sentire poco nella parte centrale della lastra. Così se dè = 1 m, a = 25 cm, il fattore di aumento 
è 1,129, e si ha N, = 3423 kg/cm (mentre il valore di Eulero è 3032 kg/cm). 

(34°) L’anmento è massimo se a = 1,414 m (a/b = V2), e si ha N,;r = 853 kg/em. 

(3*) Essendo m = 2; il risultato èlo stesso che si avrebbe per una lastra avente a = 80 om, 
b = 1 m, per la quale si ha m=1. 
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b) Se la lastra è compressa nella direzione y, si ha (m = 1) 


- 192000/100 , 160\2 l 
yer = n° soi li80 + iog) = 417 Eglem. (289) 


ta 160 ' 100 


Esercizio 2182. — Lastra avente a = 5,50 m e b= 11m. 
Soluzione. Per m = 5 e per m = 6 la seconda delle (1634) dà 


192000, _ 100 1 550)? 
vo = sez 7 5 764 co] 
Na= 320: (3 550% 5100) = 7649 kg/em, 
a 192000, 100, 1° 550)? Lo) 
N,=% 00 (0350 t È 106) = 763,7 kg/em 
Il risultato è minore per m = 6, in armonia col fatto che a/b = 5,50 è maggiore 


di 5,477 (n. 856c). 


Esercizio 2138. — Determinare N,,, usando il criterio energetico. 
Soluzione. Il lavoro interno di flessione della lastra è dato dalla (1157): 


B 
(@ L=3|) 
4 


Il lavoro esterno compiuto dai vari carichi elementari N,dy è dato (n. 817 c) da 
dL, = N,dy ©: ò, e quindi il lavoro esterno totale è 


1 . fo 
(5) L=N3]W| (2) da. 


Assumiamo per la superficie elastica l'equazione (che in questo caso è esatta) 


È (0, Y) = Cmn Sen Matz/a - sen naryfb , 


da cui 
dÈ _ min? _ Max NIY di _ na? Max NITYy 
De Cmn da sen 7 sen - bo’ dy = Cmn UE sen i sen Db 
de mann? MITA NITY dÈ MI MIE NITY 
<— = sen sen 2 = c cos —— sen è 
dre dYy mE dd a bi » dr ii” a b 


Sostituendo, il calcolo della (a) si semplifica perchè si annulla il fattore che molti- 
plica 2(1— »). I due lavori risultano 


B 
L:=3 


m? . n??ab N, , m?n? ab È 
ratti (Ftri x , L, = : (O È . x . Î 

Dalla condizione L, = L, si ricava per N, la stessa espressione ottenuta alla 
fine del n. 856 a). 


(3**) Si potrebbe pensare che in questo caso dovesse essere più stabile perchè più corta. In 
realtà nel primo caso la lunghezza della semionda è soltanto 4/7 = 160/2 = 80 cm. Inoltre nel 
secondo caso l’infiuenza degli appoggi laterali è piccola. ; £ 
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Esercizio 2134. — La lamiera quadrata dell’esercizio 2128 è spessa s = 2,0 cm 


Calcolare N, .,. 


Soluzione. Assumendo E = 2,1 - 10% kg/cmq, la (1638) dà 


47° I 
Cee “ 0 2,1 - 108 (220 


2 
I 0,35) ) = 3037 kg/cmq > G,. 


100) 


Se si usa la tabella del n. 824 a), per g = 0,57 si trova (n. 856 9) 0,., = 0,57 - 
+ 3037 = 2293 kg/cmq, che è circa uguale al valore 2300 corrispondente a pg = 0,57. 
Quindi si può assumere G,,, = 2296 kg/cmq, cui corrispondono 


N, = 2296 - 2,0 = 4592 kg/em, P,, = 4592 - 100 = 459200 kg . 
Esercizio 2135. — Tubo quadrato avente b = 30 cm, s = 0,3 cm e la lun- 


ghezza molto maggiore di b. Calcolare N... 
Soluzione. a) Si ha B = 5190 kgem. Quindi si ottiene 


5190 
30° 


N. = 47? = 228 kg/em; = P,= 228-4-30 


27360 kg . 


b) Se si considerasse il tubo come un pilastro compresso e articolato alle 
estremità (2° caso di Eulero), esso avrebbe lo stesso P., se fosse lungo circa 20,2 m, 
e un P,, molto maggiore se fosse molto più corto. Invece l’instabilità delle lamiere 
limita P., a soli 27360 kg anche se il pilastro è lungo soltanto 30 cm (lastra qua- 
drata) (29) (es. 2136). 


Esercizio 2136. — Il pilastro dell’esercizio 2135 è lungo soltanto l, = 14 m. 
Calcolare lo spessore s che devono avere le lamiere affinchè diventino instabili con- 
temporaneamente al pilastro. 

Soluzione. Si deve far sì che la c., risulti la stessa per la lamiera e per il pi- 
lastro. Le due 0,, sono date dalla (1638) con X = 4 e dalla (411); per cui dev'essere 


47? s\__.,E 5 n a D* 
e LA 9 fe CE da cui 8=3(1- 2) 7. 


La sezione del tubo ha 
= 263s/3, 0° = (20°5/3):4bs = b°/6, per cui A = 648/03. 


Quindi si ottiene 


s=3(1— 32) = 3° 


né log # .WEFF_ - 30? 
0g 7 2 8” = | 


(**) Questo valore di P,, è quello per cui le lastre diventano instabili. Però appena Îl loro in- 
gobbimento diventa considerevole, esse ridiventano capaci di sopportare carichi molto maggiori 
(n. 855), e il pilastro rimane stabile. Tuttavia non è opportuno fare assegnamento su questa ulte- 
riore resistenza, e conviene evitare l’instabilità delle quattro lamiere. 
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857. Lastra rettangolare appoggiata lungo i quattro lati e compressa in entrambe 
le direzioni. 


a) Se la lastra è compressa nelle direzioni x e y con sforzi N, ed N, (fig. 1848), 
la (1632) diventa (291) 
dl d'È dIÙ 7 d°5 > dC 
£>L39 > == dea: 
dat 1° dr” d (NS vat Nes) 


(1640) 


Un integrale è ancora l’espressione (a) del n. 856. Sostituendo, si ottiene la 
relazione cui devono soddisfare N, ed N, per rendere 
indifferente l’equilibrio: 


+ N,3:= n°B 


az! Vv b2 


2 2 2 2\2 
(1641) N, m n (2 ni 


Dalla (1641) si ricava il valore di N,,, quando sia 
dato il valore di N,, o viceversa. Ad es., se è dato N 
si ha 


a? (m? n?\® n?a? 
Fig. 1848. 1642 N,=xB_-|(--+T)- —N,. 
ti ( ) ni TO n | a? pa) m>b? * 


Il valore minimo di N,, cioè N,,,, si può ottenere provando diverse combina- 
zioni di valori m ed n (i valori di m e di n che rendono minimo N = dipendono dai 
valori di N, e di a/b) (292). 

La scelta dei valori m, n si può anche decidere mediante una discussione gene- 
rale, che qui tralasciamo per brevità (298). 

b) Se N, è di compressione, N, ,, risulta minore di quello che si ha in assenza 
di N,, specie se N, è intenso. Se invece N, è di trazione, N, ,, risulta maggiore. E 
può essere notevolmente maggiore, se Mi di trazione ha un valore conveniente. 

c) Se N, = N,= N, la (1641) si riduce a N= a°B(m?/a? + n*/b*), che è 
minimo per m = n = 1. Quindi risulta 


(1643) N, = x°B (i È +) , 


che dipende prevalentemente dalla lunghezza del lato minore. 
Se inoltre la lastra è quadrata, si ha 


+ 3 BI 
(1644) No = 277 
che è metà del valore (1635). 
Se a + co, la (1643) dà N., = 2°B/b?. 


Esercizio 2137. — Lamiera rettangolare avente a = 3m. bd = 1 m,s=lcm. 
Dato N, = 160 kg/em, calcolare N,.,. 


(*!) Poichè nella (1640) si mette in evidenza il segno +; nelle (1641), (1642) N, ed A, si de- 
veno considerare positivi se di compressione e negativi se di trazione. 

(?**) In questo caso possono essere maggiori di 1 tanto m ché n. 

(***) Si veda il volume di S. TIMOsHENKEO (nota 30), n. bd. 
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Soluzione. Dopo vari tentativi con diversi valori di m e di n, si riconosce che la 
(1642) dà il valore minimo per m = 2, n = 1, che perciò è il valore critico: 


anno 300/22, 1 \_ 12- 300? 
Na e = n° 192000 S> ( )- #_ioòì 


2° (3008 + 1008 160 = 530 kg/em , 


Infatti, per m = 1, n= 1siha N, = 670 kg/em; perm= 3, n= 1 si ha 
N, = 600 kg/em; perm = 1, n= 2si ha N, = 23500 kg/cm; perm= 2,n=2 
si ha N, = 7100 kg/em; ecc. 


Esercizio 2138. — Idem, essendo dato N, = — 160 kg/em (trazione, nota 291). 
Soluzione. La (1642) dà il valore minimo per m = 4, n= l: 


3002/ 4° 12 \®. 12- 300? 
7... = 72192000 2° 
N, cs = 72192000 2° 4% \+E ni 


Per m = 3, n= 1 si ha un valore poco maggiore, cioò N, = 918 kg/cm. 


Esercizio 2139. — Lamiera rettangolare avente a = 1,50 m, b=1m, 
s= lem. Dato N, = 1200 kg/em (maggiore del valore critico in assenza di N,, 
che è di 822 kg/cm), calcolare lo sforzo N, di trazione necessario affinchè N. 
risulti appunto di 1200 kg/em. 

Soluzione. Risolvendo la (1641) per N,, si ha 


Il minimo valore negativo (trazione) di N, si ha perm=1l,n= l: 


100°) 18, 1° \2_ 1*- 100? 
1 (is + 08) - 1200 =— 138 kg/em . 


- 1? - 150? 


= 7192000 


v 


Esercizio 2140. — Lamiera quadrata avente a = 1 m, s = 1 cm, appoggiata 
lungo il contorno in modo che non possa dilatarsi, e riscaldata uniformemente. 
Calcolare it, 

Soluzione. a) Il riscaldamento provoca reazioni N, = N, = N capaci d’im- 
pedire l'aumento Aa = a;ja/t del lato. Perciò si ottiene N uguagliando ad 
a,adit la diminuzione di a provocata dagli N, che è data (915) da (1— v)(N/Es)a, 
e risulta N = Fa,s/t : (1— »). Infine, per ottenere At, si uguaglia questa espres- 
sione di N all’espressione (1644). Si trova così 

Ats 1,645 ( 8 a 


Ca+na\a 
b) Coi dati numerici risulta 
1,645 1 
Ate = 13 0,000012 (100) idià 


e) Se i vincoli impedissero la dilatazione in una sola direzione, risulterebbe 
At,; = 3,29(s/a)? : (1— 7°)a,, che è 2,86 volte maggiore, 
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858. Lastra rettangolare vincolata in diversi modi e compressa in una sola 
direzione. 


Consideriamo ancora la lastra rettangolare compressa soltanto nella 
direzione 2, e supponiamo che i lati x= 0 e x= a, soggetti alla compres- 
sione N,, siano liberamente appoggiati, mentre gli altri due sono vinco- 
lati in vari modi. 

a) Per poter soddisfare le varie condizioni che si avranno lungo i 
latiy= 0ey= d, esprimiamo l’integrale generale della (1632) nella forma 
(cfr. il n. 628 d) (29) 


(a) î(c,y)=f(y)-senmaz/a , 


che soddisfa le condizioni lungo i latix=0ex=a. 

Sostituendo nella (1633) le varie derivate della (a) e sopprimendo il 
fattor comune sen maw/a, si ottiene la seguente equazione differenziale, 
che determina l’espressione generale della funzione {(y): 


Si HI hl pes men N, 


(0) Po Ta rwo+(#=  glln=0- 


L’integrale generale della (8) (che coincide con l’integrale della (1627) e 
della (b) del n. 832) 


(e) f(y)= C, sen ay + C, cos ay+ Cseft+ Cer, 
dove (295) 

ai _ | | mea? N. ma 

b a? Ba 


Le costanti Ci, ... C, si determinano caso per caso mediante le condizioni 
di vincolo dei lati y= 0 e y= d. 

b) Illatoy= 0 è appoggiato e il lato y= b è libero. Le condizioni sono 
$=0edm,=0 pery=0,m,=0ed7,=0 pery=d (2°). Le prime due 
condizioni richiedono che si abbia C3 + C,= 0, ossia C4= — C,,e C,= 0. 
Quindi la (c) diventa (e-v— e-*= 2 senh ay) 


f(y)= 4 sen ay +- B senh By . 


Le altre condizioni danno un sistema di due equazioni lineari omogenee 
nella incognite A e B. Affinchè sia possibile una soluzione A + 0, B + 0, 


(**) S. TIMOSHENEO, n. 65 del volume citato nella nota 80. 

(**) Il parametro a è reale, perchè N7/B > m?x?/a?. Infatti N,= m?x*B/a? è il valore di N, 
nel caso in cui i latiy = 067 = ò fossero liberi (comportamento di trave, con m semionde). I vige 
coli esistenti lungo uno o entrambi questi lati fanno crescere N,.,,- 

(**) Le espressioni di m, e di Ty sono date dalle (1050) e (1065). 

Le rette y = cost. s’incurvano "tra molto meno delle rette x = cost.) per consentire che ai 
abbia al bordo libero 2g = 0, ossia d°t/dy? + vd?/dz? = 0. 
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dev'essere nullo il determinante dei coefficienti; ciò che fornisce la condi- 
zione d’instabilità 


(d) B(a + vm*a?/a?)?tg ab = a(8°— vm?n?/a*)tgh Bb . 


Dalla (d) si ricava N, (che è contenuto in a e f) quando siano noti a, 
b, B, v; e si trova che il più piccolo valore di N, si ha per m= 1 (una sola 
semionda di lunghezza a). Si ottengono così le stesse espressioni (1637), 
(1638), dove (per v= 0,25) (°°) 


alb=0,5 1,0 1,2 1L4 16 18 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 co 
k — 4,40 1,440 1,135 0,952 0,835 0,755 0,698 0,610 0,564 0,516 0,506 0,456. 


Una lamiera piegata ad angolo coi lati di uguale lunghezza, compressa uni- 
formemente (fis. 1849), ha ciascuna delle due parti nelle condizioni 
suddette, perchè gli spigoli liberi s'incurvano in modo concorde (cioè 
in modo che le due lamiere deformate si potrebbero sovrapporre fa- 
cendone ruotare una intorno allo spigolo comune), e non in versi oppo- 
sti; e quindi lungo lo spigolo comune (che rimane rettilineo) una parte 
non oppone alcun impedimento alla deformazione dell’altra (ossia due 
rette uscenti da uno stesso punto dello spigolo, normali a questo e con- 
tenute in ciascuna delle due lastre, ruotano liberamente mantenendo 
invariato il loro angolo). 


c) Il lato y= 0 è Sn pe pesa e il lato y= dè rig. 1849, 
libero. Le condizioni sono é= 0 e dÉ/èdy= 0 per y= 0, m,= 0 
de r,= 0 per y=b. Procedendo come in b) si ottiene una condizione 
d’instabilità più complessa della (4), dalla quale si ricavano ancora le 
espressioni (1637), (1638), dove (per v= 0,25) 


ab = 1,0 1,1 12 13 1,4 15 1,6 1,7 1,8 19 2,0 2,2 2,4 
k = 1,70 1,56 1,47 1,41 1,36 1,34 1,33 1,33 1,34 1,36 1,38 1,45 1,47. 


Se alb < — 2,3, si ha una sola semionda; se a/b > 2,3, si hanno due 
(o più) semionde. Il minimo valore di % si ha per a/b= — 1,65 ed è k= 
= 1,328; esso vale anche nel caso di a/b molto grande. 


d) Il lato y = 0 è incastrato elasticamente e il lato y = b è libero. Questo caso 
è intermedio ai casi bd) e c). 


(*?) La (1637) si può scrivere 


a? 
Neo = 


Si: 


Per a/b = 0,5 - 1,0 - 2,0 si ottiene 

N, er = 1,10x2B/a? - 1,44x?2B/a? - 2,19-?Bla?, 
dove il coefficiente 1,10 - 1,44 - 2,79 rappresenta l’aumento del carico di Eulero x*B/a? dovuto al 
vincolo lungo il lato y = 0. Com'è naturale, l'aumento è tanto maggiore quanto più grande è a/b, 


perchè quando a/b è piccolo, ossia d/a è grande, l’influenza di tale vincolo si fa sentire poeo nelle 
parti della lastra lontane dal lato y = 0. 
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e) Ilatiy = 0ey= bd sono perfettamente incastrati. Valgono ancora le esprese 
gioni (1637), (1638), dove (per y = 0,25) 


ajb = 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
k 9,44 7,69 7,05 7,00 7,29 7,83 7,69. 


Il minimo valore di X si ha per a/b compreso fra 0,6 e 0,7 ed è poco minore di 7,00; 
esso vale anche nel caso di a/b molto grande. 


Esercizio 2141. —- Lamiera quadrata avente a = dB = 80 cm, 8=lcm, vin 
colata come nel caso bd). 
Soluzione. La (1637) dà 


192000 


Na = 1,4407? SET; 


= 426 kg/em, percu P.,=426-80= 34080kg. 


Esercizio 2142. — Idem, nel caso di a = 160 cm, b = 80cm, s=1cm. 
Soluzione. Essendo % = 0,698, si ottiene N,,, = 207 kg/cm. 


Esercizio 2148. — Ciascuna parte della lamiera della fig. 1849 ha db = 20 cm. 
s= 0,5cm, a = 3 m. Calcolare N,,,. 
Soluzione. Per a/b = 300/20 = 15 si ha % = 0,460. Quindi risulta 
24000 

20? 


N. = 0,4607? = 272 kg/em, per cui Po, = 272-40 = 10880kg. 


Invece l’instabilità di Eulero dell’intero ferro considerato come una trave 
compressa (se l'angolo è retto) si ha (Jmin = 40°min = 20 - 16,67 = 333 emi) 


e 2;1 + 10° - 333 
Pa = 3008 


Quindi si manifesta prima l’instabilità delle due lastre. 


= 76700 kg. 


Esercizio 2144. — La lamiera quadrata dell’esercizio 2141 è vincolata come 
nel caso c). 
Soluzione. La (1637) dà 
192000 


N, = 1,707? 80? 


= 503 kg/em, 


Esercizio 2145. — Calcolare N,,, nel caso in cui le due lastre dell’esercizio 
2143 siano costrette a deformarsi in sensi inversi. 

Soluzione. In questo caso il vincolo mutuo delle due lastre lungo lo spigolo 
comune equivale all’incastro perfetto. Perciò è X = 1,328, e risulta 


Nea = 1,3287225000 _ 786 xgjem; = P, = 786-40 = 31440 kg. 


Esercizio 2146. — La lamiera quadrata dell’esercizio 2141 è vincolata come 
nel caso e). 


Soluzione. Essendo k = 7,69, si ottiene N, = 2277 kg/em. 
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859. Altri casi di sollecitazione (298). 


a) Lastra rettangolare soggetta a flessione nel suo piano. La lastra, appoggiata 
lungo i quattro lati, è soggetta a flessione agente sui lati 
xr=0ex=a (fig. 1850). La tensione c/,, ai lembi è 
data da 


ka? 8? 
si ; 272 = È i 
(1645) Ozor = kr b?s 12(1- v°) si 5) ” 
dove Fig. 1550. 
afb= 04 05 06 0,67 0,75 08 09 10 15 
ko= 291 25,6 241 23,9 241 244 25,6 256 241 


Il minimo valore di % (= 23,9) si ha per a/b = 2/3. Esso vale anche nel caso 
di a/b molto grande, e le semionde sono lunghe 25/3. 

Il momento flettente critico è dato da M., = 0557 = (1/6) 2B. 
b) Lastra rettangolare soggetta a tensione tangenziale. 
| La lastra, appoggiata lungo i quattro lati, è soggetta 
- | a tensioni uniformi 7., = Ty, (fig. 1851). Il valore cri» 
tico di queste è dato da 


B 
cu (1646) ident I 
Fig. 1851. dove 
afb= 10 12 14 15 16 18 20 25 30 
kE = 94 807,3 71 70 68 66 63 61 


Per a/b molto grande si ha % = 5,35. 
L’instabilità si manifesta con la formazione di bozze alternativamente rile- 
vate e depresse, di forma allungata secondo una direzione inclinata di circa 450 
rispetto alle direzioni delle 7 (nella figura sono segnate le curve di livello). 
c) Lastra rettangolure soggetta a carichi concentrati. La lastra, appoggiata lungo 
i quattro lati, è soggetta a due forze P opposte (fig. 1852). Se 


; ; P 
a/b > 2, si ha 
(1647) P,,= 4nB/b . 
Nel caso in cui i lati y = 0ey=5 siano incastrati, si ha 
(1648) P,,= 81B/b . P 
Fig. 18532. 


Esercizio 2147. — Una trave a T (composta), avente l’anima costituita da 
una lamiera alta © = 1 me spessa s = lcem, è soggetta a flessione. Calcolare M,, 
relativo alla sola anima. 

Soluzione. Trascurando la rigidezza a torsione delle ali, i due lembi della la- 
miera si possono considerare appoggiati. Si ha così (1645) 


192000 


oi er 23,977? 100? - 1 


= 4530 kg/cmq , M., = 75500 kgm. 


(**) Le indicazioni bibliografiche relative a questi casi si trovano nei nn. 66-68 del volume 
di s. TIMosuHENKO (nota 80). 
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Esercizio 2148. - Idem; calcolare 7,,, supposto che 7 sia costante. 
Soluzione. La (1646) dà 


Tar = 5,3577°192000/100° - 1 = 1014 kg/emq. 


Esercizio 2149. - Una lamiera avente db = 1m, a=3m, s=1cm, ap- 
poggiata lungo i quattro lati, è soggetta a due forze P agenti a metà dei lati lunghi. 
Calcolare P.,. 


Soluzione. La (1647) dà 
Per = 47 - 192000/100 = 24100 kg. 


860. Lastre circolari. 


a) Anche le lastre circolari, soggette lungo il contorno a una compres- 
sione radiale N, uniforme per unità di contorno, possono diventare insta- 


bili. Se lo spessore s è costante, si utilizza 
' 


lr oppone SA l'equazione differenziale (994). 
a clan Ricordando (n. 581 c, es. 1129) che la N, 
ui i applicata al contorno genera in ogni punto 


della lastra e in ogni direzione uno sforzo 
N= N,, ed essendo nullo il carico p normale 
alla lastra, lo sforzo di taglio #, per unità di 
lunghezza in un punto generico (fig. 1853) è dato da t,= N,g. Quindi la 
(994) (moltiplicata per r?) diventa 


Fig. 1855. 


d3 d r?N, 
(9) apr gen pa 
ossia 
d? d n) 
rei +r + (089—1)p=0. (= 2) 


Se si usa la nuova variabile 0 = ar, si ha anche 
(0) eTL+ 0 + @-1e= =0. 
L’integrale di questa equazione è 


(c) g= CJ(0o)= CI(ar) , 


dove J,(0) è la funzione di Bessel di ordine 1 della variabile 0 = ar. La 
condizione p= 0 al centro è soddisfatta, perchè /,(0)= 0. 
b) Lastra incastrata al contorno. Per r= È dev'essere p= 0, ossia 


(d) J(aR)=0. 
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La più piccola radice di questa equazione è ak = 3,832. Quindi risulta. 
(1649) N, = 3,8322 = 14,68 
c) Lastra appoggiata lungo il contorno. Per r= R dev'essere m.= 0, 


ossia (993) dp/dr + vp/r= 0. Per la relazione dI,.Jdo= Je —- Tio, dove Jo 
è la funzione di Bessel di ordine 0, la condizione suddetta diventa 


(e) aR-J(aR)—-(1—-v)J;(aR)= 0 . 

Posto v= 0,3, la più piccola radice della (e) è aR= 2,05. Quindi risulta 
B B 

(1650) Nro= 205° Fa= 420. 


d) Lastra anulare. Se r, ed r; sono i raggi esterno e interno, si trova 
ancora un'espressione del tipo (1649), (1650), ossia N, = kB/rî, dove il 
coefficiente % dipende dal valore di r,/r? (29). 


Esercizio 2150. — Lastra circolare incastrata, di ferro, avente E = 50 cm, 
se=lem. 


Soluzione. La (1649) dà 


192000 e 
N, or = 14,68 5027 = 1127 kg/em. 
Esercizio 2151. - Idem, appoggiata. 
Soluzione. La (1650) dà 
200 
N, = 4,20 mtc. = 323 kg/m, 


Esercizio 2152. — La stessa lastra è appoggiata al contorno in modo che 
sia impedito l’aumento del raggio, ed è riscaldata uniformemente. Calcolare Abis 

Soluzione. a) Il riscaldamento provoca una reazione N, capace d’impedire 
l'aumento del raggio AR = a,RAt. Perciò si ottiene N, uguagliando ad a,RAt 
l’espressione (915) della diminuzione di E provocata da N, = q, e risulta N, = 
= Ea,sAt : (1— »). Infine, per ottenere /t,, si uguaglia questa espressione di N, 
all’espressione (1650). Si trova così (cfr. l’es. 2140) 


0,35 s \2 
bo = Txoja, (E) 
b) Coi dati numerici risulta 


0,35 1: 
Ata = 1,3 - T:000013 (30) Sa 


(**) E. MEISSNER: Ueher dos Knicken kreisringfòrmiger Scheiben, « Schweiz. Ranzeitung», 
1933, pagg. 37-59. si veda auche il volume citato (nota 30) di S. TIMOSHENKU, pag. v/W. 
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861. Una: singolare instabilità delle lastre sottili appoggiate al contorno (300), 


a) Un singolare fenomeno d’instabilità si manifesta nelle lastre circolari di 
lamiera sottile, semplicemente appoggiate lungo il contorno (in modo che non sia 
impedito l'eventuale sollevamento di questo) e soggette 
a un carico P pressocchè concentrato nel centro. Quando 
P raggiunge un certo valore P.,,, un tratto 48 del con- 
torno (fig. 1854 a) (corrispondente a un certo angolo 0 
di circa 80°) si solleva dall’appoggio e forma un lobo 
ad andamento circa sinusoidale, che si prolunga fino al 
centro O secondo una superficie rirata. Questo consente 
ai due raggi OA e 05, che limitano tale superficie, di 
scorrere e di avvicinarsi angolarmente tra loro, facendo 
diminuire il raggio nel tratto ACB del contorno; e 
consente quindi alla rimamente lastra (di apertura 360° — 0) di deformarsi 
secondo una superficie conica avente il vertice nel centro 0, che si abbassa. Quando 
il lobo raggiunge un sollevamento pronunciato, si ha il collasso della lastra, con 
un carico molto minore di quello che essa potrebbe sopportare se tutto il bordo 
rimanesse appoggiato (30), 

b) Questo fenomeno è dovuto evidentemente alla compressione delle fibre 
periferiche (provocata dalla deformazione della lastra, n. 608 a, es. 1155). A un 
certo punto l’equilibrio elastico di queste fibre compresse diventa instabile, ed esse 
s'inflettono verso l’alto come per carico di punta. Ne segue uno sfogo della com- 
pressione suddetta, che diminuisce in gran parte; per cui l'energia elastica di que- 
sta compressione viene restituita. Questa energia, nonchè il lavoro che P compie 
abbassandosi ulteriormente, forniscono l'energia elastica necessaria per incurvare 
la lastra sia nel tratto ? (lobo rigato), sia nel tratto 360° — ? (superficie conica). 

c) Nell’attesa di pervenire allo studio teorico del problema, ho eseguito alcune 
esperienze con dischi di lamiera d’ottone di raggio R = 10 cm ed R=6cm 
e di diversi spessori. L’appoggio era costituito dall’orlo di un tubo di ferro, nello 
spessore del quale era praticato un solco di sezione semicircolare munito di pic- 
cole sfere d’acciaio, per eliminare il forte attrito fra la lastra e l’appoggio e facili- 
tare lo scorrimento del contorno. Il raggio della lastra superava di 3 mm il rag- 
gio E della corona di sfere. 

I risultati di tali esperienze (che saranno ripetute in scala maggiore) si possono 
(per ora) rappresentare mediamente con la formula 
(1651) Broalen - Be RONN. 

E 12(1—- 1)R (1- »3)R 
Il sollevamento del lobo ha inizio per c= 14, c = 1,2, e il collasso avviene 
per c=- 18, cc=-— 1,5. 

d) Un fenomeno analogo può manifestarsi nelle lastre quadrate o rettango- 

lari (fig. 1854b). 


(*°) O. BELLUZZI: Una singolare instabilità delle lastre sottili appoggiate al contorno, « Giornale 
del Genio Civile », 1955, fasc. 1°. 

{*°1) Per rendere evidente questo fenomeno basta appoggiare sull’orlo di un bicchiere un disco 
di cartoncino di diametro poco maggiore e premere con un dito nel centro di questo. 


atei 


PETTO, 
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Esercizio 2153. — Lastra d’ottone avente R = 10 cem, s= 0,5 mm. 
Soluzione. Assumendo E = 106 kg/cmq, v = 0,3, la (1651) dà 
108 - 0,053 108 - 0,058 


LD = 07 Gr Dn . U=]1,g e 
Per= 12 gi -10 = 199 kg Pa=48 col. 10 


= 20,6 kg, 


che furono appunto i risultati sperimentali medi. 


862. Problemi più complessi. 


a) Più complesso è lo studio della stabilità delle lastre rettangolari rinforzate 
da nervature disposte parallelamente o normalmente alla compressione 0,. A 
parità di volume di materiale, queste nervature fanno aumentare la stabilità della 
lastra assai più che se si adottasse uno spessore uniforme maggiore (392). 

b) Difficoltà considerevoli presenta lo studio dell’instabilità quando la defor- 
mazione della lastra non è più piccolissima, ossia quando le tensioni nel piano medio 
(n. 608 a, es. 1155) non sono più trascurabili. Mediante tale studio si trova che la 
6, (0 la 0,) deve diventare molte volte maggiore di 0, ,, affinchè la deformazione 
È diventi ad es. doppia o tripla dello spessore s (se il comportamento si mantiene 
elastico; ciò che accade quando 0, ,, è molto minore di c,). E si riconosce che la 
o, non rimane uniforme lungo i lati b, bensì si distribuisce in modo da risultare 
più intensa alle estremità di tali lati e più debole nella parte centrale (dove la lastra 
si accorcia più facilmente) (392), 

c) Un'altra questione che in certi casi può interessare è la determinazione della 
6, (0 della 0,) occorrente per giungere non all’inizio dell'instabilità, bensì al col- 
lasso finale, ossia al cedimento definitivo della lastra. Ciò che consente di cono» 
scere la riserva di resistenza che possiede ancora la lastra, e di decidere fino a 


che punto la 0, di esercizio può eventualmente venire superata in circostanze 
eccezionali (992), 


F) LA STABILITÀ DELLE LASTRE CURVE. 


863. Considerazioni sulla stabilità delle lastre curve. 


Come fu accennato nel Cap. XXVIII (n. 710 c, d), la grande rigidezza 
di cui godono le lastre curve, e sopra tutto quelle a doppia curvatura, 
rende queste strutture non solo molto resistenti, ma anche poco esposte 
ai pericoli dell’instabilità. Infatti, nella maggior parte dei casi, ossia quando 
lo spessore ha i valori usualmente adottati (non piccolissimi), esse diven- 
tano instabili soltanto sotto l’azione di forze esterne molto elevate, cioè 
tali da generare delle tensioni interne di gran lunga maggiori di quelle 


(3°) Queste tre questioni sono studiate nei nn. 70, 72, 73 del volume citato (nota 80) di 
S. TimosHENKO, nel quale si trovano anche le relative indicazioni bibliugratiche. 
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consentite dalla resistenza del materiale. Così che le usuali condizioni di 
resistenza, che limitano le tensioni al carico di sicurezza, garantiscono di 
solito largamente anche la stabilità. 

Ciò è vero specialmente per le lastre a doppia curvatura, che sono molto 
rigide perchè dotate di forma propria, sì che le deformazioni di flessione, 
necessarie per l’instabilità, sono possibili solo se accompagnate da consi- 
derevoli dilatazioni positive o negative della superficie media (n. 710 d). 
Tanto più che queste lastre sono sollecitate quasi esclusivamente da 
sforzi normali agenti nella superficie media (regime di membrana, n. 656), 
qualunque sia la distribuzione delle forze esterne (n. 658): cioè sono circa 
esenti da flessione. Invece per le lastre a curvatura semplice ciò è vero 
solo nel caso di forze esterne distribuite con simmetria radiale, cioè in 
modo da generare soltanto sforzi di membrana (fanno eccezione le volte 
sottili, che, se illimitate, sono sempre soggette a sforzi di membrana, 
comunque siano distribuite le forze esterne; n. 736 c). 

Tuttavia nelle moderne costruzioni leggere (ad es. nella fusoliera degli 
aeroplani, nei sottomarini), aventi spessori estremamente ridotti, può ac- 
cadere che l’instabilità si manifesti quando le tensioni hanno ancora i 
valori consueti. Per cui in questi casi è necessario determinare i valori 
critici delle forze esterne o delle tensioni interne, per poter valutare il 
margine di sicurezza. 

Lo studio della stabilità di queste strutture riesce semplicissimo nel 
caso del n. 864. Invece lo studio degli altri casi richiede l’impiego delle 
equazioni generali alle derivate parziali dell’equilibrio e della deformazione 
delle lastre curve; per cui cilimiteremo a riportare e a illustrare i risultati, 
per non uscire dai limiti della presente opera. Tanto più che il risultato 
del caso semplice del n. 864 vale anche in altri casi (v. ad es. il n. 867); 
ciò che è naturale, come vedremo nella nota 307. 

I risultati in questione valgono nell’ipotesi che il comportamento ri- 
manga elastico fino all’instabilità, e dunque nel caso delle lastre di spes- 
sore piccolissimo. Quando invece lo spessore non sia abbastanza piccolo, 
l'instabilità avviene quando il regime non è più elastico; nel qual caso si 
possono modificare opportunamente i risultati teorici, oppure si ricorre 
all’esperienza. 


864. I tubi cilindrici sottili compressi assialmente. 


a) Consideriamo un tubo cilindrico circolare di raggio r, di lunghezza 
le di spessore s molto piccolo, compresso uniformemente alle due estremità 
nella direzione dell’asse (fig. 1855) con forze d’intensità g per unità di 
lunghezza del contorno. Dipendentemente dai valori dei rapporti di r, 
l, s, sono possibili vari fenomeni d’instabilità. Uno di questi si manifesta 
con una deformazione della lastra simmetrica rispetto all’asse, che tra- 
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sforma le generatrici in sinusoidi tutte uguali e la lastra stessa in una specie 
di fisarmonica (v. figura). Questo caso si può 
studiare sia impostando e integrando l’equazio- 
ne differenziale del quarto ordine della defor- 
mata di una generatrice, sia usando il criterio 
energetico. Ma si può invece ottenere la soluzione 
immediatamente (9), ricordando (n. 677 a, bd) 
che ogni striscia longitudinale è nelle stesse con- 
dizioni di una trave immersa in un mezzo elastico 
costituito dalle strisce anulari (che cerchiano le 
prime), di caratteristica (1272)8 = Es/r?, e cari- 
cata di punta. Quindi sono validi i risultati del 
n. 832. 

Considerata una striscia longitudinale di lar- 
ghezza 1, il carico P.,, ossia q,,, è dato dalla 
(1545), nella quale si sostituisce EJ con B (con- 
trazione trasversale impedita, n. 677 c), e f con Es/r? (3%), e risulta (v= 0,3) 


= 1 Es? E, 
(1652) qs= Br & 606 È 
v3Aa1= x) 7 
La o, critica, ossia q.;/s, è data da 
1 E E: 
(1653) O, === * SA 0,605 
vV3(1 ne rv?) ‘al r 


La lunghezza della semionda naturale è (1546) 


(1654) Lav Vis=1,73V78. 


vizi —=») 


I risultati non sono così vari come possono esserlo nel caso del n.'832, 
perchè qui f non è indipendente da B. 

b) Vale la discussione del n. 832 5). Perciò il valore (1652) è il minimo possibile, 
e si verifica quando / è un multiplo di Z (e i due bordi sono articolati); e in tal caso 
der è indipendente da l. Se l ha altri valori, si ha una lunghezza d’onda 7 * 4 
e q:r è un po’ maggiore del valore minimo (1652). Se 21 < V2ào = 2,44V7s, si ha 
una sola semionda Z = l; e se] = 2,447, si possono avere una o due semionde, 
e dr raggiunge il valore massimo ge = 1,25 dor min 

Se l è molte volte maggiore di Z,, si può accettare il valore (1652) anche se 7 
non è multiplo di },. 

Se i due bordi sono liberi, vale quanto si è detto nel n. 832 d). 


(33) O. BELLUZZI: Sulla stabilità dei tubi a parete sottile compressi uniformemente secondo 
l’asse, « Memorie Acc. d. Scienze », Bologna, 1945-46; « Strutture », 1947, n. l1. In questa nota si 
trovano le indicazioni bibliografiche relative agli altri metodi per lo studio di questo caso. 

(4) Essendo b= 1, qui è 8= K (n. 254 a) e ha le dimensioni FL-* anzichè Fi? ha 332 a), 
e B ha le dimensioni FL anzichè FL? come ha EJ. 
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c) Per la validità delle (1652), ... (1654) dev'essere 0,, < 0,, Ossia 


1 E E 
i Pesi da cui Lose ue, 


v31— w) 7 8° v3(1- 32) 0 5 
Se E/o, = 1000, dev'essere r/s > 605; se E/o, = 500, dev'essere 7/s > 303. 
Quindi in ogni caso il tubo dev'essere sottilissimo. 

Quando lo spessore non sia tanto piccolo, si ha 0, > 0,. Ricordando i 
nn. 824 a), 856 9g), si può usare la formula 


‘0Es E. 
(1655) q, = 0,605 SI, s ossia ,= 0,605 ver 


dove g dipende dal valore di c., (n. 824 a). 
d) Se l è molto grande rispetto a r, si può avere prima l’instabilità dell'intero 
tubo che si comporta come una trave caricata di punta. Ricordando l’espressione 


di G,, (n. 278 b) ed essendo 0° = 72/2, se il tubo è articolato alle estremità ciò ac- 
cade se 

n° DE < “a . 2a ; ossia se “ > ii . 1 = 8,15 l a 
In tal caso si ha 

(1656) Ca = E a °° Pa=0n2rrs= E, 


e) Se invece il tubo è cortissimo rispetto al raggio, sì che l’effetto cerchiante 
risulti insensibile, ossia se f = % è notevolmente minore di 7,, der tende al valore 
corrispondente a una striscia larga 1 considerata isolata. Ciò risulta anche dalla 
(1544,), nella quale il secondo termine diventa trascurabile rispetto al primo. 
Quindi si ha (v = 0,3) 


2 2 2 

(1657) dr = 5 , ossia 0, = dIS# % a = 0, = E 

f) Per studiare l'instabilità che si manifesta con deformazioni non simmetriche 
rispetto all’asse del tubo, si parte (395) dalle equazioni generali alle derivate par- 
ziali dell’equilibrio e della deformazione delle lastre cilindriche e se ne deduce 
un sistema di tre equazioni contenenti come incognite gli spostamenti «, v, w. 
Le espressioni di questi che soddisfano il sistema e le condizioni ai bordi (articolati) 
sono del tipo 

w(x, 9) = 0 sen maz/l - sen n0 


(x misurata da un’estremità del tubo), essendo m, n due numeri interi. Perciò la 
deformazione della lastra cilindrica si manifesta con m semionde nella lunghezza 
e con n semionde nella circonferenza, e quindi con la formazione di bozze a scac- 
chiera, come nel caso del n. 627 a). L'equazione d’instabilità è fornita dall’annul. 
larsi del solito determinante, e consente di ottenere der in funzione di r, 7, s e di 
m, n. 1 numeri m, n che rendono minimo q., variano coi valori dei rapporti di r, I, 8. 


(**) Lo studio è svolto ad es. nel Cap. IX del volume citato (nota 80) di S. TIMOSHENEO, nel 
quale si trovano anche le relative indicazioni bibliograticue. 
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Nella discussione si ritrovano i casi particolari già esaminati: per n = 0 si 
ha la deformazione simmetrica trovata in a), col risultato (1652); se 7/r è molto 
grande, per n = l si ritrova il caso d), col risultato (1656); se 7/y è molto piccolo, 
per n = 0 si ha il caso e), col risultato (1657). Nel caso generale, ossia quando si 
manifestano le mn bozze suddette, si ritrova per q., la stessa espressione (1652) 
del caso simmetrico. La formazione delle bozze, ossia delle n semionde anche nella 
circonferenza, avviene (almeno teoricamente) quando / non è esattamente mul- 
tiplo di ,; e fa sì che g,, si mantenga circa uguale al valore minimo (1652), cioè 
chemnon subisca quei piccoli aumenti di cui si è detto in db) e nel n. 832 bd). 

Pertanto, si potrebbe accettare in ogni caso il risultato (1652). Tuttavia, per 
effetto delle inevitabili imperfezioni della lastra sottile, sono possibili anche defor- 
mazioni con m semionde non tutte della stessa lunghezza %. In questo caso si 
trova un valore di q,, minore, ossia 


3, 1 _ Es? 
5 v31= >) 7 


(1658) Re 


9) Nelle varie esperienze intese a verificare i risultati teorici, la g,, trovata è 
assai minore di quella calcolata (è il 20 + 60% di questa), e il disaccordo aumenta 
col diminuire di s/r. 


Esercizio 2154. - Tubo di lamiera d’acciaio avente r = 30 cm, s = 0,1 em. 
Soluzione. a) Il carico critico per unità di lunghezza del bordo risulta (1652) 


2,15 - 105 - 0,1? 


der 3 0,605 30 


= 434 kg/em . 


La c., vale 4340 kg/emq, che per un buon acciaio non fa oltrepassare il compor- 
tamento elastico. Si ha poi P,, = 81800 kg. Dato il valore elevato di P.,, è evidente 
che qualunque imperfezione anche piccola, o qualunque incertezza nei vincoli ai 
bordi, possono far anticipare di molto la deformazione e il collasso. 

b) La lunghezza d’onda naturale è (1654) 

Ao = 1,73v30 - 0,1 = 3,0cm. 
Perciò la deformazione avviene con una sola semionda se 
1< 2,44Vv30 - 0,1 = 4,23 em. 

c) Set = 18meseil tubo è articolato alle estremità, la (1656) dà 


2,15 - 106 - 303 - 0,1 


ani 3 ne 
Po = % 1800? 


55500 kg. 


865. I tubi cilindrici compressi radialmente dall’esterno. 


Il valore di p., trovato nel n. 844 c) e dato dalla (1597) vale soltanto 
nel caso di tubi non vincolati ai due bordi, oppure aventi la lunghezza 
molto grande rispetto al raggio. Nel caso dei tubi corti coi bordi collegati 
ai due fondi, come nelle caldaie, l’ovalizzazione è impedita alle due estre- 
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mità, e può manifestarsi soltanto a una certa distanza da queste; ciò che 
rende la struttura più rigida e quindi più stabile. 


Lo studio di questo caso è analogo a quello accennato nel n. 864 f). 
Le espressioni degli spostamenti v, v, w sono del tipo 


w(x, 0)= C sen ze/l - sen n0 , 


con una semionda nella lunghezza ed n semionde nella circonferenza. 
Il risultato (3%) è rappresentato dalla formula 


va sn | s/r I 
(1659) Por= E fr )(n°E/22+ 1)" 
i (ne 14 2n-1—- 7} 
T 121 — »8)}p3 |" T alare + 1) 


Quando / sia notevolmente maggiore di r, si ha più semplicemente e 
con buona approssimazione 


( _n*r3s/l8 83 


Csi Da= E pan 1)" 121 — 0) 


Gli errori in parte si compensano, perchè il primo termine è maggiore e il 
secondo è minore dei corrispondenti termini della (1659). 

Se l è molto grande, il primo termine della (1659,) diventa trascurabile; 
e il secondo termine, per n= 2, dà p,- = Es8/4(1— »°)r3, in armonia con 
la (1597). 

Per calcolare p,, mediante la (1659) o la (1659,) si cerca per tentativi 
per quale valore intero di » si ottiene il risultato minimo. 


Esercizio 2155. — Caldaia di ferro avente r = 30 cm, 1 = 200 cm, s = 1 em. 
Calcolare pr. 

Soluzione. Se s'impiega la (1659,), per n = 2 - 3 - 4 il fattore che moltiplica 
E vale 0,0000445 - 0,0000297 - 0,0000513. Quindi il minimo valore di p,, si ha per 
n = 3 (tre lobi nella circonferenza, fig. 1829 b), e risulta 


Per = 2,1 - 10° - 0,0000297 = 62,4 kg/emq . 


Se fosse 1 = co, si avrebbe (1597) p,, = 21,4 kg/emq. Perciò l'influenza dei 
vincoli ai bordi fa quasi triplicare la po, 


Esercizio 2156. — Idem, nel caso di l = 400 em. 
Soluzione. Per n = 2-3ilfattore che moltiplica £ nella (1659,) vale 0,0000123 
- 0,0000273. Quindi si ha P., min Per n = 2, e risulta 


Per = 2,1 - 10° - 0,0000123 = 25,8 kg/emq . 


In questo caso l’influenza dei vincoli ai bordi è assai minore. 


(**) R. v. MISES: Der kritische Aussendruck zylindrischer Rohre, « Zs. V. D. I. », 1914, pag. 150. 
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Esercizio 2157. — Idem, per l = 100 cm. 

Soluzione. a) In questo caso 7/r non è molto grande, per cui è opportuno usare 
la (1659). Per n = 2-3-4-5ilfattore che moltiplica E vale 0,000384 - 0,0000662 - 
0,0000626 - 0,0000890. Quindi il minimo valore di p,, si ha per n = 4, e risulta 


Per = 2,1 - 10% - 0,0000626 = 131,5 kg/cmq . 


In questo caso i vincoli ai bordi fanno sestuplicare la p.,. 

b) Se invece s’impiega la (1659,), per n = 3 - 4 - 5 il fattore che molti. 
plica E vale 0,0000677 - 0,0000577 - 0,0000830. Quindi risulta p,, = 2,1 - 10° » 
- 0,0000577 = 121,2 kg/cmq, e l’errore è di 7,3% in difetto. 


866. I tubi cilindrici soggetti a torsione. 


a) In questo caso l’instabilità si manifesta con dei corrugamenti 
della lastra inclinati rispetto all’asse del cilindro, ossia disposti secondo delle 
eliche. Anche lo studio di questo caso richiede 1° m.iego delle equazioni 
generali delle lastre curve. Le espressioni degli spostamenti u, v, w sono 
del tipo 

w(x, 9)= C sen (maxi —n0), 


che rappresenta appunto n eliche di passo X= 27/m. 
Il valore critico del momento torcente è dato da 


Es*y/rs 
(1 = p2)3/4 ’ 


aV2 


(1660) Mie=3- 0) 


sja EsVrs= 1,481 


cui corrisponde la massima tensione critica (v= 0,3) 


Mia E (SP E (s 
das sar) = Sr] * 


3/2 


(1661) max, = 


L’instabilità si manifesta in regime elastico se max 7. < t,; ossia se 


(1662) 


r si E (2/8 E 218 

ni ge gl ; 
V18VI— p?\T> 

Se E/t,= 1000, dev'essere r/s > 40. 


b) Quando L/r è molto grande, la discussione dei risultati dà anche la seguente 
espressione del momento critico: 


(1663) M,,, = 220Ersl=aEJ,l, 


che coincide con la (1590) che vale per le barrette a sezione piena. Quindi l’asse del 
cilindro si deformerebbe secondo un’elica come nel caso del n. 844, anzichè con 
la formazione di corrugamenti. Tuttavia questo risultato non ha importanza 
pratica, perchè questa forma d’instabilità si verifica prima dell’altra soltanto se 
lir > 12,4(r/s)?/?; e nel caso di r,s = 40, soltanto se l/r > — 3000. 
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Esercizio 2158. — Calcolare M,,, per un tubo di ferro avente r = 30 cm, 
s= 0,5 cm. 
Soluzione. La (1660) dà (v = 0,3) 


1 - 108 - 0,5°v30 - 0,5 


dad 232100 ke, 
0,98Ì7 3232100 kgem, 


2 
M,x = 1,481 © 


La tensione critica vale (1661) 


2,1 - 106 De 


SEEDS A ke/ema . 
395 \30 1144 kg/emq 


max T;; = 


867. La lastra sferica sottile compressa uniformemente dall'esterno. 


Anche queste lastre sono soggette a fenomeni d’instabilità, che pos- 
sono manifestarsi con deformazione simmetrica rispetto a un diametro, 
o con deformazione non simmetrica. Nel primo caso tutti i meridiani si 
deformano secondo linee ondulate uguali, e quindi i paralleli subiscono 
allargamenti e restringimenti, analogamente a ciò che accade nei tubi 
compressi assialmente (fig. 1855). La deformazione non simmetrica si 
manifesta con bozze rilevate e depresse a scacchiera. 

In entrambi i casi si trova (o = pr/2s) 
2Es? Es 


rev31— 1)” 


— rv3( 


(1664), (1665) p.,= 


Ter 


Pn v°) 


Il valore della c., è uguale a quello (1653) che abbiamo trovato nel 
caso dei tubi compressi assialmente (*”). Invece è molto maggiore 
(2,2 r/s volte maggiore) di quello trovato nel caso dei tubi compressi radial- 
mente (n. 844 d) (questi ultimi sono molto meno stabili. perchè cedono 
per flessione delle strisce parallele, molto meno rigide di quelle meridiane, 
che sono cerchiate dai paralleli). 


(89?) I due casi hanno in comune il fatto che la flessione dei meridiani è ostacolata dalle 
strisce parallele (n. 65S d) che devono allargarsi o restringersi: mentre d'altra parte l'inclinazione } 
della tangente al meridiano (che è di 90° nei tubi ed è variabile nelle lastre di rivoluzione a doppia 
curvatura) non ha influenza sulla rigidezza $ del suolo elastico fittizio (n. 677 a) costituito dai 
paralleli. 

Infatti, se in un punto generico in cui l'inclinazione è f avviene uno spostamento radiale 
w= 1, la variazione del raggio r del parallelo è Ar===1sen". Ma è anche Ar= Sagr/Es, da cui 
(r= Rsen i) 

1sen8 = Syr/Es, Syr/Essen8= S,R/Es=1. 
Infine, si ha (1210) S,/R=Z (Sj=0 perchè la striscia parallela si pensa separata dai meridiani); 
per cui 
ZR?/Es=1, Z=Es|R?. l 
Pertanto, la reazione Z dei paralleli provocata da w= 1 è uguale a quella (1272) che si ha. ne} 
caso dei tubi cilindrici. ° 

Si veda anche P. POZZaTI: Contributo allo studio delle lastre curve di rivoluzione, parte seconda, 

« Giornale del Genio Civile a, 1953, fasc. 9. 


faina 
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Anche in questo caso l’instabilità avviene nel campo elastico se (n. 864 c} 
r/s > 0,605E/0,, ciò che richiede spessori piccolissimi rispetto a r. 


Esercizio 2159. — Lastra sferica d’acciaio avente r = 1 m, s= 0,3 cm. 
Soluzione. La (1664) dà 
2 - 2,15 - 108 - 0,3? 
Per = 100° -1,65 
cui corrisponde (1665) 


= 23,5 kg/emq , 


2,15. 106 - 0,3 
100 - 1,65 


65 = = 3910 kg/emq , 


G) UNA CLASSE SPECIALE DI FENOMENI D’INSTABILITÀ ELASTICA, 


868. Considerazioni generali (59). 


a) In tutti i casi precedenti, quando il carico raggiunge un certo 
valore critico l’instabilità interviene all’improvviso, e si manifesta col sor- 
gere di una deformazione Giversa da quella già esistente, cui consegue una 
sollecitazione pure diversa (nn. 814 d, 844 db, 848). 

Esiste invece una classe di casi meno noti, nei quali si raggiunge 
l’instabilità per l’esaltarsi di una sollecitazione o di una deformazione che 
era già in atto fino dall’inizio dell’applicazione del carico crescente, e che a 
un certo punto continua ad aumentare spontaneamente, cioè anche se il 
carico cessa di crescere. Questi casi sono di due specie: nella prima la de- 
formazione progressiva della struttura fa sì che la sollecitazione interna cresca 
più rapidamente del carico esterno, finchè a un certo punto questa continua 
a crescere spontaneamente, facendo crescere anche la deformazione (39); 
nella seconda Za deformazione principale della struttura è accompagnata da 
una deformazione secondaria che provoca una progressiva diminuzione della 
rigidezza della struttura stessa, finchè a un certo punto questa diminuzione 
è capace di far progredire spontaneamente la deformazione principale, 
anche se non si fa più crescere il carico. Quindi in entrambi i casi all’atto 
dell’instabilità non sorgono nuove deformazioni e sollecitazioni, bensì 


la struttura continua a deformarsi spontaneamente e giunge rapidamente 
al collasso finale. 


(35) O. BELLUZZI: Una classe speciale di fenomeni d’instabilità elastica, «Memorie Acc. d. 
Scienze », Bologna, 1954-58. 

(*°*) Anche nel caso delle travi caricate parallelamente all’asse (n. 270) il momento flettente 
M = — P(e+f— n) cresce più rapidamente di P (perchè cresce anche il fattore e + Îî—- n); tut- 
tavia questo-caso non appartiene alla classe in questione, perchè la deformazione cresce in modo da 
diventare grandissima quando P tende a P.,, ma la trave è sempre in equilibrio stabile, ossia la 
deformazione non cresce spontaneamente (se si fa astrazione dallo IRR, finchè questa 
non diventa infinita; ciò che accade quando P = Por 
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5) Un primo esempio molto semplice, anche se privo d’interesse pratico, può 
«dare uma chiara idea dei fenomeni della prima specie. Consideriamo (nota 308) 
un palloncino sferico di caucciù (che può deformarsi in misura cospicua) soggetto 
‘a pressione interna uniforme p di valore crescente. Se r, è il raggio iniziale (quando 
p = 0) edrèil raggio quando la pressione ha un valore p generico, la p provoca 
in ogni punto della parete e in ogni direzione tangente a questa la sollecitazione 
interna S = pr/2 e quindi la tensione (120) o = pr/2s, che crescono non solo per il 
‘crescere di p ma anche per l’aumentare di r. Accade così che a un certo punto può 
bastare il crescere della o dovuto al solo aumentare di r per far crescere sponta- 
neamente la deformazione (ossia per autoesaltare il progredire di r), anche se p 
cessa di crescere (es. 2160) (319) (811). Ciò che è naturale, perchè aumentando la 
deformazione, ossia r, aumenta la c, che a sua volta fa crescere r (i due fatti 
s'influenzano l’un l’altro) (812). 


c) Un’altra differenza sostanziale rispetto ai comuni fenomeni d’in- 
stabilità è che non si passa per uno stato di equilibrio indifferente, ma si ha 
subito una decisa instabilità. Infatti, come vedremo, quando i carichi esterni 
raggiungono il valore critico la deformazione prosegue rapidamente. Per 
arrestarla e per farla retrocedere sarebbe necessario diminuire il carico con 
estrema prontezza. 

Inoltre l’instabilità si accentua man mano cresce la deformazione, 
perchè questa fa aumentare la causa iniziale. Quindi non esiste quella suc- 
cessiva situazione nella quale l’equilibrio ridiventa stabile (come accade 
ad es. nei casi dei nn. 813 c, 829) (318), 

Pertanto, l’equilibrio diventa addirittura impossibile; ciò che rende 
questi fenomeni d’instabilità assai più insidiosi di quelli usuali. 


Esercizio 2160. — Dato un palloncino sferico di caucciù di raggio iniziale r, 
e di spessore s, determinare la pressione critica p,,, raggiunta la quale il raggio 
continua ad aumentare spontaneamente (n. 868 b). 

Soluzione. a) Se r è il raggio quando la pressione è p, si ha (120) o = pr/2s, 
‘e quindi (114) 


r? - 2Es (1 Tr 
dAr=r-n=er=(1-v) jr, da cui p= (1). 

(*!°) Purchè p si mantenga poi costante mediante la comunicazione del palloncino con un ser- 
batoio a pressione costante; altrimenti continuando a crescere il raggio r e il volume Y, la p dimi- 
nuirebbe. Il progredire della deformazione è reso possibile dal fatto che la p continua a compiere 
lavoro esterno pAV. 

Si deve però osservare che, pur non crescendo la p, cresce tuttavia la forza totale Q = p *4xr8 
“agente sull’area A = 4xr? del palloncino. 

(31) Questo caso costituisce anche un esempio d’instabilità di una struttura soggetta a tra- 
‘zione, più significativo di quello accennato nella nota 2. 

(*!*) Pertanto, mentre nello studio dei casi precedenti si può non tener conto della deforma- 
‘zione avvenuta prima che si giunga all’instabilità (ad es. nel carico di punta si può tralasciare 
l'accorciamento ly, — ! avvenuto prima), nei fenomeni in questione ciò non è lecito, perchè in tale 
‘deformazione risiede appunto la causa dell’instabilità. E questo costituisce un’altra differenza 
rispetto ai casi comuni. 

(313) Questo non accade nel caso del palloncino di caucciù, causa l'aumento finale del valore 
«di £ di cui si fa cenno nella nota 314. 


sn 
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Se s si considera invariabile (814), la derivata dp/dr'è 


dp _ 2 1,2% 
dr 1—-» 


Se dp/dr diventa nulla (ciò che accade quando r = 2r;), con dp = 0si ha dr#0; 


ossia 7 continua a crescere anche se p non cresce più. Perciò, sostituendo r con 2r 
nell’espressione di p, si ottiene ° 


2Es (1 U Es 
(a , = ( o\= 
) Pe 1—- v\2r 1%) 2(1—- vo" 


b) Ser, = 2,5 cm, s = 0,3 mm, E = 5 kg/emq, v = 0,45, risulta (315) 


5 0,03 POV 
Por = 30,55 -25 7 0,055 kg/emq . 


Esercizio 2161. — Idem, mediante un ragionamento energetico. 

Soluzione. Quando il raggio è r, il volume è V = 4xr*/3 e l'aumento di vo- 
lume corrispondente a dr è dV = 47r?dr. Perciò il lavoro esterno che la p comrie 
per effetto di dr è (durante l'aumento dr la p si può considerare costante) i 


dL, = pdV = 4xpr°dr . 


Essendo 0, = 0, = 0 = pr/2s, il lavoro interno di deformazione è (118) (il 
volume del caucciù è v = 47r°s) 


0° però 


L=(1-v)p5e=M1_-?) FG . 


Quindi se p aumenta di dp ed r aumenta di dr, la variazione di L, è 


di, = misi V) (rs2pdp + p*4rdr) . 


(3) Quando si tende un elastico con una forza N crescente con incrementi AN costanti, gli 
allungamenti è corrispondenti a ciascun AN sono da prima piccoli, poi più grandi e circa costanti, 
poi verso la fine (cioè poco prima della rottura) ridiventano piccoli. I valori del modulo di elasti- 
cità (per il campione provato) sono da prima E = 9-— 10 kg/ecma, poi E=- 5 kg/cemq per un 
ampio intervallo, poi E = 11-- 12 kg/ema. (Questo aumento di E poco prima della rottura è 
quasi esclusivo del caucciù.) Nel tratto in cui i d ed £ sono circa costanti vale la solita relazione 
Al= Nig/EA4,, nella quale si deve usare la lunghezza ly iniziale, nonostante i forti aumenti di 
(se si usasse Z variabile, Al non varierebbe linearmente con N), e la sezione 4y pure iniziale. Perciò 
non si deve considerare la diminuzione dello spessore s. 

(15) Per verificare il fenomeno e il risultato numerico usai dei palloncini colorati da fiera riem- 
piti d’acqua e immersi nell'acqua di un recipiente (per avere la pressione uniforme). Un tubo di 
gomma con imbuto posto ad altezze variabili, nel quale versavo continuamente acqua, permet- 
teva di aumentare progressivamente la pressione nel palloncino. 

Da prima il raggio r cresceva solo se aumentava la differenza di livello fra l’acqua dell’imbuto 
e quella del recipiente. Ma a un certo punto r continuava a crescere spontaneamente, mentre tale 
dislivello rimaneva costante (o diminuiva di qualche poco). Il dislivello corrispondente fu di circa 
52 cm (p = 0,052 kg/cma, in buona armonia col risultato teorico). Poco prima della rottura do- 
vevo aumentare di nuovo il dislivello per far crescere ancora r, causa l'aumentare finale di E 
Quando avveniva la rottura la pressione era alquanto maggiore di p., (p, = 0,070 kg/cema), e 
il raggio era molto maggiore di 2ry. 

Il valore medio E = 5 kg/cmq fu dedotto da prove a trazione su strisce degli stessi palloncini 
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Sussistendo l’equilibrio, è dL, = dL;, ossia, riducendo, 
La 


E  (r3dp + 2prdr) ; 


2dr = 


da cui (316) 
dp 2Es—- 2(1— v)pr 
dr (1—- r)r? 
La condizione d’instabilità dp/dr = 0 dà p,, = Es/(1— v)r: per cui, essendo 
r>r,sihap, < Esj(1— v)r. Perr = 2r, (es. 2160) si ritrova p., = Es/2(1-v)re 


869. Strutture costituite da due puntoni poco inclinati. 


a) Un caso semplice della prima specie (n. 868 a) si ha nella struttura 
costituita da due puntoni pochissimo inclinati, articolati tra loro e col 
suolo (fig. 1856 a), caricata nel vertice 
Lo sforzo di compressione N nei pun- 
toni è molto maggiore di P; inoltre 
l'abbassamento è del vertice C, è 
molto maggiore dell’accorciamento dei 
puntoni (nell’es. 52 si ha sen a molto 
piccolo); per cui questo abbassamento 
non è piccolissimo rispetto alla piccola 
freccia iniziale f,, e quindi la fa dimi- 
nuire sensibilmente. La diminuzione 
di f, fa sì che N sia maggiore dello sforzo N, che si avrebbe nei puntoni 
se fi non diminuisse, e questo fa ulteriormente accorciare i puntoni e 
aumentare l’abbassamento è di C (gli aumenti di N e di ò s’influenzano 
l’un l’altro). Ne risulta che l’abbassamento di Cl non è proporzionale 
a P (8), bensì cresce più rapidamente di P. Può pertanto accadere che 
a un certo punto l’abbassamento continui a progredire spontaneamente 
anche se P cessa di crescere, ciò che significa il collasso della struttura. 

b) Se Led fo diventano ! ed }, lo sforzo N nei due puntoni quando 
il vertice C, si è abbassato in C è (es. 52) 

P PI 
2sena  2f ° 
‘Quindi l’accorciamento l,, —! dei puntoni risulta (318) 
Nl, PL Pù 
EA 2f EA © 2EAf° 


N= 


(a) ll, -1= 


(31) Si riconosce facilmente che questa espressione di dp/dr è equivalente a quella dell’eser- 
«cizio 2160, se si sostituisce pr/r? con 2Espr?/2Esr? e se si ricorda che pr°/2Es=r— ro. 

(31) La mancanza di proporzionalità si manifesta ogni volta che la deformazione è tale da 
alterare sensibilmente la forma della struttura e da influire sulle sollecitazioni provocate dai carichi 
(n. S11 a). È dunque naturale che ci si debba attendere qualche fenomeno d’instabilità, perchè 
questi sono legati ai due fatti suddetti. A 

(***) L'espressione di 1, —! cambia pochissimo sostituendo /ly con /?, mentre non sarebbe 
‘affatto lecito sostituire al denominatore con jf jg. 
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Supponendo per ora che i vincoli in A e in B siano fissi (cioè che I sia 
invariabile), e indicando come si è detto con l’indice 0 e senza indice le 
varie quantità prima e dopo la deformazione, si ha 


lit? Lai/,  4f L 2 L 2 
O b=|(3}+h=7|1+7i= (+7). 1-i(+5) 
per cui 
n # 

(c) li, —-1= EP è 
Quindi, uguagliando le espressioni (a) e (c), si ricava 

2EA4 .% 0% 
(1666) = gp ffh_-f). 


Ottenuta così la relazione P(}) che lega la freccia f decrescente al carico 
P crescente, se calcoliamo la derivata 4P/df, l’annullarsi di questa significa 
che si possono avere diminuzioni df di f anche senza incrementi 42 di P; 
ossia che la struttura continua a deformarsi spontaneamente. Perciò la 
condizione d’instabilità è 
dP_2EA,, ; , fo 
sgr=-,5s3 (fî—- 3f)= : S S ; = -— 
(4) dî — LE (fi —3/)=0, cheè soddisfatta per f=>fa VE 
Sostituendo questo valore di f,, nella (1666), nella quale si pone anche 
0 = — L?/4, si ottiene 


3 
(1667) P.,= 3,08 EA £ = 3,08 EAnî . 


Pertanto, si raggiunge l’instabilità quando l’abbassamento di 0 è tale 
che fo diventa {= fer = fo/v3=0,577f, (**); ciò che accade per un 
P., tanto minore quanto minore è no= fo/L. 

c) Come si è detto nel n. 868 c), quando 
P= P., ed f= f., la deformazione continua a 
crescere in modo deciso (e rapidissimo), e non 
esiste una successiva (e prossima) situazione 
nuovamente stabile. Infatti, se si rappresenta la 
relazione (1666) P= P(}), oppure la f= {(P), si 
ha la curva della fig. 1857: nel punto a si ha 
d{/dP= co, ossia dP/df= 0; e a valori f<f., e 
decrescenti corrispondono valori P< P,, e de- 
crescenti. Quindi i due sforzi N (ormai troppo Fig. 1857. 


(*!*) A questo punto accade che gli ulteriori abbassamenti di © provocano ormai Piccoli acco 
ciamenti dei puntoni e quindi piccoli aumenti di N e del lavoro L, = 2(N?1/2E A). Perciò il carice 
Per è in grado, anche se non aumenta, di compiere ulteriori lavori esterni GL, = Py, * dò tali da 
comvensare i piccoli inerementì dL; del lavoro interno; ciò che, com’è noto, genera l’instabilità 
‘sì veda anche il n. 868 c). 


ve 
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poco inclinati) non sono più in grado di equilibrare P,, (per mantenere 
Pequilibrio bisognerebbe diminuire rapidamente P); e questa impossibilità 
dell'equilibrio è un fatto più grave dell’equilibrio indifferente. oppure in- 
stabile. l 

d) Raggiunta l’instabilità suddetta, la struttura continua ad abbas- 
sarsi rapidamente: il punto C si allinea coi punti A e B, passa al disotto, 
e finalmente si ferma in una posizione 0, quasi simmetrica a quella ini- 
ziale C, (fig. 1856 b). Le due aste AC e BC risultano quindi tese, come 
nel caso dell’esercizio 52. 

Si noti che il comportamento delle due strutture della fig. 1856 a, b) sembra 
diventare nettamente opposto quando in entrambe la f tende a zero, poichè in 
entrambe lo sforzo N tende all’infinito (se non si tiene conto della deformazione), 
di compressione nell’una e di trazione nell’altra: per cui quando f è molto piccola 
la differenza del loro comportamento apparirebbe strana. Invece il passaggio 
dalla prima alla seconda avviene in modo discontinuo mediante il fenomeno d’in- 
stabilità suddetto, che crea quindi l’anello d’unione fra i due comportamenti, 


e) La compressione N nei puntoni quando P= P.,, è 


x. Pa _3,08EAn3 
“— 2sena 2} 


Essendo 7= — L/2, f= 0,577fo, fo/L= no, si ottiene 
(e) N.,= 1,33EAn? . 
Perciò l’instabilità in questione avviene prima che i singoli puntoni cedano 
per carico di punta se N,,<N.: 
(1668) 1,33EAn} <a°EJ/E, ossia se folOmin <D,4 è 
Ad es., se = 100, dev'essere no = fo/L < 0,027. 
f) Per la validità dei risultati precedenti deve valere la legge di 
Hooke fino all’instabilità, ossia dev'essere (e) 
(1669) Cx= Nx/A=1,33Enz <0,, da cui No <0,87V0,/E . 


Se 0,/E= 1/1000 - 1/500, dev'essere n, < 0,027 - 0,039. 


g) Consideriamo infine » il caso in cui i vincoli A e B subiscono un cedimento 
orizzontale e la distanza AB = L, diventa L= L, + AL, L’espressione (a) di 
ls — l rimane invariata. Le espressioni (b) diventano 


_— lo 2f6 o li 29°). 
6) h= (+7) 1--$0+55): 
per cui la (c) diventa 

SJ f_ L-L__f-f AL 
(e) s-t=-g-p+ ino - -P. 
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Quindi, uguagliando le espressioni (a) e (e), si ricava 


(1666,) P= sog (R- f- da ). 
Perciò la condizione d’instabilità è 
= Tg 0-3 IAL/2)=0, 
che è soddisfatta per 
(4,) ja = Vito dll? __ Fo (Led, 
v3 ReVA 4fi 


Infine, sostituendo questa espressione di f., nella (1666,) e trascurando i ter» 
mini che contengono IL - AL, con esponenti maggiori di uno, si ottiene 


_ 4 3 Lo: AL 
(1667,) P, = 8,08P4 Ta\1- +; ). 


Esercizio 2162. — Nel caso del n. 869 5) i due puntoni sono costituiti da tubo 
di ferro di 10 cm di diametro e di 5 mm di spessore: e si ha Z = 6 m. f, = 15 em. 
Soluzione. Si ha A = 14,9 cmq, n = 15/600 = 0,025. Quindi la (1667) dà 
P.r = 3,08 - 2,1 - 108 - 14,9 - 0,0253 = 1506 kg. 
L’instabilità si verifica (d) quando f = f,, = 0,577 - 15 = 8,65 cm. 
Il carico critico di Eulero di un puntone vale (T = — 3 m, J = 168,8 cm*) 
Ne = a? - 2,1 - 108 - 168,8/300° = 38800 kg . 
Invece P., provoca nei puntoni (e) 
Nor = 1,33 - 2,1 - 109 - 14,9 - 0,025* = 26000 kg . 
Quindi l'instabilità in questione avviene prima dell’instabilità dei puntoni per 
carico di punta. Alla stessa conclusione si giunge avendosi Q = v168,8/14,9 = 
= 3,37 em, folo = 4,45 < 5,4. 
Il risultato è attendibile, perchè c,, = 26000/14,9 = 1745 kg/emq < 0, 


Esercizio 2163. — Idem, con f, = 6 cm. 
Soluzione. Si ha n = 6/600 = 0,01, e quindi P.,, = 96,4 kg. 
In questo caso risulta N,, = 4160 kg, 0, = 279 kg/cmq. 


Esercizio 2164. — La struttura della fig. 1858 a), costituita da tre aste arti. 
colate tra loro, è vincolata con un appoggio fisso e uno scorrevole. 

Soluzione. a) Il cedimento o aumento AL, della distanza AB = L, è dovuto 
all’allungamento del tirante AB. All’atto del cedimento, in esso si ha lo sforze 
di trazione 4, = P.,L/4f = — PLolif = > V3PoLol4ifo (*°); per cui AL = 
= HyLy/E,A, = V3P13/4E,A.fo- 


(**) L’approssimazione consiste nel sostituire a f=1x, l’espressione (4) invece della (4,). Ma 
è facile riconoscere che il termine Ly*ALy/4/3 della (d,) è molto minore di 1 (mediamente puè 
valere 0,1), per cui la parentesi della (d,) è poco minore di 1. 

Il valore di P_, che in tal modo si ottiene è approssimato in eccesso, cioè il valore vere è 
n po’ minore (a sfavore della sicurezza). 
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Sostituendo AL, nella (1667,) (e ricordando che 3,08 in origine era 16v3/9), 
si ottiene l'equazione 


da cui si ricava 


3,08E An 
ni Pe = {+ FAJE,A, * 


b) Nel caso particolare in cui sia E,Aj = FA, 
Fig. 1858. risulta P,, = (1/2)3,08EAn3 (321). 


Esercizio 2165. — La struttura della fig. 1858 b) ha le sei aste della stessa 
sezione e della stessa lunghezza. 

Soluzione. La spinta H, gli sforzi S nelle aste AD, AE, BY, BG e gli sposta» 
menti orizzontali È dei punti 4 e B valgono 


a ib_ hl H PL St PE 


74” 8 = 7 cos p > 3j cos $' È = FA cos B — &BA così È 
Perciò la variazione della distanza AB risulta (nota 320) 


Pio  __VEPIR_ 
4fEA cost SfhEA cos 8° 


Quindi, sostituendo /L, nella (1667,) come nell’esercizio precedente e risolvendo 
per Ps; l'equazione, si ottiene 


Pa = 


Hi di 


_3,08EAn$ 
1 + 1/2 cos? 8° 


Se f = 60°, P. = (1/3)3,08EAnj; se f= 75°, P__= (1/8,5)3,08EAnî. 


870. Archi molto ribassati (322). 


a) Un fenomeno analogo a quello precedente si manifesta negli archi molto 
ribassati, articolati alle imposte. Anche in questo caso la deformazione fa dimi. 


(331) Un semplice ragionamento energetico conferma che P., è circa la metà del valore (1667) 
relativo al caso di AL, = 0. Infatti, a parità di P e di f il lavoro L; è circa doppyo, perchè HA = 
= N ed Ly=-> 2h. Quindi lo stesso carico P provocherebbe un abbassamento ò di Cy circa 
doppio. Perciò per provocare lo stesso ò basta invece un carico P metà, e il lavoro L, risulta la 
metà. Si può dunque concludere che se (giunti in ‘una certa situazione) si saggia l'equilibrio di en- 
trambe le strutture provocando lo stesso ulteriore abbassamento è, la seconda subisce un aumento 
AL; che èla metà; per cui, se si è già al punto critico, cioè se AL, = AL,, basta un P,, pure metà. 

Questa conferma ci assicura che le diverse approssimazioni che si sono ammesse nello studio 
di entrambi i casi sono lecite. 

(11) O. BELLUZZI: Sul comportamento degli archi elastici molto ribassati, « Annali dei Lavori 
Pubblici », 1929, fasc. 6°; in riassunto: « Rend. Acc. Naz. Lincei », 1929. 

A risultati pressochè uguali, sia quantitativamente, sia come comportamento qualitativo del- 
Parco, giunse anche S. TIMosHENEKO nella memoria: Buckling-of flat curved bars and slightly curvea 
piates, «Journ. Appl. Mech. », A. S. M. E., 1935, n. l. ° 


tai pera 
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minuire sensibilmente le ordinate dei punti dell’asse geometrico. Quindi la spinta 
H aumenta anche per questo motivo, oltre che per il crescere del carico; finchè 
a un certo punto l’aumento della H, che fa accorciare la lunghezza dell’asse, può 
essere tale da far progredire spontaneamente gli abbassamenti, anche se il carico 
cessa di crescere. 

L’arco differisce tuttavia dalla struttura del n. 869, perchè resiste non solo 
per compressione, ma anche per flessione; ciò che rende più varia la gamma dei 
possibili comportamenti. 

Ci limitiamo per brevità a studiare il caso del carico uniforme e dell’asse geo- 
metrico di una forma particolare, e a riassumere la discussione dei risultati. Uno 
studio più ampio (esteso anche al caso di P nel vertice) e la discussione com- 
pleta si trovano nella mia memoria citata nella nota 322. 

b) Consideriamo un arco a due cerniere, di sezione costante, avente la corda 1, 
la freccia fo, e l’asse geometrico coincidente con la deformata secondo la quale si 
disporrebbe l’asse di una trave rettilinea e liberamente appoggiata alle estremità 
per effetto di un carico uniforme, rivolto verso l’alto e di valore unitario q, tale 
da produrre la freccia fo (cioè (244) q, = 76,8£Jj/1). 

L'equazione dell’asse geometrico e la sua derivata seconda sono (es. 1837) 


q d°y q 2 
Yo = 34ARI (Br — 23 4 24), Pr =— Bj (la — 2°). 
Se l’arco è soggetto a un carico verticale unifor- 
me q (fig. 1859) e se y sono le nuove ordinate 
(in seguito all’abbassamento), il momento flet- 
tente è 


M=gq(le— x°):2—- Hy. 


Fig. 1s54. 


Quindi, posto qo — qg= g*, l'equazione diffe- 
renziale (125) 1/n— 1/n=v"—yj' = M/EJ della deformata y(x) diventa 


d°y = _ Lio 
qit H1=- 7-23). 


(a) EJ 
L’integrale della (a) che soddisfa anche le condizioni di vincolo è 


— d° (1 eos B | c1Libo-a 
(b) s=#R\ i; sen ar + cos ax 1) 2 (lm—2?). 


L’ordinata f, del vertice (x = 1/2) diventa, dopo la deformazione, 


q* 1 i ql? 
l) ata La 
(0) Ù dla bi2 1) SH" 

e) La spinta H, tuttora incognita, si determina tenendo conto dell’accorcia- 
mento HL/EA (N è circa costante e uguale ad H) della lunghezza L dell’arco nel 
passaggio dalla curva yo(r) alla y(x). Ricordando (n. 817 c) l’espressione della dif- 
ferenza delle lunghezze dell’arco e della corda, si ha 


1 ay HL 1 /ayt 
LI=t+s3/(E)@. L-7a=!+3]Jla®- 
0 '] 


EA 
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Sottraendo la seconda dalla prima ed essendo L = — 1, si ha anche 


Hl 1 }idy 7 1 È dy 
ra] (Te) de lix) 
(I 0) 


Infine, sostituendo le derivate delle espressioni di y(r) e y(x), dopo numerosi pas- 
saggi si ottiene l’equazione (Q0* = Q—- Q= ql — dl, n = fo!) 


2176 


H 
24H?f?(1+ cos f) STE ni 


EA|® 


Q*|12 + (24+ f2)(1+ cos f) — 60 3 d 
L 


Per evitare l'equazione trascendente in H (che è contenuta anche in f), 
conviene ricavare Q* in funzione di H: 


2,487n3 — H/EA 
(24+ f2)(1+ cos f) — 60sen8:$ 

d) Per la discussione della (1670) osserviamo anzi tutto che @Q* si annulla 
(ossia è Q = ®) quando H = 2,487EAnj e quando ff = x, 37..., ossia quando 
H = a2EJ/ = Hx, 9H£...; e che il primo valore è il massimo possibile H,ax 
perchè si raggiunge quando (nota 2 del Cap. X) l’arco si trasforma nella corda 
(massimo accorciamento). Quindi conviene distinguere i casi in cui H,,,, = 
= 2,487EAn? è minore di H;, 0 è compreso fra H; e 97, 0 è maggiore di 9/7;; 
ciò che accade quando fr è minore di 1,992 0 (323), o è compreso fra 1,9920 e 5,9760, 
o è maggiore di 5,9760 (0 = V/J/A, raggio d'inerzia della sezione). 

Ecco i punti principali della discussione. 

e) Primo caso: fo < 1,992 @, Ossia Hmar < Hr 

Se H cresce, Q* dato dalla (1670) decresce. 
Per il doppio segno della (1670), allo stesso valore 
i di H corrispondono due valori del carico, ossia 
Qiica- 50 kg $ 
H:10m-1000°  Q= QoF|Q*]; e, per le (8), (c), corrispondono due 
f:1em- 25m deformate, una convessa e una concava verso 
l’alto, simmetriche rispetto alla corda AB. Quando 
H = H,ax Sì ha Q*= 0, Q=Q,f= 0 (l'arco 
diventa la corda AB (82)). Quando Q = 29, la 
deformata è la simmetrica dell’arco primitivo, per 
cui l’asse geometrico riprende la sua lunghezza e 
quindi è naturale che sia H = 0. Per Q>2® 
la H diventa negativa (trazione) perchè l’asse 
geometrico si allunga. 

Le figg. 1860 a), b) rappresentano (curve 1 e 1’) 
la variazione di H e di { al crescere di Q, per 
fo < 1,9920 (#2). La H non varia proporzional- 
mente a @; la jf non decresce con legge lineare, 
Fig. 1860. . causa l’influenza della spinta H che da prima 


n / 
(1670) Q*=@—Q= +4v3Hf cos 8 Ts 


(33) La soluzione di Timoshenko (nota 322) dà fo < 2,000 0. 

(3) Questa configurazione è stabile, perchè in essa si ha H = H,,gx< Hr 

(335) I diagrammi H = H(Q)edf= j{(Q) sono relativi all’arco dell’esercizio 2166, avente /= 4m, 
e = 1,07 cm, e la freccia f, uguale a 1,6 cm e 3,2 cm, cioè rispettivamente minore e maggiore di 
1,992 e (= 2,137 cm). Quindi nei due casi la 4,9, è rispettivamente minore e maggiore di yy 
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ostacola l'abbassamento. poi (quando Q > ®) lo favorisce; influenza che si 
annulla quando Q = 

In questo caso a ogni valore di Q corrisponde una sola deformata, e quindi 
non si ha instabilità. 

Î) Secondo caso: 1.9929 < fa < 5.9760, ossia H;< Ho < 9Hx. 

Il carico fittizio Q* si annulla, ossia è Q= ® quando H = H: e quando 
H sia Hara» 

Il carico fittizio Q* si annulla una prima volta, ossia è 0 = 9. quando H = Hg 
(punto » della curva 2); la freccia f ha un valore corrispondente al punto 4 della 
i curva 2’ (la spinta H impedisce all'arco di trasformarsi nella corda, pur essendo 
Q=® (#8). Per H > H; si ha Q#<0, ossia Q > @, finchè quando Q raggiunge 
un certo valore Q,n,, 1a H cresce spontaneamente, mentre la j diminuisce, anche se 
| Q cessa di crescere (punti c e e’ delle curve 2 e 2’) (827). Anzi i valori di Q corrispon- 
denti ai progressivi valori di Z sono deerescenti (328). Si ha così un fenomeno d’in- 

stabilità analogo a quello del n. 869 (*2°) (33°). La H cresce fino ad H,,,, (quando 
l'arco passa per la corda AB), poi decresce quando l’arco passa sotto la corda. Se 

si diminuisce Q fino a un valore Q,,;, simmetrico di Q,,g, rispetto a Yo, (punto e), 
l'arco si dispone secondo la curva simmetrica di quella che aveva quando era 

: Q = Qmarx (ma potrebbe anche risalire fino a quest’ultima). Se si diminuisce @Q sol- 
tanto fino a un valore 9 > Qin: la f acquista un valore corrispondente ad es. al 
‘’; se invece si diminuisce fino a Q”< Quin Larco risale finchè f corri- 


punto e’ 
sponde a un punto a”. Se Q cresce fino a 27, la deformata diventa la simmetrica 
della curva originaria. 

Il valore di Q,,a,, Ossia di Q,,, si ottiene con buona approssimazione calcolando 
alcuni punti della curva Q(H) nell’intorno che interessa. 

Superato il punto e, si ha dunque instabilità (ossia sono possibili più configu- 
razioni equilibrate) per ogni valore di Q compreso fra Quin € Qmar 

Le prove sperimentali, eseguite con le opportune cautele (richieste dalla deli- 
catezza del fenomeno in questione) (831), confermarono i risultati teorici. 

g) Terzo caso: f) > 5,9760, ossia Hmax > 9Hr. 

Se si impedisce all’arco di deformarsi secondo una curva antisimmetrica 
f (nota 329), diventa possibile un’instabilità con deformata a tre semionde (analoga 
i a quella della fig. 456 b). 


patto orti iiuito Piste 


IFAC 


i (32) La deformata rettilinea non è stabile, perchè in essa si ha H = H,g5> H,. L'arco si 
il dispone secondo la sinusoide y = fj sen cz, dove fy = (2/=)V/2,487f2 — a202 (è naturale che sia una 
ii sinusoide, n. 275 a). 

(3) Questo corrisponde alla condizione dP/df = 0 del n. 869 d); condizione che nel nostro 
caso è difficile esprimere analiticamente, per la forma trascendente della (1670). 

(328) Per arrestare il progredire dell'abbassamento bisognerebbe diminuire prontamente il 
carico. 

(35) Però se fo supera un certo valore (se fa > > 4,8 cm nell’esempio numerico), prima che Q 
raggiunga il valore @,,0z accade che la H raggiunge un valore circa uguale a 4H, e si manifesta 
l'instabilità considerata nel n. 846 d), con deformata antisimmetrica e formazione di un flesso rela» 
tivo nel vertice (per impedirla bisognerebbe impedire la rotazione nel vertice). 

(38*) Nello studio citato (nota 322) di S. TIMOSHENKO il valore minimo di fy per il quale di- 
venta possibile l'instabilità è fy = 20, anzichè fo = 1,9920. Ciò è dovuto all’assunzione che l’asse 
geometrico originario sia sinusoidale anzichè del quarto ordine. 

(33) O. BELLUZZI: Sul comportamento degli archi ribassati. Ricerche sperimentali, « Annali dei 
Lav. Pubbl. », 1931, fasc. 4”. 
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h) Una discussione più completa (°°) consente di esplorare anche il caso in 
cui H diventa di trazione (Q > 20, freccia f verso il basso e maggiore di f) e 
quello in cui Q è rivolto verso l’alto. E consente anche di determinare l’influenza 
del ribassamento f/l sul valore della H (a parità di carico @Q e di corda )). 


Esercizio 2166. — Arco costituito da una trave a T N 10 disposta con l’anima 
orizzontale. La corda è lunga 1 = 4 mela frecciaè f = 3,2 cm. 

Soluzione. Si ha A = 10,6 cmq, J = 12,2 cm*, 0° = 1,15 cm?, 0 = 1,07 cm, 
fa = 2,980 > 1,9920. 

Tracciata per punti la curva Q(H) (curva 2 della fig. 1860) mediante - (1670), 


si trova per Qua» OSSIA Q,, il valore di 127 kg (883), cui corrisponde H,, = 2675 kg. 
Quando l’arco passa per la configurazione rettilinea si ha Hmar = 3428 DE 
I risultati sperimentali (nota 331) furono @., = 122,5 kg, H., = 2550 kg. 


Il valore notevolmente minore di H,, è dovuto probabilmente al fatto che per 
H = 2550 kg si ha o = — 2400 kg/emq > 0, 


Esercizio 2167. — Idem, con fj = 6 em. 

Soluzione. In questo caso l'instabilità con deformata simmetrica richiederebbe 
un carico Q., = 590 kg, cui corrisponde H,, = — 9000 kg. Tuttavia, pur essendo 
la f, compresa fra 1,9920 e 5,9760, questa H,, è maggiore di 4H; = 4r?2EJ/2 = 
= 6020 kg, cui corrisponde Q.,, = 545 kg. Perciò si manifesta prima l’instabilità 
con deformata antisimmetrica. 


I risultati sperimentali furono Q., = 525 kg, H., = 5800 kg. 


871. Instabilità per ovalizzazione dei tubi inflessi (*). 


Studiamo ora alcuni casi di instabilità della seconda specie (n. 868a). 
Come si è detto nel n. 368 a), si ha una deformazione secondaria che accom- 
pagna quella principale e che provoca una progressiva diminuzione della 
rigidezza della struttura. Mentre nei fenomeni della prima specie si può 

determinare direttamente il grado di de- 


formazione per un determinato valore 
del carico, qui invece l’entità della de- 
( formazione secondaria in rapporto & 
quella principale si determina facendo 
uso del principio della minima energia 


Fig. 1861. totale (n. 336), e in particolare del pri- 

mo teorema del minimo lavoro (n. 337). 

a) Se si infette (fig. 1861) un tubo cilindrico molto sottile, cioè di 
spessore s piccolo rispetto al raggio r, che si comporta come una trave 


(33?) V. la mia memoria citata nella nota 322. 

(33°) La soluzione di Timoshenko (nota 322) dà Q., = 119 kg. 

(38) O. BELLUZZI: Un caso di instabilità per ovulizzuzione nei tubi sollecitati a flessione, « Ricerche 
di Ingegneria », 1933, n. 3. 
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(es. 1534) (*), la sezione, che era circolare, al crescere del momento flet- 
tente M si ovalizza progressivamente, in modo che i vari elementi rdw 
del contorno si avvicinano all’asse neutro (3); per cui il momento d’inerzia 
J, della sezione acquista valori Y man mano minori. Ne segue che l’angolo 
di flessione D, misurato tra due sezioni distanti uno, cresce non solo per 
il crescere di M, ma anche per il decrescere di J; ossia non cresce pro- 
prozionalmente a M, bensì in misura più rapida. 

Si presenta così una prima questione di carattere statico, ossia la ri- 
cerca della relazione che lega M e ©, e delle tensioni o che crescono anche 
esse più rapidamente di M (per il decrescere di W). Ma più interessante 
è il fatto che a un certo punto il diminuire di J può esaltarsi tanto da ba- 
stare da solo per far crescere spontaneamente ©, anche se M smette di 
crescere; per cui l’equilibrio diventa instabile (9). 

Del tutto analoghi sono i casi dei nn. 872, 873. G, cp 

b) La causa dell’ovalizzazione è molto semplice. 
In conseguenza della flessione del tubo, due sezioni rette 
vicinissime, che erano parallele, formano tra loro un 
certo angolo; quindi anche le tensioni o agenti su di 
esse non sono più allineate, ma formano tra loro lo stes- 
so angolo. Perciò tanto le tensioni di trazione o, quanto 
quelle di compressione o, (fig. 1862 a) (sono rappre- 
sentate soltanto quelle agenti nelle fibre più esterne) 
acquistano risultanti R, rivolte verso l'interno della se- 
zione e tendenti a deformarla come indica la fig. 1862 Db). 

Queste risultanti PR, che esistono in ogni trave 
inflessa, non provocano deformazioni sensibili nel caso 
delle comuni sezioni piene; ma possono deformare notevolmente la sezione 
quando questa è costituita da parti di piccolo Spessore, ossia quand’è 
facilmente deformabile. 

La stessa causa esiste anche nei casi dei nn. 872, 873, 

c) In origine la sezione di raggio r e di spessore s ha le caratteri- 
stiche (48) 
(a) Jo=%r88, Wo=%ar?s ; 


Fig. 1562. 


e se la sezione rimanesse circolare si avrebbe D, = M/EI 03 Omer = MU/Wo 


(**) Si tratta di una trave molto resistente anche se lo spessore s è piccolo, perchè il momento 
d’inerzia YJ della sezione è elevato in virtù delle grandi distanze y degli elementi del contorno dal 
diametro orizzontale, che è l’asse neutro. 

(**) Questo fenomeno risulta evidente se si inflette un tubo di gomma, la cui sezione si ova- 
lizza in modo rilevante quando la flessione è abbastanza forte. Infine il tubo cede e si piega. 

(*#") In pratica si giunge di rado all’instabilità, perchè ciò può richiedere un momento flettente 
Mc di valore maggiore di quello M di esercizio, specie se lo spessore non è molto piccolo in confronto 
del raggio. Tuttavia può accadere che l’instabilità sia abbastanza prossima, cioè che vi si possa 
giungere aumentando di non molto M, nel qual caso il grado di sicurezza risulta assai inferiore a 
quello che appare dal confronto delle tensioni interne con quella di rottura; ciò che impone di te- 
nere in ogni caso tale possibilità nella dovuta considerazione, 
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L’ovalizzazione della sezione fa subire a ogni pun- 
to C del suo contorno uno spostamento CC,, di com- 
ponenti v e w secondo la tangente £ e il raggio r, 
oppure É ed 7 secondo gli assi x e y (fig. 1863). Questi 
ultimi sono legati ai primi dalle relazioni 


é=—vsenm+ w cos @ , 


n (0) 
DIE: 1803: pn=®cosw0+ w sen w . 


La dilatazione es in un punto generico e nella direzione t, che si può 
ritenere trascurabile, è espressa da ((a) del n. 690) (#83) 

1 ,dv sua dv 

(e) = 75} v), per cui si ha w=—-7 - 


Esprimiamo ora la funzione incognita v(0) mediante la serie trigono- 
metrica a coefficienti indeterminati 
(d) v= c, sen 20+ c, sen 40 + cs sen 60 +... , 


che soddisfa la evidente condizione che v sia nullo nei punti A e B: e in 
prima approssimazione teniamo conto soltanto del primo termine, cioè 
poniamo 


(d.) v=csen 20, e quindi per la (c) w=— 2ecos20. 
In tal modo le (b) diventano 


1 ( £= — e sen 20 sen w— 2e cos 20 cos W = — 2e così w 
(i) ( n= c sen 20 cos @— 2e cos 20 sen m= 2e sen? © . 

Quindi l’ordinata iniziale y, = 7 sen @ di un punto generico del contorno 
diventa (53°) 

Y=%Y,tn=rsen@+ 2esen ; 


e il momento d’inerzia / della sezione deformata risulta (34°) 


2 25 
(e) J= | y?sr do= sr | (r sen w + 2e sen? W)do = 
o 
Ù r 2: 27 27 
= 78 | r° | sen? do + 4rc | sen! @ do + 4e? | sen'® do|= 
Do) O) l) 


= ars(r°+ 3rc+ 2,5 c)= J,(14- 3ejr + 2,50%/r2) . 


(32) La (c) è la (600), col segno cambiato perchè qui w si considera positivo in fuori anzichè 
in dentro. 
(33°) Poichè l’ovalizzazione fa sì che sia Y < Yo, Si troverà poi che c è negativo. 
2- 27 2: 


(**) Ricordiamo che si ha J sentodo=x, J seno do = 2 7 Î senfo do = 
ò o o 


sx 
5» 


Tori paia 
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d) Il lavoro interno di deformazione del tubo inflesso consta di due 
parti, una relativa alla flessione e una relativa alla deformazione della 
parete che si è ovalizzata. Consideriamo un tronco di tubo di lun- 
ghezza I1= 1. 

Il primo lavoro è dato da (841) 


EJD® _ ceci TTr8 


di 


L,= 


(r*+ 3re+ 2,502) . 


Il secondo lavoro è dovuto alla variazione di curvatura del contorno, 
che vale (n. 422 a) (il segno è cambiato, perchè qui w è positivo in fuori) 


Perciò il lavoro per un tratto ds = rd è (*) 


1, Be (1 10 Pe 800 ssd; 
2'120-»)\n —]rio= dll)" pi PI0'T8 3 
e per l’intero contorno 
Es? 3602 47 3n.Es*c? 
It,= 2A =) n | cost 20 do = 21—= wr 


0 

e) L'energia totale E, del sistema (per il tronco di tubo lungo uno) 
è costituita dall’energia elastica, uguale a L,-+ L:, e dall’energia poten- 
ziale di posizione del momento esterno M. La situazione (caratterizzata 
dal valore del parametro c) è equilibrata se E, è minima (n. 336), ossia se 
modificando di pochissimo tale situazione (mediante un incremento de 
dato a c) la Z, non varia; per cui dev'essere dE,/de= 0. Mediante questa 
equazione risulta determinato il valore di c. 

Nell’effettuare tale modifica si può mantenere invariato M, nel qual 
caso (poichè variando e varia 7) si ha una variazione 4@ dell’angolo D, e 
quindi un ulteriore lavoro esterno AL, = M4D compiuto da M, che è la va- 
riazione di uno dei costituenti di £,. Si è perciò costretti a determinare il 
d® che consegue al de. Inoltre nell’espressione di L, si deve sostituire D 
con D+ db. 


(811) Questa espressione di L, è la terza delle (132) per 1= 1. Essa richiede che le sezioni ri- 
mangano piane, ciò che accade essendo M costante; e vale se J rimane invariato, ciò che nel nostro 
caso non accade. Quindi tale espressione non rappresenta il vero lavoro compiuto nel passaggio 
da 0a Do da0 a M. Tuttavia noi la usiamo soltanto per dedurne la variazione dL, che Ly subisce 
(a parità di ®) per effetto di una variazione infinitesima dJ di J, ossia di una variazione de di c; 
e allora il suo impiego è legittimo. 

(3) Il fattore Zs8/12(1 — v?) è il modulo di rigidezza B delle lastre. Sein un tratto di del con- 
torno il raggio r diventa 71, per la terza delle (132) il lavoro di deformazione del tratto di (e per la 
lunghezza 1 del tubo) è 

Bdy?  B 


À 1 Es3 1 1\2 
“cal 7) Pla") 2a a 


2 120—-v2)\r_ 
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È invece molto più semplice mantenere invariato ©, nel qual caso 
si avrà una variazione del momento M capace di mantenere tale D, ma M 
non compie ulteriore lavoro esterno, essendo dD= (0. Perciò in questo caso 
variano soltanto L;, ed L., e la variazione della loro somma dev'essere 
nulla; ossia dev'essere d(L, + L.) : de= 0 (*#). Ciò significa che se, ad es., 
si aumenta il valore (assoluto) di c, ossia si pensa che l’ovalizzazione au- 
menti, cresce il lavoro L, relativo all’ovalizzazione, ma cala il lavoro L 
perchè J è minore e È non è variato (e viceversa se invece si diminuisce c). 
La situazione è equilibrata, ossia è quella reale, se AL, = — dL,. 

Procedendo in questo secondo modo, il lavoro totale L, + L, è 


Ears 82 
Q)  I=IL+L=3® [eo + 3rD%c + (2,504 è se) e| | 
La condizione dL/de= 0 fornisce un’equazione, dalla quale si ricava 
_________3r®? 
(9) e <p 682/r*(1— 7°) ’ 


che determina l’entità dell’ovalizzazione corrispondente a un dato angolo D. 

7) Sostituendo nella (e) l’espressione trovata per c, si ottiene il 
momento d’inerzia / che si ha per un dato È. Quindi si sostituisce J nella 
D= M/EJ, ma la relazione che risulta non dà facilmente © in funzione di 
M, perchè è un’equazione di quinto grado in ©. Perciò è preferibile de- 


(*) Questo equivale a dire che il lavoro di deformazione L) + L, dev'essere minimo. Perciò 
può sorgere il dubbio che si commetta il grave errore di usare il teorema di Menabrea (n. 343), che 
qui non vale. Infatti, esso è valido quando si confrontano tra loro diverse configurazioni equili- 
brate, delle quali una sola è anche congruente; e per questa il lavoro di deformazione è minimo 
(secondo teorema del minimo lavoro). 

Invece nel nostro problema confrontiamo diverse configurazioni congruenti, delle quali una 
sola è anche equilibrata (quella che ha la sezione ovalizzata nella misura che corrisponde sponta- 
neamente all’angolo ® raggiunto, mentre non sono equilibrate quelle che hanno l’ovalizzazione 
aumentata o diminuita senza che ® possa variare corrispondentemente); e per questa è minima 
l’energia potenziale totale (n. 336). 

Questa proprietà di minimo si trasferisce al solo lavoro interno di deformazione, perchè usiamo 
(per ragioni di semplicità) l’artificio di non far variare il lavoro esterno (® costante), ossia l'energia 
potenziale di posizione del momento M. Perciò il teorema che applichiamo è il primo teorema del 
minimo lavoro del n. 337. (Invece di cercare l’angolo ® che si ha per un dato valore di M, cer» 
chiamo il momento MM necessario per ottenere un dato angolo ®; ciò che è più semplice.) 

In tali condizioni, la sezione si deforma in misura tale da rendere minima la somma Lj + La. 
Se si deformasse di più diminuirebbe L, ma aumenterebbe maggiormente Ly, così che L, + Ly 
crescerebbe. Se si deformasse di meno diminuirebbe L, ma aumenterebbe maggiormente L,, ed 
IL, + Ls crescerebbe come nell’altro caso. 

Si noti che realizzandosi quella situazione cui corrisponde la minima energia interna L} + La, 
risulta minimo anche il lavoro esterno compiuto da M; e quindi occorre il minimo valore di M 
per giungere a un dato valore di ®. Ma l’essere minimo il lavoro esterno compiuto da M (per 
un dato valore di ®) potrebbe sembrare in contraddizione con ciò che abbiamo osservato (n. 814 d) 
intorno all’essenza dei fenomeni d’instabilità. Invece è in perfetta armonia, perchè significa anche 
che per un dato valore di M si ottiene il massimo angolo ®, e quindi M riesce a compiere il mas- 
simo lavoro esterno possibile. (Se per ottenere un dato angolo ® occorre il minimo momento My, 
con un dato /M si ottiene il massimo È.) 
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durne M in funzione di D, ossia il momento M necessario per produrre un 
dato angolo D. Si ottiene così 


5r8(1— »2)2D4 + 12r4(1 — »°)s®D? + 7254 


(4) cdienici. 50r8(1 — »2)*D4 + 120r*(1 — r°)s°D2 + 7254 i 
b= M sa M . 50r8(1 — v°)?D4 + 120r5(1 — »°)s2D2 + 7284 . 
— EJ EJ, br*(1—r°)?D*+ 12r*(1— r°)s°D2 + 7284 3° 
8(1 — y2)2D5 12741 — »?)s2D3 + Zg4 
() x 9,0 v°)Ds + 12r4( v°)s 72s4D 


50r8(1— »°)?D* + 120r(1—= 9)®D+ 724° 
g) Per rendere più agevole il calcolo delle varie quantità che pos- 
sono interessare, conviene porre 


8 
I D i = — => 

0 È Vi, 

dove a è un fattore numerico, perchè D è l’inverso di una lunghezza. 
Quindi si ottiene facilmente (n. 6 della memoria citata nella nota 334) 


naErs? 
(1671) M=f Pre " 
a M Pa 
(1672), (1673) D Ss B ° EJ, , Tmax YT. = nisi. Li 
dove 
5a5 + 12a8 + 72a — 1004+ 480° + 72 


B= 50ai+ 120084 72° "3 Bat ti2a+ 72 
Per diversi valori di a, i valori di f, a/8, y, fy sono 


a = 00,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,73084 
B = 0 0,09852 0,18857 0,26364 0,32028 0,35820 0,37953 0,38764 0,38805 
a/8= 11,0150 1,0606 1,1379 1,2489 1,3959 1,5809 1,8058 1,8833 

y = 1 1,00497 1,01953 1,04265 1,07260 1,10706 1,14312 1,17752 1,18724 
By = 0 0,09901 0,19225 0,27488 0,34353 0,39653 0,43385 0,45645 0,46071 


Mediante le (1671), (1672), (1673) si determinano completamente le 
condizioni statiche del tubo inflesso: dato il valore di M, dalla (1671) si 
ricava il valore di #; quindi dalla tabella, o da un dia- 
gramma che rappresenti la funzione f(a), si deduce il 
valore di a. Si determinano poi i valori di a/f e di y, 0 
di 8y, e si calcolano D e omaz Mediante le (1672), (1673). 

h) Come si è detto, l’angolo D non cresce pro- 
porzionalmente a M, bensì con legge (i) più rapida 
(causa il decrescere di J), che si scosta tanto più da quella lineare quanto 
maggiore è M (fig. 1864); e a un certo punto © può continuare a crescere 


Fig. 13640 
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spontaneamente, anche se M smette di crescere (*4). Ciò accade quan- 
do dM/db=0 (**), perchè allora si può avere un d® +0 Alche se 
dM= 0. La condizione d4M/dD= 0 equivale, per le (2), (1672), alla condi- 
zione formalmente più semplice d8/da= 0, dalla quale si ottiene l'equazione 


125a* + 6000*— 37800*— 3024a*+ 2592= 0. 


Le radici reali sono a= 0,73084 e a= 1,996, delle quali interessa soltanto 
a minore, cui corrisponde l’instabilità. Sostituendo nell’espressione di 
B(a), si ottiene f#= 0,3880513= — 0,388; quindi il momento critico 
risulta (348) (347) (348) (349) 
(1674) Mi; = 09685 iaio Se. 

VI» VI » 

Anche in questo caso, quando M raggiunge il valore M., e lo supera 
anche di poco, l’equilibrio diventa impossibile, perchè J continua a di- 
minuire man mano cresce © (per mantenerlo, occorrerebbe diminuire M 
molto rapidamente). 

Le esperienze eseguite su tubi di celluloide confermarono in modo sod- 
disfacente questo risultato (es. 2170). 

i) Per la validità della (1674) deve valere la legge di Hooke fino all’instabilità, 
ossia dev'essere Gmaz er < 0. Tenendo conto della (1673), si ottiene la condizione 


(1675) r/s > 0,46E/o,Vl1—r. 


Per E/o, = 1000 - 500 si ha r/s > 480 - 240. 

l) È opportuno ricordare che non si è tenuto conto dell'influenza delle estre- 
mità del tubo e che si è supposto agente un momento flettente costante in tutte le 
sezioni. Perciò quando le sezioni estreme siano impedite di ovalizzarsi, l’angolo 


(84) Si noti che l’ovalizzazione della sezione, ossia la diminuzione di J, non progredisce sol- 
tanto per l’aumentare di M (e delle c), ma anche per l'aumentare di ®, ossia dell’angolo formato 
da due sezioni vicine (n. 871 bd). Quindi è naturale che a un certo punto J possa diminuire per il 
solo crescere di ®, e che tale diminuzione possa far crescere ulteriormente ®. 

(8) Per la chiarezza del metodo, conviene forse osservare che quando si pone la condizione 
@L/de = 0 si determina l’entità dell'ovalizzazione (ossia il valore di c) che corrisponde a un «dato 
valore di d. Quando invece si pone la condizione dM/dd = 0 si cerca per quale valore di ®, o di M, 
la deformazione comincia a progredire spontaneamente. 

(**) Se si ripete il calcolo tenendo conto in seconda approssimazione dei primi due terminiî 
della (d), si trova a = 0,7301, B = 0,387957 = 0,388; ciò che conferma la piccola influenza 
che ha la forma della deformata che si assume (n. 818 a). 

(#*) Nella memoria di E. CHWALLA: Reine Biegung diinnwandiger Rohre mit gerader Achse, 
« Zs. f. angew. Math. u. Mech. », 1933, n. 1, il problema è studiato tenendo conto degli spostamenti 
finiti, ma supponendo per semplicità che la sezione si deformi secondo un’ellisse. Il risultato è 
M.,= 0,378xErs?/V/1— v?, che differisce di 2,6% dalla (1674). 

(34) Allo stesso risultato si giunge anche per via esclusivamente energetica, mediante la condi- 
zione che sia nulla la variazione seconda dell’energia totale (n. 11 della memoria citata nella 
nota 334). 

(**) L& Omarer data dalla (1673) e che vale 0,461Zs/r,/1 — v? ha un’espressione del tutto ana- 
loga a quella del caso del n. 864 e data dalla (1653), ma è soltanto 4/5 di questa. 


i 
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È effettivo corrisponde a quello teorico soltanto se si misura su un tratto centrale 
del tubo e se questo è abbastanza lungo rispetto al raggio. Inoltre M,, risulta 
maggiore di quello teorico, specialmente se il tubo non è molto lungo. Quando M 
non è costante, l’instabilità ha inizio nella sezione di momento massimo; ma M.,, 
risulta un po’ maggiore del valore dato dalla (1674), causa l’influenza dei tratti 
vicini, soggetti a momenti minori. P, 

m) Nel caso delle condotte forzate, la pressione idrostatica può favorire l’ova- 
lizzazione se p varia sensibilmente nell’altezza della sezione. Se invece la p è circa 
costante, si oppone all’ovalizzazione e favorisce la stabilità (35°). 


Esercizio 2168. — Tubo di lamiera d’acciaio, avente r = 50 cm, 8 = 2 mm. 
Soluzione. Il momento flettente critico risulta (1674) 
2.15 - 106 - 50 - 0,22 
= tag PIT RE 
Vv1— 0,3? 


= 5495000 kgem 


L’angolo di flessione nell’istante critico è (1) 


DI 
dd a = 0,000061 rad/em . 
5021 — 0,3? 


D,, = 0,73 


Il momento d’inerzia della sezione iniziale è J, = 7503 - 0,2 = 78540 em$, 
e quindi W, = 78540/50 = 1571 cm?. Perciò, se la sezione non si ovalizzasse, il 
momento M,, provocherebbe Gmazo = 5495000/1571 = 3500 kg/cmq. Causa l’ova- 
lizzazione si ha invece (1673) 


Omaz = 1,187 : 3500 = 4150 kg/cmq . 


Esercizio 2169. — Determinare il regime statico del tubo dell’esercizio pre- 
cedente per .I = 40000 kgm. 
Soluzione. Dalla (1671) si ricava 


4000000 


-—__— Teae ee rr. 25 
B= Faris 108 - 50 - 0,9970954 > ©2825, 


cui corrispondono a = 0,33, a/f = 1,17, y = 1,05, 8y = 0,3. 
Quindi le (1672), (1673) danno © = 0,000028 rad/em, Gmaz = 2670 kg/emq. 


Esercizio 2170. — Tubo di celluloide, avente r= 6,28 cm, s= 0,048 em. 

Soluzione. Il modulo di elasticità, ottenuto sperimentando sul campione, era 
E= 24600kg/cmq. Perciò, assumendo y= 0,35, la (1674) dà M,, = 423,5kgem. 

Il momento critico ottenuto sperimentalmente fu M,, = 418 kgem (nota 334). 


(**) O. BeLLUZZI: Su la statica delle condotte forzate soggette a flessione, «Mem. Acc. d. Scienze», 
Bologna, 1940; «L’energia elettrica », 1940, n. 12. 
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872. La stabilità delle volte Zeiss-Dywidag (*5). 


a) Anchele volte sottili cilindriche appoggiate soltanto alle estremità 
frontali (volte-travi, Cap. XXIX), e quindi inflesse longitudinalmente, 
sono soggette a un fenomeno analogo a quello studiato nel n. 871. La fles- 
sione tende ad appiattire le sezioni rette, perchè i loro vari elementi ten- 
dono ad avvicinarsi all’asse neutro per 
la stessa causa indicata nel n. 871 5). 

Ci limitiamo perciò a riassumere 
brevemente la parte materiale dello 
studio, perchè valgono anche qui le 
varie considerazioni fatte nel n. 871. 

b) Consideriamo una volta a 

PA botte di sezione circolare (fig. 1865), 

avente lo spessore s e la lunghezza 

del semiarco medio a, e siano (prima della deformazione) r, e 0, il raggio 
della superficie media e il semiangolo di apertura. 

Pensando l’area condensata lungo l’asse della sezione (perchè s è pic- 
colo), il momento d’inerzia di questa rispetto all’asse neutro è (540) 


To= r?s(0,+ sen ® così — 2 sen? 0} : 00) . 


Sostituendo gli sviluppi in serie abbreviati sen &,= 9 — 08/3! + 05/51, 
cos0h=1— 06/2!4 03/4!, si ottiene l’espressione approssimata più sem- 
plice 

2 2 
Jo = 5 r3s0% = 30°50ì è 
I punti più lontani (A e B) distano dall’asse neutro (16) Ymaz = Yo(sen de: do 
— cos o) = — ro0}/3= a0/3; per cui 


W= 0/Ymax = (2/15)a?s0 è 


Sollecitiamo la volta con un momento flettente M agente nel piano 
verticale parallelo alle generatrici, e positivo (fig. 1865), cioè tale che ri- 
sultino tesi i lembi della volta e compressa la parte centrale (852). Se la 
sezione rimanesse invariata, l’angolo di flessione fra due sezioni distanti 
uno e la tensione massima varrebbero Dy = M/EJ,; Omar 0= M /Wo. Invece 
la sezione si deforma diventando più piatta, e quindi J, diminuisce e di- 
venta J. 


(31) O. BELLUZZI: La stabilità dell'equilibrio delle volte a botte inflesse secondo le generatrici 
« Ricerche di Ingegneria », 1933, n. 4. 

(#3) Nel caso contrario si hanno altri fenomeni dovuti alla compressione dei lembi, che fanno 
anticipare di molto l'instabilità della volta e che non'è facile settoperre al calcolo. D’altro cant o 
il caso considerato è quello che si verifica nella ‘pratica. 
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Non’ conoscendo: la. forma .vera della..deformata della sezione, fra le 
molte che si potrebbero pensare supponiamo che la sezione rimanga 
circolare e che aumenti il suo raggio r,, cioè che diminuisca l’angolo ® (853). 

Sia dunque e la variazione (che risulterà poi negativa) di 0,, che diventa 
0, + e. La lunghezza a del semiarco rimane naturalmente invariata. Il 
momento d’inerzia J si deduce dall’espressione di J, sostituendo 0, con 
0,+ €, e risulta 


2 2 
(a) "<a a3s(0,+ e)}= 5 a*s(03 + 20,8 + e°) . 


Ammettendo che le sezioni si conservino piane (nota 341), sia D 
l'angolo vero fra due sezioni distanti uno, per effetto di M. 
Il lavoro L, di flessione del tronco lungo uno è 
L,= ED*J/2= (1/45) ED?a?s(06è + 20,8 + 22) . 
Il lavoro L, di deformazione della sezione è (per il tronco lungo Z= 1) (854). 
Es 


La condizione d(L,+4 L.):de= 0 fornisce un’equazione dalla quale si 

ricava 

40, D? 

(5) €57 IDF 159 /ai1— ) © 

che determina l’entità dell’appiattimento corrispondente a un dato 2. 
c) Sostituendo l’espressione (b) nella (a) si ottiene (M = EJD) 


22554 
(0) T= do dai — #1 120001 — 9) + 2259 | 
225s4D 
(4) M= EJo {odiati — PT 1200îs tai — 8) + 2258 * 
Se si pone 
8 
e D = ee 
(e) s aVvl— x” 
si ottiene facilmente 
2Er,820% a M 
(f), (9); ini L beni, EJ? 
M Es 
h Cmax = bat e "| 
O VW Pt grid? 
ove 
__ __225a _ 4a+t 15 
B= Getisf: °° a _ * 


(**) Questa ipotesi è giustificata soltanto dalla semplicità della trattazione a cui si presta. 
Tuttavia si può ritenere accettabile, perchè sappiamo (nota 346) che la forma assunta ha poca in- 
fiuenza sul risultato (nota 355). 

(**) Per la terza delle (132), essendo A(299) = 2e, si ha 

La BA@00) _ B_ ES___# 
Ta= Gta “la aa e * 
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Per diversi valori di a, i valori di 6, a/f, y, fy sono 
a = 0 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 1,0 1,1 1,11803 
B = 0 0,19580 0,36793 0,49949 0,58375 0,60866 0,62327 0,62877 0,62888 
al8= 11,0215 1,0872 1,2012 1,3704 1,4787 1,6044 1,7494 1,7778 
y = 1 1,01067 1,04267 1,09600 1,17067 1,21600 1,26667 1,32267 1,33333 
By = 0 0,19789 0,38363 0,54745 0,68337 0,74013 0,78947 0,83165 0,83851 
d) L’inizio dell’instabilità è determinato dalla condizione d43{/dD= 0, 
o dalla condizione equivalente d8/da = 0, che fornisce l'equazione 
480'+ 12002— 225= 0, da cui = v5/2= 1,11803 , 
che è l’unica radice reale e positiva. Sostituendo nell’espressione di (a), 
per la (f) si ottiene 
(1676) M.,= 0,028 —_® , 


Uno studio di seconda approssimazione diede risultati circa uguali (888). 
L’instabilità interviene quando il regime è ancora elastico, e quindi la 
(1676) è valida, se r/s > 0,28E/o,V1— 1». 
e) Le prove sperimentali eseguite con modelli minimi (es. 2172) e 
con modelli maggiori confermarono pienamente la (1676). 


Esercizio 2171. — Volta a botte di cemento armato, avente la corda di 40 m, 
0, = 459, s = 6 cm. 

Soluzione. Il raggio iniziale è ”, = 40/V2 = 28,3 m. Quindi, assumendo 
E = 2-10%kg/ecmq e v= 0, la (1676) dà 


M., = 0,028 - 2 - 105 - 2830 - 62? = 57 - 107 kgem = 5700000 kem . 


(Il risultato è attendibile, perchè assumendo 
o, = 125 kg/emq, dev'essere 7,/s > 450, mentre 
nel nostro caso è ry/s = 472.) 


Esercizio 2172. — Calcolare M,, nel caso di un 
comune metro tascabile costituito da un nastro 
d’acciaio a sezione curva (fig. 1866a), avente 

= 0,013 cm, 2a= 1,60cm @Ph=—305 = 
= 7/6 = 0,5236. 


Soluzione. Il raggio iniziale è nr, = 1,53 c 
Assumendo £ = 2,15 - 106 kg/ecmq e v = 0,3, na 7 
(1676) dà Fig. 1866. 
. 6. « 2. 5 3 
M,, = 0,028 2,15 - 108 - 1,53 - 0,013? - 0,52363 _ 2,342 kgem . 
Vl — 0,3? 


(355) O. BELLUZZI: Sulla stabilità dell'equilibrio delle volte Zeiss-Dywidag, :« Ricerche di In- 
-Zegneria », 1935, n. 2. 
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Le proye sperimentali furono eseguite. in diverse, condizioni di vincolo. Nel 
caso corrispondente alla condizione supposta di 'M costante (fig. 162) si ebbe 
il cedimento con uno scatto brusco quando era M,, = 2,30 kgem, 


873. La stabilità delle coperture a due falde (35). 


Consideriamo infine brevemente il caso delle coperture a due falde inflesse 
longitudinalmente (fig. 1867 a), che è del tutto analogo al caso precedente. Nella 
fig. 1867 b) è rappresentata la sezione: è la lun- 


ghezza di ciascuna falda, 9 è l’angolo d’inclinazione 
con l’orizzontale, s è lo spessore. Il momento d’inerzia ur 
della sezione indeformata rispetto all’asse neutro n è «# 


1 


Ih= 25 12 sen “n 


23 
(A sen 0)} = 2 sen 9 ; 


da cui 


W,= 522 sen @ . 
3 

Esprimiamo la deformata di ciascuna falda (fic. È 
1867 c) con È = c(2° — 28/37), che soddisfa le condi- LENEZI 
zioni è = 0 perz=0 e £" = 0 per 2= 7. Aglispo- A 
stamenti È normali alla falda corrispondono sposta- 
menti verticali 7 = È cos 0, per cui le distanze wo 
primitive dalla retta x diventano y = % — n=zsen 0) — c(2° — 23/37) cos). 
Quindi si determinano la distanza Y, del nuovo baricentro e il nuovo momento 
d’inerzia rispetto all’asse n, che risultano 


Fig. 1867. 


1 vi 4? 
Y, me" y de =-5 sen 9— e-7 così 


pi 
J=2s/yd:— 25798 = I, (1 - 


Ù) 


Tech , Te? 
5190" mi * 


Procedendo come nei nn. 871, 872, e ponendo 


Dea — 
ME TT ir 


fi = 7668a* + 4032003 + 15680004 7029004 + 7812000? + 1568000 


— 226845a* + 11928000? + 1568000 ’ “dl 766814 + 403200? + 1568000? 
si ottiene 
sen? 0 E4s 
cos 0 6V1- 


PA 


_ e tg0. 
U=B_—, i EI Onas= 7 77 = Py 


(**) O. BELLUZZI: La stabilità dell’equilibrio delle coperture a due spioventi inflesse longitudinal- 
mente. « Ricerche di Ingegneria » 1934, n. 4. L'angolo che ora indichiamo con è è il complementare 
di quello della memoria. 
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a = 0 0,2 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 0,9767 
B = 0 0,19425 0,35693 0,46877 0,50419 0,52698 0,53862  0,54110 
a/f = 1 1,02960 1,12067 1,27995 1,38837 1,51808 1,67094 1,80503 
y = 1 101894 1,07630 1,17356 1,23784 1,31298 1,39933 1,47336 
By = 0 0,19793 0,38416 0,55013 0,62411 0,69191 0,75371 0,79724 
Infine, l'instabilità si manifesta per 

2 2 

(1677) Bi e dp E LE 


così vi pì” 
che è valida se 7/s> 0,40 tg0 E/o,vl— r. 


__ Esercizio 2178. — Copertura a due falde di cemento armato, avente la luce 
AB = 15m, s=5cm,0= 30°, 
Soluzione. Si ha % = 750/cos 30° = 866 cm. Quindi la (1677) dà 


0,52 2 - 105 - 866 - 52 
0,866 ] 


M., = 0,0902 = 112800000 kgem. 


Il rapporto %/s = 173 è minore del valore necessario per la validità della 
(1677), che è circa 340, per cui il risultato non è molto attendibile. 


Esercizio 2174. — Modello di celluloide di copertura a due falde, avente 
A= 5cm,s= 0,10em, 0 = 350, 

Soluzione. Da misure dirette si ebbe E = 25000 kg/cmq. Quindi la (1677) 
dà M,, = 48,3 kgem. 

La prova sperimentale (fig. 1866 b) diede M,, = 46,5 kgem. 


874. Le verifiche sperimentali dei risultati teorici. 


Dopo che si è studiato in modo teorico un nuovo fenomeno d’instabi- 
lità, sorge naturale il desiderio di verificare sperimentalmente se esso si 
manifesta effettivamente sotto un carico circa uguale a quello calcolato. 
Si devono però distinguere due categorie di prove: quelle intese a studiare 
il comportamento di campioni aventi gli stessi difetti che hanno media- 
mente le strutture usate nelle costruzioni ordinarie, e quelle intese a verifi- 
care i risultati della teoria in condizioni idealmente perfette. Le prime 
riguardano più la resistenza che la stabilità, perchè il collasso avviene di 
solito per il sopraggiungere dello snervamento (n. 814 a), e quindi non cor- 
rispondono allo scopo in questione. Perciò interessano qui soltanto le 
seconde. 

È necessario dunque eseguire le prove realizzando per quanto è pos- 
sibile le ipotesi di perfezione fatte nello studio teorico. Così ad es. nel caso 
del carico di punta si devono impiegare barre pressochè perfettamente 
rettilinee e omogenee (opportunamente rettificate), e si deve usare ogni 
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cura nel centrare il carico. Inoltre devono essere ben note le caratteristiche 
della struttura che si prova (ad es. il valore di EJ nel caso del carico di 
punta), che conviene determinare mediante esperienze preliminari (ad 
es. a flessione) sulla stessa struttura. 

Accade allora che nella maggior parte dei casi si trova un accordo ot- 
timo fra i valori calcolati dei carichi critici e i valori sperimentali; accordo 
assai migliore di quello che si ha ad es. nelle esperienze intese a verificare 
le deformazioni elastiche teoriche delle usuali strutture (prove di carico 
nei collaudi). Ciò è dovuto al fatto che queste deformazioni si calcolano 
di solito riducendo la struttura reale a uno schema semplificato (ad es. 
trascurando la solidarietà delle parti vicine); per cui le deformazioni mi- 
surate sono di solito assai minori di quelle calcolate. Nel nostro caso, in- 
vece, queste incertezze non sussistono, perchè le strutture sono ben de- 
finite e pressochè uguali a quelle considerate nel calcolo. 

Le incertezze nella misura del valore di P,, sono dovute di solito al 
fatto che la deformazione d’instabilità non è improvvisa, ma comincia 
anzi tempo, causa le imperfezioni inevitabili. Tuttavia nelle esperienze 
più accurate si riesce a ottenere la deformazione quasi improvvisa; e gli 
scarti fra il P,, misurato e quello calcolato si riducono a circa 1l’1%. 

Tuttavia nel caso delle lastre curve la concordanza è molto meno sod- 
disfacente (n. 864 g). 

Le prove sudette sono fra le più interessanti, ed è quasi con emozione che si 
vede la struttura diventare man mano irrequieta e incerta al crescere del carico, 
quando questo si avvicina al valore critico; e che provando a scostarla dalla sua 
configurazione di equilibrio si vede che vi ritorna in modo sempre più fiacco e 
stentato; finchè a un certo punto se ne allontana spontaneamente e irrimediabil» 
mente e si ha il collasso. 

Spesso le verifiche di nuovi risultati teorici si possono effettuare con mezzi 
semplicissimi e talvolta irrisori (v. ad es. i casi degli es. 2160 e 2172), e con una spesa 
pressochè nulla. E tuttavia non di rado la concordanza è tale da superare ogni 
aspettativa: tanto che in certi casi si sarebbe tentati, per pudore, di alterare in 
peggio i risultati sperimentali, per il timore che si possa pensare a un trucco, 


875. Bibliografia, 


La bibliografia sulla stabilità dell’equilibrio elastico è copiosissima, ma è co- 
stituita in gran parte dalle innumerevoli memorie sparse in riviste spesso inacces- 
sibili. Poche sono le opere che trattano esclusivamente la stabilità; tuttavia sono 
ormai parecchie le opere d’indole generale che vi dedicano ampi capitoli. 

L’opera più completa è il volume più volte citato di S. TIMosHENKO: Theory 
of elastie stability, New York, MeGraw-Hill, 1936, oppure Théorie de la stabilité 
élastique, Parigi, Béranger, 1943, che tratta con mirabile chiarezza e in modo 
semplice tutti i casi più importanti, compreso l’aspetto sperimentale, e dà le indi- 
cazioni bibliografiche di tutte le memorie più importanti. Ottimo è ariche il volume 
di F. BLEICH: Buckling strength of metal structures, New York, McGraw-Hill, 
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1952, che tratta pure in modo ampio i vari argomenti in questione, specie » tto 
l’aspetto:delle ‘basi generali e-della loro critica, e che contiene un’ampia i.iblic 
grafia. Il volume di R. MayER: Die Knickfestigkeit, Berlino, Springer, 1921, : ratta 
la stabilità delle travi rettilinee e ad arco, del corrente superiore dei ponti a tra- 
vata e delle travi a traliccio, e termina con un ampio resoconto dei risultati di molte 
prove sperimentali. Il volume di J. RATZERSDORFER: Die Knickfestigkeit von Stiben 
und Stabwerken, Vienna, Springer, 1936, studia gli stessi argomenti e dedica anche 
alcuni capitoli allo studio delle travi immerse in un mezzo elastico, delle strutture 
reticolari e a telaio, e delle travi continue. Il volume di F. HARTMANN: Knickung 
Kippung Beulung, Lipsia, Deuticke, 1937, tratta le travi caricate di punta a 
parete piena e a traliccio, la stabilità della flessione piana, del corrente superiore 
dei ponti a travata, e i diversi casi d’instabilità delle lastre piane. Il volume di 
A. PFLUGER: Stabilitàtsprobleme der Elastostatik, Berlino, Springer, 1950, è dedicato 
specialmente all’esame teorico e critico dei vari metodi per lo studio della stabi- 
lità, mentre la casistica è limitata agli esempi di applicazione di tali metodi, e 
termina con un vasto formulario e con un’ampia bibliografia. Il volume di N. K. 
SxITKO: Stabilità delle travature (in russo), Mosca, Gosizdat, 1952, studia le travi 
caricate di punta (Cap. I), la stabilità dei telai e degli archi con vari metodi esatti 
(Cap. II) e approssimati (Cap. III), e la stabilità delle stesse strutture in regime 
plastico (Cap. IV). Dedicata completamente al presente argomento è anche 
l’opera in due volumi di E. BurTtY: Pandeo. Inestabilidad del equilibrio elastico 
y anelastico, Buenos Aires, Centro Estudiantes de Ingenieria, 1941 e 1943, che 
tratta la maggior parte dei problemi, con numerose e interessanti applicazioni. 

Fra le monografie ricordiamo la classica memoria di S. TimosHENKO: Sur la 
stabilité des systèmes élastiques, « Annales des ponts et chaussées », 1913, fase. III, 
IV, V (edita anche in un volumetto, Parigi, Dumas), nella quale è applicato siste- 
maticamente il metodo energetico allo studio della stabilità delle travi rettilinee 
e ad arco, della flessione piana e delle lastre piane; il capitolo di S. TIMOsHEXKO: 
Stabilitàtsprobleme der Elastizitàt, nel vol. 4, del « Handbuch der physikalischen 
und technischen Mechanik », Lipsia, Barth, 1931, pagg. 81-145, che riassume tutti 
i casi più importanti; la parte X: Labilitàtserscheinungen; das Knicken, pagg. 277- 
308, del capitolo di J. W. GECKELER: Zlastostatik, nel VI volume del « Handbuch 
der Physik », Berlino, Springer, 1928; tre fascicoli di E. CHwaLLA-W. GEBLER: 
Knick-und Beulvorschriften fiir Stahlbau, « Deutscher Normenausschuss », Berlino, 
Ernst, 1939-40, che contengono molti chiarimenti e commenti (con numerosi dati 
pratici) alle Norme tedesche; le due monografie di H. ZimmERMANN: Knickfestigkeit 
der Stabverbindungen, Berlino, Ernst, 1925, dedicato allo studio della stabilità 
delle strutture a telaio; Lehre vom Knicken auf neuer Grundlage, idem, 1930, che 
studia l'influenza delle varie imperfezioni; il volume di L. STABILINI: Introdu- 
zione alla teoria della stabilità dell'equilibrio elastico, Milano, Tamburini, 1951, che 
inquadra il problema ed espone i vari metodi per studiarlo. Costituisce un’interes- 
sante monografia il gruppo di memorie di 0. ZANABONI dedicate allo studio della 
stabilità mediante il principio dei lavori virtuali e pubblicate negli anni 1935 e 
1936 nei « Rend. Acc. Naz. Lincei» e in « Ricerche di Ingegneria ». Il calcolo di P.,, 
mediante il principio dei lavori virtuali si trova anche nella memoria di 0. DOMKE: 
Ueber Variationsprinzipien in der Elastizitàtslehre, «Zs. f. Math. u. Physika, 
Band 63, Heft 1-2, 1914, pag. 176. Un interessante riassunto dei più importanti 
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fenomeni d’instabilità è esposto nella conferenza di C. MixeLLI: Problemi di 
stabilità nella Scienza delle costruzioni, « L’Aerotecnica », 1934, n. 8-9. 

Fra le opere che dedicano notevole spazio al problema della stabilità, ricor- 
diamo le seguenti, in ordine di data. H. LoRrExz: Technische Elastizitàtslehre, 
Miinchen, Oldenbourg, 1913, tratta vari problemi in parecchi punti e nel Cap. V. 
J. PrEscOTT: Applied elasticity, Longmans-Green, Londra, 1924, studia in tre 
capitoli i problemi relativi alle travi, e alle lastre piane e curve. F. BLEICH: Theorie 
und Berechnung der eisernen Briicken, Berlino, Springer, 1924, dedica la parte terza 
ai problemi di stabilità che interessano i ponti. J. CASE: The strength oj materials, 
Londra, Arnold, 1925, studia diversi casi (travi di sezione costante e variabile, 
flessione piana) in tre capitoli. E. A. H. Love: A treatise on the mathematical 
Theory ot elasticity, Cambridge, University press, 1920, Cap. XIX. A. e 0. 
FOPPL: Drang und Zwang, vol. secondo, Miinchen, Oldenbourg, 1928, dedica la 
parte decima allo studio dei problemi più importanti. F. BLEICH: Stahlhochbau- 
ten, Berlino, Springer, 1932, vol. primo, parte quarta, contiene anche un ampio 
elenco di opere e memorie sull’argomento. W. FriùGGe: Statik und Dynamik 
der Schalen, Berlino, Springer, 1934, studia la stabilità delle lastre curve. C. B. 
Biezexo-R. GRAMMEL: Technische Dynamil, Berlino, Springer, 1939, dedica un 
ampio capitolo, pagg. 500-620, allo studio dei più importanti problemi sulle 
travi rettilinee e curve e sulle lastre piane e curve. R. V. SOUTHWELL: An in- 
troduction to the Theory of elasticity, Oxford, University press, 1941, studia l’aspetto 
concettuale del metodo energetico, con varie applicazioni. K. GIREMANN: Fléchen- 
tragwerke, Vienna, Springer, 1948, dedica due capitoli allo studio della stabilità 
delle lastre piane e curve. L. COLLATZ: Figenwertaujgaben mit technischen Anwen- 
dungen, Lipsia, Geest e Portig, 1949, espone i vari metodi matematici per il cal. 
colo degli autovalori, con applicazioni alla stabilità e alle vibrazioni. K. MaR- 
GUERRE: Neuere Festigleiisprobleme des Ingenieurs, Berlino, Springer, 1950, svolge 
in un intero capitolo interessanti considerazioni sulla stabilità elastica, con appli- 
cazioni a diversi problemi. J. P. Den HartoG: Advanced strength of materials, 
New York, MeGraw-Hill, 1952, contiene un capitolo dedicato ai metodi principali, 
con applicazioni a diversi problemi. 

Le memorie dedicate ai fenomeni d’instabilità sono numerosissime e sparse 
nelle principali riviste italiane ed estere. 


CAPITOLO XXXIII. 


LE VIBRAZIONI 


376. Generalità. 


Un'altra grave insidia (oltre a quella dell’instabilità) cui sono soggette 
le strutture elastiche è costituita dalle vibrazioni e dalle loro conseguenze. 

Le vibrazioni delle strutture possono essere provocate da un disturbo 
improvviso e momentaneo dell’equilibrio (un urto, l’aggiunta o la sop- 
pressione brusca di una forza, una breve trepidazione), in seguito al quale 
la struttura vibra senza che occorrano ulteriori interventi esterni (vibra- 
zioni libere o naturali). Queste vibrazioni sono soltanto transitorie, cioè 
scompaiono in poco tempo, causa le immancabili resistenze passive. 
In questo caso interessa conoscere l’ampiezza della vibrazione, cioè lo 
spostamento massimo dalla posizione di riposo, perchè da questo dipendono 
le massime deformazioni e quindi le massime tensioni. Inoltre interessa 
conoscere il periodo T, (durata di un’oscillazione completa) o la frequenza 
fo (numero delle oscillazioni complete in un secondo), che dipendono dalle 
caratteristiche della struttura e dal tipo dei vincoli, e che si chiamano 
periodo e frequenza proprii o naturali. 

Più spesso le vibrazioni sono provocate da un disturbo persistente 
che imprime alla struttura degli impulsi periodici, come possono fare 
ad es. un motore o una macchina aventi qualche massa non perfetta- 
mente equilibrata, una locomotiva che percorre un ponte e lo sollecita 
in modo non costante per effetto del moto alternativo delle bielle e delle 
irregolarità del binario, ecc. (vibrazioni forzate). In questo caso interessa 
ancora determinare l’ampiezza della vibrazione, perchè essa può esal- 
tarsi e risultare tanto intensa da provocare la rottura. Questo può acca- 
dere quando la frequenza del disturbo periodico è poco diversa dalla 
frequenza propria o naturale della struttura, e sopra tutto quando è 
uguale (risonanza). 

Anche in questo caso interessa dunque conoscere anzitutto la fre- 
quenza propria o naturale f, della struttura, per accertarsi che essa non 
sia prossima alla frequenza f della causa perturbatrice. Quando ciò accada, 
si cerca di cambiare la frequenza naturale modificando in qualche modo 
la struttura, oppure si provvede a equilibrare meglio la macchina distur- 
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batrice; e se ciò non è possibile, si dispongono degli ammortizzatori atti 
ad assorbire la vibrazione riducendone l’ampiezza. Inoltre la frequenza 
naturale interessa perchè le caratteristiche della vibrazione forzata di- 
pendono dal rapporto f/fo. 

Le vibrazioni possono avere molte cause, come il vento. le macchine, 
{ carichi in moto, gli scuo‘imenti sismici, ecc. Esse si manifestano ad 
es. nell» officine e negli edifici posti nelle loro vicinanze, nei treni. nei 
bastimenti, nelle automobili, e sopra tutto nelle varie parti degli aero- 
plani, dove possono avere conseguenze disastrose. 

Un altro fenomeno apparentemente diverso, ma che invece è stret- 
tamente connesso con le vibrazioni (e che ha qualche analogia con la 
stabilità dell’equilibrio elastico). è quello della deformazione di flessione 
che un albero subisce quando la sua velocità angolare raggiunge un deter- 
minato valore (velocità critica); ciò che può provocare gravi disturbi ne 
suo funzionamento e può anche causarne la rottura. 

Gli effetti nocivi delle vibrazioni sono di varia natura. 

Quando l’ampiezza è considerevole, risultano pure considerevoli le 
deformazioni interne e e y, e quindi anche le tensioni o e 7. Infatti, ad 
es. la forte inflessione di una trave che si ha negli istanti in cui nella vi- 
brazione si raggiunge il valore massimo della deformazione, provoca le 
stesse tensioni interne che si avrebbero se tale inflessione avvenisse in 
modo statico setto l’azione di carichi fittizi molto intensi. Così se l’am- 
piezza della vibrazione è ad es. cinque volte maggiore della deforma- 
zione statica relativa ai carichi statici agenti sulla trave, anche le solle- 
citazioni e le tensioni dinamiche (negli istanti in cui sono massime) sono 
cinque volte maggiori di quelle statiche. 

Un'altra conseguenza delle vibrazioni e del variare periodico delle 
deformazioni e delle tensioni, spesso fra valori di sensi opposti, consiste, 
a lungo andare, in un’alterazione delle proprietà resistenti del materiale 
(fenomeni di fatica), che ne riduce la o, di rottura, e che lo rende anche 
fragile, ossia non più capace di sopportare grandi deformazioni prima di 
rompersi. 

Altre conseguenze, del tutto ovvie, sono gli allentamenti che le vibra- 
zioni provocano nei collegamenti chiodati o avvitati, cui corrisponde una 
rapida diminuzione della solidarietà delle varie parti della struttura. 

In certi casi le vibrazioni si possono utilizzare per trarne un’indica- 
zione circa le buone o cattive condizioni statiche di una struttura, per- 
chè se la frequenza della vibrazione è elevata, la struttura ha la capa- 
cità (nonostante i carichi che la gravano) di riprendere rapidamente la 
forma che aveva prima del disturbo; mentre se è bassa, la struttura è 
ormai fiacca e priva di riserve di resistenza. Questa proprietà si utilizza 
comunemente per saggiare ad es. i solai, alzandosi sulla punta dei piedi e 
lasciandosi ricadere bruscamente. Procedendo in modo più razionale, si 


246 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


può anche prevedere (e valutare) se una struttura è lontana o prossima 
al collasso per fenomeni d’instabilità dell’equilibrio elastico (n. 827 db. c). 

Lo studio delle vibrazioni insegna anche a disporre le macchine e i 
veicoli su molle, calcolate in modo da attenuare gli effetti nocivi delle 
vibrazioni stesse. 

Numerosi e svariati problemi, spesso assai complessi. si presentano 
nello studio delle macchine, del loro funzionamento e dei disturbi cui 
questo può essere soggetto, quali ad es. i moti anormali, gli effetti giro: 
scopici, ecc. Ma questo campo si allontana da quello della Scienza delle 
costruzioni, ossia dai problemi nei quali è in giuoco la resistenza, e ri- 
chiederebbe uno sviluppo sproporzionato a quello consentito in un capi- 
tolo della materia. 

Anche in questo capitolo ho cercato di evitare l’impiego di mezzi ma- 
tematici superiori alle cognizioni medie degli ingegneri, perchè lo sfoggio 
di tali mezzi scoraggia la maggior parte dei lettori ed è dannoso per la 
chiara comprensione fisica dei fenomeni, specie quando è possibile, come 
di solito accade, risolvere gli stessi problemi con mezzi elementari. Invece 
ho ritenuto utile soffermarmi spesso per mettere in luce l’aspetto intuitivo 
delle varie questioni e, quand’era il caso, la loro stretta parentela con altri 
fatti, ad es. con i fenomeni d’instabilità, al fine di rendere comprensibili 
certi comportamenti che altrimenti potrebbero sembrare tutt’altro che 
naturali. Inoltre ho cercato di prevedere e di chiarire i vari dubbi che pos- 
sono presentarsi al lettore (1). 

I numerosi esercizi sono svolti spesso fino al risultato numerico, per 
dare fin dall’inizio una chiara idea dell’ordine di grandezza delle varie 
quantità nei casi più comuni (più utile qui che negli altri campi). 


A) I SISTEMI A UN GRADO DI LIBERTÀ, 


877. Gradi di libertà. 


a) Un sistema che si muove si dice a un grado di libertà quando 
in un istante qualunque la sua configurazione deformata è determinata 
dalla conoscenza di un solo parametro variabile nel tempo. Ad es., la 
posizione istantanea di un corpo appeso a una molla elicoidale e libero 


(*) Questi chiarimenti potranno a qualcuno apparire superflui e talvolta banali. Tuttavia 
essi corrispondono non di rado a dubbi che ebbi io stesso, e perciò ritengo non inutile presentare 
i chiarimenti relativi a coloro che iniziano lo studio dell’argomento (perchè a questi è principal- 
mente destinato il mio libro), anzichè lasciare sterile la fatica che talvolta mi costò il chiarire i 
dubbi suddetti. 

Ritengo inoltre che possano giovare anche quelle osservazioni intese a rendere più imme- 
diata la comprensione dei vari fenomeni che si presentano nel campo delle vibrazioni e che al 
priluv esame possono sembrare strani. 
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di muoversi soltanto lungo la verticale (fig. 1868 a) è determinata dalla 
conoscenza della distanza n(t) del suo baricentro dalla posizione di riposo, 

Un sistema si dice a due gradi di libertà quando la 
sua configurazione deformata è determinata da due para- 
metri indipendenti tra loro. Ad es., nel caso di due corpi 
appesi a due molle consecutive (fig. 1868 b), ognuno di 
essi può, in un istante qualunque, avere una posizione 
indipendente da quella dell’altro; per cui occorrono due 
parametri n.(t), 72(t) per determinare la configurazione b) 
istantanea. 

Analogamente, si hanno sistemi con 3 - 4... n gradi 
di libertà, essendo n un numero intero finito. 

Un sistema si dice a infiniti gradi di libertà quando Fig. 1865. 
ogni suo punto può, in un istante qualunque, avere uno 
spostamento indipendente da quelli degli altri punti (salve le condizioni 
di congruenza, ossia di continuità, e di resistenza). Ciò accade ad es. nel 
caso di una trave elastica appoggiata alle estremità, che può deformarsi 
secondo qualunque linea elastica continua (infatti, nel caso statico si ha 
una linea elastica diversa per ogni diversa distribuzione del carico); per 
cui in ogni istante occorre conoscere lo spostamento (7) di ogni punto, 
che risulta così nel tempo una funzione 7(2, t) dell’ascissa 2 e del tempo t. 

b) Nei sistemi a un grado di libertà è possibile un solo modo di 

vibrare (salvo il valore dell’ampiezza, che può essere più o meno grande). 

Nei sistemi a due gradi di libertà sono possibili due modi diversi di 
vibrare, che possono presentarsi separatamente oppure sovrapposti, di- 
pendentemente dalle posizioni occupate dai due corpi nell'istante & = 0. 

I sistemi a » gradi di libertà possono vibrare in n modi diversi. 

I sistemi a infiniti gradi di libertà possono vibrare in infiniti modi 
(il modo fondamentale e gli armonici), che talvolta possono presentarsi 
separatamente, ma che di solito sono sovrapposti. 


a) 


878. Vibrazioni armoniche libere o naturali. 


a) Consideriamo un corpo di peso P e di massa m = P/g, mobile 
senz’attrito lungo una retta orizzontale, fissato all’estremità A di una 
molla elicoidale di massa trascurabile (?) rispetto a quella del corpo, 
mentre l’altra estremità B della molla è fissa (fig. 1869). 


(3 Se la massa propria della molla è trascurabile, questa obbedisce istantaneamente alla 
forza d’inerzia della massa m (agente in A), ossia si deforma tutta istantaneamente, e quindi 
reagisce in misura proporzionale alla sua variazione di lunghezza Al. Se invece la massa propria 
non fosse trascurabile, i vari tratti della molla opporrebbero a loro volta delle reazioni d’inerzia, 
e quindi la forza agente in 4 non si propagherebbe istantaneamente a tutta la molla; per cui la 
reazione elastica non sarebbe proporzionale a 4/7. Inoltre la vibrazione rallenterebbe, perche la 
massa totale sarebbe maggiore. i - 
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Supponiamo che in un certo istante il corpo si muova verso destra, 
e sia n la distanza del suo baricentro dalla posizione O di riposo, corri- 
spondente alla molla inerte (ossia n è l’al- 
0-p+ lungamento della molla). Esso è soggetto 
alla forza elastica Y di richiamo della molla, 
proporzionale a n e rivolta verso sinistra, e 
alla forza d’inerzia (P/g)d?y/dt8, pure rivolta 
verso sinistra (*); quindi, per il principio 
di D’Alembert, l’equilibrio dinamico del corpo richiede che la somma di 
tali forze sia nulla, e quindi è espresso dall’equazione (4) (*) 
(4) F+ (Ply: =0, ossia pn=— (Pig, (9) 
essendo p la forza di richiamo quando 7 = 1 (caratteristica della molla, 
ossia forza necessaria per produrre 7= 1). 

Se indichiamo con ò,; l'allungamento statico che la molla subirebbe 
per effetto di una forza statica uguale al peso P del corpo (o per effetto 
dello stesso peso P se la molla fosse disposta verticalmente), la carat- 
teristica p di questa è uguale a P/ò,;.. Perciò l'equazione (a) diventa (7) 
(5) Dn =--ir, ossia nt =0. 

Questa equazione è formalmente uguale a quella del pendolo sem- 
plice di lunghezza / (*), con la sola differenza che in essa figura ò,; al po- 
sto di 7; perciò il periodo 7, della vibrazione è dato dalla stessa formula 
del pendolo 7, = 27V/1/g, ossia 


Fig. 1869. 


(1678) T,= 2a] du. 
9 

(*) Se il corpo sta muovendosi verso destra e se l’accelerazione d?n/dt2 fosse positiva (cioè 
se la velocità stesse crescendo), la forza d’inerzia sarebbe effettivamente rivolta verso sinistra 
(cioè si nopporrebbe all'aumento della velocità). In realtà quando il corpo è già alla destra della 
posizione di riposo e si muove verso destra, la sua velocità sta diminuendo (per effetto della forza 
F esercitata dalla molla); quindi d?n/dt? è negativa, e perciò la forza d’inerzia è rivolta verso de- 
stra (ossia fa equilibrio a F). A questo cambiamento provvede il segno della derivata. 

Quando invece P è a sinistra di O (n negativa), la molla è compressa e reagisce verso destra. 

(4) Adottando una notazione poco diversa da quella di Newton, indichiamo con uno o più 
punti le derivate rispetto al tempo: n° = dn/di, n° = d?n/dt?, ece. Con uno o più apici indicheremo 
invece, come sempre, le derivate rispetto all’ascissa 7 (quando si tratti di una funzione di x). 

(*) Per la legge di Newton, si può anche scrivere che il prodotto (P/g)n:* della massa del 
corpo perla sua accelerazione verso destra è uguale alla forza esercitata dalla 
molla che, valutata verso destra, è — pn: ciò che conduce alla stessa equazione. 

(5) Il secondo membro — mn è la forza d'inerzia considerata verso 
destra. Perciò ora l’equazione esprime che la forza pn rivolta verso sinistra 
è uguale, ossia fa equilibrio, alla forza — mn* rivolta verso destra. 

(@) Si può anche dire: se a Y corrisponde l’allungamento n e a P 
l'allungamento dy, si ha F:P=n:dy, da cui F = Pi/dg 

(*) Ricordiamo che nel caso del pendolo (fig. 1870) la forza di richia- 
mo, cioè la componente di P secondo la tangente alla; traiettoria, è 
Psenp=-— Pg se q è molto piccolo; mentre la forza d’inerzia è — (P/g9)s":(t). 
Quindi, essendo « = s/l, l'equazione di equilibrio dinamico diventa 
(P/1) s = —(P/g)s", ossia (g/l)s + s'° = 0, che è formalmente uguale alla (b). Fig. 1S7v 
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La frequenza fo, ossia il numero dei periodi o delle vibrazioni in un 
secondo, risulta (fiT,="1) 


(1679) h=7x"% 


Mentre nel caso del pendolo l’espressione di 7, vale finchè l’angolo 
g è molto piccolo, perchè si suppone sen g = — g (nota 8), nel nostro 
caso la (1678) vale finchè la forza F di richiamo è proporzionale a 7; 
quindi, se il peso P è attaccato ad es. a una barra metallica che si allunga 
e si accorcia (°), la (1678) vale finchè la barra si comporta elasticamente, 
ciò che non sempre richiede che l’ampiezza delle oscillazioni sia piccola 
(es. 282, 283). 
b) Se non si vuole far appello all’analogia della (b) con l’equazione 
del pendolo, basta integrare direttamente la (a), ossia la p7 = — mq”. 
Ponendo p/m= «î, essa diventa (@, pulsazione) 


(c) n° =— wîn, e l'integrale generale è n(t) = C cos mit + Cl, sen mt. 


Il moto è dunque armonico (1°), e i valori di C,, C, dipendono dalle sue 
caratteristiche nell’istante t = 0. 

Le condizioni del moto si ripetono (ad es. il corpo ripassa per la po- 
sizione di riposo muovendosi nello stesso verso) se l'argomento pt cre- 
sce di 22, ossia se # cresce del periodo 7 tale che wo(t + To) = © + 27 (1); 
da cui si ha ancora (!?) 


(1680) T,=27, Tr = 22/0 = 2a/Vgò, = 2aVò.lg = 2aV/mp ; 
wo = 2r/T, = V9/ò = V/m . 


Come nel caso del carico di punta il carico P.,, è quel valore di P per il quale 
M, diventa uguale a M; (che invece non dipende da P) (n. 274 bd), qui ©, (0 To; 
o fo) è quel valore di © (autovalore) cui corrisponde un'accelerazione e quindi 


(*) Nel caso della molla elicoidale, anche se continua a valere la legge di Hooke, per am- 
piezze notevoli la F non è esattamente proporzionale a n, per il mutare dell'inclinazione del filetto 
dell’elica (n. 496 bd). Tuttavia lo scostamento è insignificante. 

(1°) Il moto è sinusoidale nel tempo, perchè solo così si ha un’accelerazione °° che è pure 
sinusoidale, e quindi proporzionale a n, come vuole la (c): così che la forza d’inerzia risulta uguale 
in ogni istante alla forza di richiamo della molla. 

Nel caso del carico di punta la linea elastica è sinusoidale (n = 7 sen ax), perchè solo così 
la n”” è pure sinusoidale, e quindi proporzionale a n: così che M, = —EJn” risulta in ogni sezione 
uguale a M, = Pn (nn. 274 bd, 275 a). 

Qui è CH = p/m, mentre in a) era CH = glò,;. Le due espressioni sono equivalenti, perchè si ha 
da = Plp = malp. 

(1!) Si può anche scrivere n = Ci sen 2xt/7 + C3 cos 2xt#/T, che soddisfa la condizione che 
per #= 7 le caratteristiche del moto siano di nuovo quelle per t = 0 (o che per è + 7 siano 
di nuovo quelle per #); per cui il fattore wy della (c) è og = 22/Tp. 

(1?) Fra il periodo 7, la frequenza f e la pulsazione ©+g sussistono dunque le relazioni 


ogTg = 2x, Tg = 2/09, fo = 1/To» fa = ©g/2î, oo = 2x/g = 2a/To. 
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una forza d'inerzia della massa m = P/g capace di fare equilibrio alla forza di 
richiamo della molla (che invece non dipende da ©). 

Dal punto di vista energetico (n. 878 e), ©, è quel valore di © per il quale 
la massima energia cinetica della massa #m (che è proporzionale a ?) risulta 
uguale alla massima energia potenziale della molla deformata (che invece non 
dipende da w). 

c) La (1678) si può scrivere T, = (27/9) VÒse- Se ò,; si esprime 
in centimetri, e quindi g = 981 cm/s*, si ha 9 = V981 = 31,32 e ri- 
sulta più semplicemente 


(1681) T,=>02Vda. (To = 0,2006//d,,) 


Se invece ò,, si esprime in metri, il coefficiente numerico 0,2 diventa 2; 
quindi il mezzo periodo (ossia la durata della mezza vibrazione, cioè di sola 
andata) è espresso con buona approssimazione da Vs 

d) In seguito indicheremo con Ty, fo, ©, i valori relativi alla vi- 
brazione propria o naturale, e senza indice i valori generici relativi alle 
vibrazioni forzate. 

Raccogliendo i risultati finora ottenuti, si ha 


(1678,),... (1681,) T,=2a| da, fo =55| +, =] i VE, 
i st 


T,=0,2Vda, fo= 5/Vòa 


e) Deduciamo ora la (1678) mediante considerazioni energetiche. 

Quando lo spostamento n ha il massimo valore 7, la molla è tesa 
con la forza F = pn e la sua energia elastica è massima e vale P7m' )m/2= 
= DI/2; e l'energia cinetica del corpo P è nulla, perchè in quell’istante 
la velocità è nulla. Quando invece il corpo passa per la posizione di ri- 
poso, l’energia elastica della molla è nulla e l’energia cinetica del corpo, 
che ora ha la massima velocità vn, è massima e vale (P/9)v3,/2. Essendo 
il moto armonico (come si è visto in d) e come accade ogni volta che F 
è proporzionale a n) (19), si ha (se 7 = 0 quando t = 0) N=Im SN tz 
per cui dy/dt =v = ©wm C08 @t, e quindi la velocità massima è vn = 
= ‘om. Pertanto, per il principio della conservazione dell’energia de- 
v’essere (come si è trovato in bd) 


2 2 È 5 / 
(d) Pia Picetal, ossia 1 (Pl lei, da cui @=]} 


(!*) Se il moto è armonico (ad es. n=? sen 0gt), accade che la somma dell’energia elastica (pro- 
porzionale a n?, ossia a sen? wgf) e dell’energia cinetica (proporzionale a v?, ossia a cos° 0pf) può 
risultare costante nel tempo (sen? gt + così gt = 1), in armonia col principio della conserva» 
zione dell’energia (e risulta appunto costante se o = ©, perchè oi = giò # = gpiP e quindii 
fattori che moltiplicano sen? vot e cos? cogit sono uguali). 
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7) Se invece il corpo di peso P è appeso alla molla e vibra vert- 
calmente (fig. 1371), e se si misura 7 dalla posizione di equilibrio statico 
(corrispondente alla molla tesa in modo statico dal peso 
P). la forza di richiamo della molla è py più la forza P 
che si ha già quando 7= 0, e la forza rivolta in basso 
è il peso P del corpo più la forza d'inerzia — (P/g)". 
Quindi l'equazione di equilibrio dinamico è 

P+pn=P—{(P/gy:, ossia pn=—(Plg), 


che coincide con la (a). Pertanto, il moto è ancora armo- 
nico e il periodo è ancora dato dalle (1678). (1681). con la 
sola differenza che la vibrazione avviene intorno alla posi- 
zione di equilibrio statico, anzichè intorno alla posizione 
corrispondente alla molla inerte (come accadeva nel caso 
della fig. 1869). 

g) Come si è detto in a), per la validità dell 
(1678)... (16s1), e perchè il moto sia armonico, basta che la forza d 
richiamo F sia proporzionale a 7; quindi non è necessario che l'ampiezza 
della vibrazione sia molto piccola (1) (mentre è necessario nel caso del 
pendolo). 

Finchè il comportamento è elastico, il periodo 7, non dipende dall’am- 
piezza 7» della vibrazione. Ciò risvlta dal fatto che. essendo N]=Mm Sen wol, 
l'equazione pn + my=0 diventa p7m sen ot — MOsNm Sen = 0. ossia 
p_moj=0, ©} = p/m qualunque sia il valore di Nm. Lo stesso accad 
enendo conto dello smorzamenio (n. 881), se la resistenza passiva è 
proporzionale alla velocità. 

h) Le (1678)... (1681) valgono in molti casi. cioè qualunque sia la 
struttura che sopporta il corpo di peso P e che sviluppa la forza elastica 
F di richiamo (molla, filo, fune, trave, lastra, ecc.) (es. 2175-2193), purchè 
la sua massa sia trascurabile rispetto a quella del corpo P. Inoltre, come 
vedremo nel n. 888. si può estendere anche al caso in cui questa massa 
non sia piccola. Infine, la (1681) serve anche nel caso dell’oscillazione 
verticale dei galleggianti (es. 2193). 

Se ò,, diventa quadruplo, cioè se P diventa quadruplo restando la 
stessa la molla, il periodo 7, diventa doppio. In generale, essendo To 
proporzionale a Vs T, varia molto meno di é,;.. Per i valori più fre- 
quenti di d,,, che sono dell’ordine di 2 —3 mm (d, = 0,2 — 0,3 cm), 
risulta T, = 0,1”, ossia fo = — 10. 


Fig. 1871. 


(*) Perciò non si ha il problema dello studio della vibrazione per grandi ampiezze (mentre 
si ha un problema analogo nel caso del carico di punta, n. 829). 

Invece nel caso del pendolo tale problema esiste, perchè per spostamenti n non piccoli la forza 
di richiamo non è proporzionale a n (nota 8). La soluzione è formalmente uguale a quella del n. 829. 

Tuttavia nel caso di un peso attaccato a un filo metallico disposto verticalmente, l'ampiezza 
del moto dev’essere non molto grande per il motivo indicato nella nota 49. 
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sca Esercizio 2175. — Un filo d’acciaio di 2 mm di diametro, lungo 
1= 50 m, è fissato in alto e sopporta in basso un peso P= 5 kg 
(fig. 1872). Calcolare il periodo della vibrazione longitudinale. 
Ù Soluzione. Si ha dò, = 5 - 5000/2,15 - 106 - 0,0314 = 0,37 cm. 
Quindi (15) 
T,=0,2v0,37 = 0,122", f=8,2. 


P Se si tiene conto anche della massa del filo (es. 2245), si trova 


Fig.1872. To = 0,127”. 


Esercizio 2176. — Lo stesso filo, lungo ! = 100 m, sopporta in basso P = 50 kg. 
Soluzione. Si ha ò,; = 7,41 cm. Quindi 


T,=0,2V741= 0,54", {= 1,85. 


Esercizio 2177. - Lo stesso filo, lungo 1 = 10 cm, ha in basso P= 100 gr 
(esempio di vibrazione rapidissima). 
Soluzione. Si ha ds; = 0,0000148 em. Quindi 


Ta = 0,2-0,0000148 = 0,00077”, fo = 1300. 


Esercizio 2178. — Nel caso dell’esercizio 2175, che peso P, occorre affinchè la 
frequenza risulti f, = 4? _ 
Soluzione. a) Dovendo risultare T, = 0,25”, dalla (1681) si ricava Vòy = 1,25, 
Ò,, = 1,5625 cm. Quindi occorre un peso 
P,= EAò,/l = 2,15 - 105 - 0,0314 - 1,5625/5000 = 21,1 kg. 
b) In modo più rapido, si ha 
P,:P=0,25*:0,122°, da cu P,=5-0,25°/0,122°= 21,1 kg, 


Esercizio 2179. — La fune d’acciaio di un pozzo di miniera, lunga / = 800 m 
e di sezione A = 4 cmq, sopporta la gabbia pesante P = 3000 kg. Calcolare il 
periodo della vibrazione longitudinale. 
Soluzione. Assumendo per la fune E = 10% kg/cmq, si ha 
ds: = 3000 - 80000/105 - 4 = 60 cm. 


Quindi, trascurando la massa della fune, risulta 
T,= 0,260 = 1,55”. 


Nell'esercizio 2246 terremo conto anche della massa della fune, che però non 
ha una grande influenza (risulta 7, = 1,75” invece di 1,55"). 


Esercizio 2180. — Calcolare 7, nel caso della molla elicoidale e del peso del- 
l'esercizio 127. 
Soluzione. Essendo ò,, = 3,56 cm, risulta 7, = 0,38”, f, = 2,65. 


('*) Se in questo caso si scrive la (1681) nella forma 7, = 0,2 VPI/EA, dalla conoscenza 
di 7 misurato sperimentalmente si può invece dedurre il valore di E (converrà allora usare il 
coetticiente più esatto 0,2006, e tener conto, se è il caso, anche della-massa del filo, n. 888 a). 
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Esercizio 2181. — Il corpo di peso P è interposto fra due molle (fig. 1873). 
Soluzione. Se pi, e pi sono le caratteristiche delle due molle, la 
caratteristica complessiva è evidentemente p =-p, + px. Per cui 
di =D: (Pi + pa). P, 
Se invece di essere in parallelo le due molle fossero in serie, la 
caratteristica complessiva sarebbe p = pp: : (P1 + Pa). 


Esercizio 2182. — Una trave a T N 14 lunga 4 m, appoggiata A 
alle estremità, sopporta nel mezzo un peso P = 1000 kg (fig. 1874 a). 

Fis. -07% 
Calcolare To. 


Soluzione. a) Si ha ò,, = 1000 - 4002/48 - 2,1 - 105 - 573 = 1,11 em. Quindi (16) 


n? T,=0,2V111= 0,21", fi=476. 
a) a_s 


i Nell’esercizio 2248 terremo conto anche delta massa 
i ! della trave, che qui si è supposta trascurabile 


pP___H b) È facile calcolare il momento flettente M,,,, in meze 


zaria della trave quando si sia misurata l’ampiezza 7, della 


| db vibrazione. Infatti, a 7), corrisponde l’accelerazione —-W37)ms 
©) per cui P è soggetto alla forza d’inerzia (P/9)%$7m (quando 
= Mm). Quindi si ha Mmnaz = (Pl/49)0îNm (v. anche gli 


d) 
a ji es. 2214, 2215). 


Nel nostro caso si ha @, = 274,76 = 29,9; per cui 
SC 77m = lem risulta 


Max = (1000 - 400/4 - 981)29,9? * 1 = 91130 kgem . 


Se la trave è orizzontale, si deve aggiungere il momento dovuto all’azione 
statica di P, che vale 100000 kgem. 


Esercizio 2183. — Idem, per la trave incastrata alle estremità (fig. 1874 b). 
Soluzione. Poichè d,; è quattro volte minore, 7, è la metà. 


Esercizio 2184. — La trave dell’esercizio 2182 ha il carico distante a = 1,20 m 
e db = 2,80 m dagli appoggi (fig. 1874 c). 
Soluzione. Si ha (283) d,, = Pa?b°/3EJl = 0,782 om, T, = 0,177", 


Esercizio 2185. - Una piattina d'acciaio larga 1 cm, spessa 0,1 cm e lunga 
1= 10 cm, è incastrata a un’estremità e sopporta all’altra un peso P = 50 gr 
(fig. 1874 d). Calcolare 7, (17). 


('*) Se invece la trave è it nel piano orizzontale, cioè di minore rigidezza, si ba J = 35,2 cm$, 
8,, = 18,0 cm, Te= 

e) si suprone che l’asse della piattina sia orizzontale. Questa può essere disposta in mode 
da vibrare nel piano orizzontale o in quello verticale. 

Se invece l’asse fosse verticale, il periodo potrebbe risultare notevolmente modificato n più 
(se P è in alto) o in meno (se P è in basso), causa l’azione di punta di P (n. 906). 
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Soluzione. a) Si ha J = 0,000083 cm', dò, = 0,0934 cm. Quindi risulta 
To=0,20,0934 = 0,061”, f=16,4. 


Se l diventa doppia, T, diventa 2/2 = 2,83 volte maggiore. 

b) Il momento flettente M,,,,, all’incastro, quando si conosca 77m; sî calcola 
come nell’esercizio 2182 5), e si ottiene M,,a, = (P1/9)0$7m. Nel nostro caso si ha 
wo = 103,0; per cui, se 27, = 0,5 cm, risulta 


Maz = (0,050 - 10/981)103,0 - 0,5 = 2,70 kgem. (Omar = 1622 kg/cmq) 


Esercizio 2186. — Nel caso dell’esercizio 2182, fra il 


ì peso e la trave è interposta una molla (fig. 1875) che per 
effetto di P = 1000 kg si allunga di 2 cm (p= 500 kg/em). 


Soluzione. In questo caso si ha d,, = 1,11+2= 3,11 cm, 
Fig. 1875. e risulta 7, = 0,35”. 


Esercizio 2187. — Si vuol calcolare il periodo di vibrazione di una trave della 
quale non si conoscono bene le caratteristiche E e Y e le condizioni di vincolo, 
soggetta in un punto 0 generico a un peso P grande rispetto a quello della trave. 

Soluzione. Basta misurare l'abbassamento ò,; nel punto 0 provocato dall’ap- 
plicazione di P (il cui valore può essere sconosciuto), e applicare la (1681). 


Esercizio 2188. — Un filo d’acciaio fissato alle due estremità è teso con uno 
sforzo S. Nel punto di mezzo è fissato un corpo di peso P 
(fis. 1876 a). Calcolare il periodo della vibrazione trasver- =, 
sale. | 

Soluzione. a) Supponiamo che lo sforzo S sia abba- S/ | 
stanza grande da consentire di trascurare il suo aumento i, Ò 
dovuto allo spostamento 7 (piccolo) del punto di mez- ai 
zo (18); e che la massa del filo sia trascurabile rispetto a 
quella di P. Quando il corpo P è spostato di 7, la forza L 
di richiamo F si deduce (fig. 1876 b) dalla proporzione s 
F/2:8=pn:l, da cui F=287/1=4S7/L (). Perciò 
lo spostamento ò,, che sarebbe provocato dalla forza P 
agente orizzontalmente è d,; = PL/4S. Quindi si calcola T, mediante la (1681). 
Nel caso in esame si può scrivere T, = 0,1 VPL/S . 

b) Usiamo invece il criterio energetico. L’allungamento del tratto l è 


[eso 


Fig. 1876 


41=VE+g-1=U1V1+ 7}? 1)= -=U1+7?/228—1)= 79/2. 


UTI 


(*) L'aumento di S dovuto a n è (v. b) AS = EA: = EAr?/21* = 2E4»3/2°, ed è indipen- 
dente da S iniziale (ha lo stesso valore anche nel caso di S = 0). Se n/L è piccolo, n?/L? è melto 
più piccolo, e AS si può trascurare rispetto a .S se S è grande. 

(1?) Se invece P è posta a L/4 e 3L/4, la forza di richiamo risulta F= Sn: (L/4) + Sn: 
: (3L/4) = (16/3)Sn/L, e si ottiene d,; = 3PL/16S, Tg = 0,0866 VPLIS. 


i] 
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La massima energia elastica (2°) vale 2 - S - 72,/21 = 28n3,/L. La massima ener- 
5 mi mi 
ia cinetica vale mv2,/2 = mm? 2/2. Uguagliandole si ha 
gl m/ 0 i 5 


28M _ MOINm ° a 8° / Sq, 
tà ni. da cui »=2) e de E 


c) Se L= 1 m, S= 100 kg, P= 1 kg, risulta 7,= 0,1”, = 62,6. 


Esercizio 2199. — Un portale semplice simmetrico con cerniere alla base 
(fig. 1877 a) ha un peso P censiderevole nel centro della trave orizzontale. Cal- 
colare il periodo della vibrazione verticale. 

Soluzione. Determinati i momenti M,; nei due nodi, si ha la freccia sotto P 
data da ò,, = PB/48EJ,— M,l?/8EJ;. Quindi si applica la (1681). 

Il procedimento non cambia se i piedritti sono incastrati alla base. 


Esercizio 2190. — Idem; calcolare il periodo della vi- 
brazione orizzontale. 

Soluzione. Pensata la forza P agente orizzontalmente in 
sommità (fig. 1877 b), si calcola lo spostamento ò,; mediante 
la (731). Quindi, se si trascura la massa del portale rispetto 
a quella di P (21), si usa la (1681). 


3 


Esercizio 2191. — Nell'esercizio 2190 si ha P = 8000 kg, 
1=8m, hk=6m, sezione della trave 30x 50 cm, sezione 
dei piedritti 30 x 30 cm. 

Soluzione. In questo caso la trave si può considerare 
infinitamente rigida rispetto ai piedritti, per cui si ha (no- 
ta 21) dg = —(P+ Q)h8/6EI, = 11000 - 6008/6 - 2 - 103 - 67500 = 29,3 cm. 

Quindi si ottiene (1681) T, = 0,2-V/29,3 = 1,08”, fo = 0,926. 

Se i piedritti sono incastrati alla base, il divisore numerico di ò,, è 24 in- 
vece di 6. 


La 
_ 


t_ 


Fig. 1877. 


Esercizio 2192. — Una lastra circolare di lamiera dello spessore di 1 cm e 
di 50 cm di raggio, incastrata al contorno, ha nel centro un peso P = 100 kg. 
Calcolare To. 


(3°) Se invece il filo è fissato soltanto in alto, mentre in basso può scorrere e la tensione è 
prodotta da un peso inferiore $S (fig. 1876 c), in luogo dell’energia elastica di allungamento si ha 
il lavoro necessario per sollevare il peso S di 202 /L, e il risultato non cambia. 

Può sembrare che nel bilancio energetico compaia anche l’energia cinetica del peso S (e che pere 
ciò wy risulti modificato). In realtà però questa è. nulla sia quando lo spostamento di P è n=0, 
sia quando è n = nm (la frequenza del moto di S è doppia di quella del moto di P). Quindi l’energia 
cinetica di P nel passaggio da n= 0 a »,, si trasforma soltanto nell’energia di posizione di S; @ 
pertanto il valore ‘g di ‘© che rende uguali le due energie è appunto quello trovato. 

In pratica. siccome il filo non è rigido, il moto di P sarà consentito un poco dall’alzarsi e 
abbassarsi del peso S e un poco dall’elasticità del filo. 

(3!) Al peso P conviene però aggiungere almeno il peso Q della trave orluzontale; che in questo 
caso partecipa per intero al moto orizzontale di P. (es. 2191). 
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Soluzione. Si ha (986) B = 192000 kgem, e (1009) d,, = 100 - 502/167192000= 
= 0,0259 cm. Quindi risulta 


T,=0,20,0259= 0,032", fi=-—31. 


Esercizio 2193. — Calcolare il periodo dell’oscillazione verticale (piccola (?2)) 
di un galleggiante di peso P e di sezione orizzontale A costante (28), che pesca 
per un’altezza % (fig. 1878). 

Soluzione. a) Se F è la reazione dell’acqua provocata dallo 
spostamento verticale 7) (misurato dalla posizione di riposo), si 
ha F:P=n:h, da cui F=(P/h)m. Quindi (n. 8780) si 
ottiene (A in cm) 

(1682) T,=0,2Vh. 


Fig. 1878. b) Se h=2m= 200 cm, risulta T, = 2,83”. 


Esercizio 2194. — Un corpo di peso P è posto all’estremità A di un’asta rigida 
di massa trascurabile lunga 7, oscillante nel piano orizzontale (°*) intorno all’altra 
estremità B munita di cerniera cilindrica. Il moto è 
contrastato da due molle distanti 6 da B (la fig. 1879 è 
la proiezione orizzontale). 

Soluzione. a) Se si indica con d,s lo spostamento sta- 
tico del punto C qualora in esso agisse orizzontalmente la 
forza P, quando lo spostamento di C è 7 la forza di richia- 
mo delle molle è (P/ò.s:)7 e il suo momento rispetto a B 
è (P/d-3:)N * db. L’accelerazione del corpo in A è 7° + 1/b; quindi la forza d’inerzia 
è — (P/9)n"1/b e il suo momento rispetto a B è — (P/g)m:?/b. Per l’equilibrio 
dinamico i due momenti devono essere uguali; quindi si ha 


(P/6- a) = — (P/g)n"P/b, ossia (9/0: )b?/En+ ny =0 


È facile riconoscere che al posto di Ò, della (6) si ha qui doa; * 18/0? (25); per 
sui il periodo risulta To = 0,2(1/0) V.se 


Fig. 1879. 


(83) Se l'ampiezza dell’oscillazione è piccola, si può trascurare la piccola massa d’acqua che 
viene messa in movimento rispetto alla massa del galleggiante (ciò che accade se n,, è piccola 
rispetto ad A). 

La verifica sperimentale è semplice: se si immerge nell’acqua una provetta di vetro zavorrata 
con pallini di piombo in modo che peschi ad es. per A = 16 cm, si trova che essa compie 10 oscilla- 
zioni complete in 8”. 

(3?) Se 4 varia con l’altezza, non sussiste la proporzione F:P= n:à, e inoltre la reazione F 
non è proporzionale a n. Quindi,non vale la (1682), e il moto non è armonico. 

Se 4 è la sezione all’altezza della linea di galleggiamento e se n,, è abbastanza piccola in 
modo che 4 vari poco, è facile riconoscere che al posto di A si deve porre nella (1682) 4*= P/Ay; 
(1, peso specifico del liquido). Se il corpo è un cono col vertice in basso, si ha A* = 4/3. 

Per lo studio dell’oscillazione trasversale di un galleggiante si veda ad es. E. LEHR: Schwin- 
gungstechnik, Berlino, Springer, 1930, vol. primo, $ 46. 

(3*) L’oscillazione si suppone abbastanza piccola da poter considerare rettilineo il moto di P. 

(35) Se invece si usa un ragionamento energetico analogo a quello del n. 878 e), essendo 
n = n, Sen wgt il moto del corpo in 4, la sua velocità massima è @gnm'e la sua massima energia 
cinetica è (P/9)0n?,/2. La massima deformazione della molla è (b/l)m e la sua energia elastica mas- 
sima è P(b/IM N * (Dna/2 = p(6*N3)m2,/2. Uguagliando, si ricava o? = (pg/P)(6*/12)= (g/do g1) (0312), 
ossia vw, = (6/1) Vg/d.g; NVece (e) di og = Vo9/dast 
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b) Più semplicemente, se d,; è lo spostamento statico in, A4- qualora in A 
agisse orizzontalmente la forza P, e se 77 è lo spostamento istantaneo in A, l’ equi- 
librio dinamico è espresso da 


(P/òs.)m = — (P/g)n, da cui si ha ancora Po = 02 VB ; 


che coincide col risultato trovato in a), perchè evidentemente d,; = d, 4: © 12/02. 
ce) Se P= 50 kg, {= 100 cm. d= 10 cm, e se ciascuna molla ha n = 20, 
R=2cmr=1mm,si ha (es. 127) 
1 50 - 23 100 
ò: st z 


Suda _ = 200 e = 
54 20 10: 0,1 200 cm, To 0.271 


/200 = 28,3”. 

Esercizio 2195. — L’asta del caso precedente, ancora mobile circa in un piano 
orizzontale (se l'ampiezza è piccola), è invece sostenuta in 
C da un filo verticale inestensibile lungo L (fig. 1880) 
(si tratte. di un pendolo DC le cui oscillazioni in A sono 
amplificate dall’asta). 

Soluzione. Il peso agente in C vale P-1/b; quindi l: 
forza di richiamo (nota 8) è (P7/b)g = (Pl/b)s/L, e il suo 
momento rispetto a B è (P1/b)(s/L)b. L’accelerazione in A è Fig. 1880. 
8° * 1/b, per cui la forza d’inerzia del corpo P è — (P/g)s:1/b, 

e il suo momento rispetto a B è — (P/g)s:12/b. Per l’equilibrio dinamico si ha 
PI 8% P_R 


e e ossia 


b L 


“= 0 


g 
Ept 


Quindi risulta 7, = 0,2 7/6 VI (indipendente da P, come nel pendolo). 
Se L = 1 m e se 7/b = 10, il periodo risulta 7, = 3,16 -2 = 6,3”, invece di 
2'', come si avrebbe se P fosse in C, ossia se fosse 1 = bd. 


879. I vari modi di rappresentare le grandezze sinusoidali o armoniche. 


a) Lo spostamento x del baricentro del corpo P e la sua velocità 
v = dy/dt sono dunque (n. 878 db) definiti dalle equazioni 


(a) n(t) = C,cosot + C.sen wi, vt) =— 00, sen ot + WC, cost, 


dove C, e C, sono determinate dalle condizioni nell’istante t = 0. 

Ad es., se si comincia a contare il tempo (t = 0) nell’istante in cui n 
ha il valore massimo 7, (ampiezza) e la velocità è nulla, dev'essere C, = 
= Nm, Ca =0 e si ottiene 


(1683) nt) =, COSwi, 
mentre la velocità 7°(t) e l’accelerazione 7°*(t) risultano espresse da 
(1684), (1685) v() =— 7, Sen wi, att =— Mn 08 wi. 


I valori massimi vn e am della velocità e dell’accelerazione sono quindi 
legati a 7 dalle relazioni Um = ©Ym, Gm = 01m = 00. La v diventa 
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massima quando 7 è nullo e sta crescendo, ossia un quarto di periodo 
prima che diventi massimo @. Lo stesso dicasi di a rispetto a ®. 
Se invece si comincia a contare il tempo quando 7=0e€ev= 0%; si ha 
= (0n/0) sen wt = 7, Senwt, v=0U,0080, a=—-WdnSMNat. 
In generale, se si comincia a contare il tempo quando 7 e v hanno dati valori 
iniziali 7; e % (28), dev'essere C, = 7; e Ca = v;/@w e si ottiene 
(1686) N(t) = 7; cos Wt + (v;/©) sen wi. 
In questo caso, come vedremo in b), ni dello spostamento risulta 
(1687) = VR+ (vw) 
Questa formula consente di dito anche vari prete? di urto mediante la 
considerazione della vibrazione che esso provoca; C) (es. 2199, 2200). 
Se nella (a) si pone C, = O sen y, C° = eos y, essendo C una nuova co- 


stante e y un angolo di fase (C = VC*+ 03, tgw = C;/C2), la (a) si può seri- 
vere nella forma (cfr. il n. 679 d) 
(1688) n(t) = C sen (0t+ y). 


b) Come si usa anche nello studio delle correnti alternate, una 
grandezza variabile nel tempo con legge sinusoidale, come lo sposta- 
mento n(t) = cos wt 0 n(t) = 7n Sen wt, è misurata in un istante qua- 


lunque dalla proiezione orizzontale OP o verticale 0Q (”) di un vettore 


OA di modulo 7, che ruota con velocità angolare © e che nell’istante 
t=0 si trova in 0A, (fig. 1881a) (°°). 
Le grandezze (1684), (1685) di v e di a sono poi misurate dalle proie- 


(**) Usiamo l’indice i per i valori iniziali n; e v; per non fare confusione con l’indice 0 di Ty, 
fo» © della vibrazione naturale. 

(*) Ad es., la proiezione verticale di O.4, che misura » (#) = rm sen &t, varia nel tempo se- 
condo la sinusoide della fig. 1881 b). Il vettore 0.4, rappresenta la grandezza armonica o sinu- 
soidale n(t). 

Nel caso generale in cui vale la (1688), la posizione iniziale (cioè per t = 0) O.4y del vettore 
OA forma l’angolo w con l’orizzontale (fig. 1881 c). 

(**) Perciò una forza F d’intensità costante e di direzione continuamente variabile con velo» 
cità angolare © costante, si può sostituire con due forze alternative sinusoidali 

j,(t)= Fcosot, fg(t) = F sen ot = F cos (ot— 2/2), 
agenti in direzioni ortogonali e sfasate tra loro di 7/4. E viceversa. 
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zioni orizzontali o verticali di due vettori ro- 
tanti 0B e OC di moduli %, = ©7]m € Gm = O"Hms 
in anticipo di 90° e di 180° rispetto a 0A, cioè 
tali che nell'istante # = 0 occupano le posizioni 
OB, e 0C (fig. 1882). 

Una funzione del tipo (come la (1686)) 


(t) = r cos Wi + s sen wi 


gi può considerare come la somma di due funzioni sinu- 
soidali r cos wt ed s sen wi = s cos (@t — 90°), di am- 
piezze r ed s, di cui la seconda è in ritardo di 7/4 rispetto alla prima. Perciò 
la 7 si può ottenere sommando in ogni istante le proie- 
zioni orizzontali di due vettori 7 = OR ed s = 08, il 
secondo dei quali è in ritardo di 90° rispetto al primo, 
» che perciò nell’istante # = 0 si trovano in O£, e OS 
fig. 1883). Ma si ottiene lo stesso risultato considerando 
a proiezione orizzontale di un unico vettore OU risultante 
lei due, che nell’istante £ = 0 si trova in O0,. Il suo 
modulo, ossia l'ampiezza 77, della funzione 7(t), e il suo 
ritardo di fase w rispetto a OR sono dati da 


Fig. 1352. 


Lis. sodd. Mm =VT+ 8, igy= s/r, 
la prima delle quali giustifica la (1687). La funzione 7(t) si può quindi rappre- 
sentare mediante il vettore 0U,, ossia (in armonia con la (1688)) con 
n(t) = Vr? + s° cos (0t— w). 
In generale, quando si hanno due funzioni 
y(t) = Yn COS (O+ wi); z(t) = 2m COS (Ot+ wa) 


aventi la stessa pulsazione e angoli di fase diversi (la prima potrebbe anche avere 
y;, = 0), rappresentate da due vettori rotanti OY, e 0Z, (altempot = 0) (fig. 1884), 
la loro somma u(t) = y(t) + 2(t) è rappresentata dal vettore risultante U,. Que- 
sto fatto costituisce il vantaggio maggiore della rappresentazione vettoriale, men- 


\w 


CIANI na 


Fig. 1554. Fig. 1335. . Fig. 1886. 


tre un altro vantaggio è quello della chiara visione della relazione rispettiva di 
più funzioni armoniche. . 

c) Com'è noto, un punto del piano di coordinate x e y (e quindi anche il 
vettore che va dall’origine a quel punto) si.può. rappresentare mediante il nu- 
mero complesso x + iy (fig. 1885) (x asse reale, y asse immaginario, î= V_— 1). 
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Quindi un vettore di modulo r, inclinato di a rispetto all’asse x, di componenti 
z=rcos0, y=rsena, si può rappresentare con 


x+iy=r(cosa+isen a). 
Se a = wi, cioè se a varia col tempo, il numero complesso diventa 
(1689) r (cos W@t + i sen Wi), 


e rappresenta un vettore rotante con velocità angolare w. La parte reale del 
numero complesso, che è la componente orizzontale del vettore, rappresenta 
una funzione armonica del tipo (1683). 

Se si moltiplica il numero complesso x + iy per i, risulta 


int iy)=—y+ ix, 
che rappresenta un nuovo vettore dello stesso modulo, ma ruotato di + 90° ri. 


spetto a 2 + iy (fig. 1886). 
Derivando la (1689) rispetto a t siha (-1= ??) 


& r(cos @t + i sen Wi)] = ri— © sen Wi + iw cos dt) = i - Wr(cos Wt + i sen wi). 
di 


Quindi la derivazione di un vettore lo trasforma in un vettore di modulo © volte 
maggiore e ruotato di -- 90°; ciò che è in armonia con la proprietà, trovata in 
a», che hanno la velocità v(t) rispetto allo spostamento 7(t) e l'accelerazione alt) 
rispetto alla velocità (t). 

Per la formula di Eulero e? = cos a + i sen a, un punto del piano distante 
1 dall’origine, ossia un vettore unitario inclinato di a rispetto a x, che è rappre- 
sentato dal secondo membro, si può anche rappresentare più brevemente con eis, 
Perciò, se a = ct, il vettore rotante (1689) si può anche rappresentare con rest, 

Se si rappresenta lo spostamento 7(t) col vettore 7me'!, la velocità v(t) e 
l'accelerazione a(t) risultano rappresentate da iWme't e — W*Nmeiet, 


Esercizio 2196. — La cabina di un ascensore pesante P = 800 kg sta scen- 
dendo con la velocità uniforme v = 2 m/s. La sezione della fune è A = 1,2 cmq. 
In un certo istante, nel quale la fune è lunga { = 24 m, l’estremità superiore di 
questa si arresta bruscamente. Calcolare il periodo della vibrazione che ne segue, 
l’ampiezza di questa e lo sforzo massimo nella fune. Si trascura il peso di questa. 

Soluzione. Si ha d,:=800 - 2400/108 - 1,2=1,60 cm. Perciò risulta T,=0,253”. 

Lo spostamento iniziale 7; nell’istante suddetto è nullo, perchè il peso P è 
in equilibrio come fosse fermo (essendo la velocità uniforme) e la fune è tesa con 
lo sforzo S = P = 800 kg. La pulsazione è (1€8G, @ = V9/6s = V981/1,60 = 
= 24,8. Quindi la (1687) dà 7, = v;/Ww, = 200/24,8 = 8,06 cm. 

Lo sforzo massimo nella fune, quando 7) = 7m = 8,06 cm (sotto la posizione 
di equilibrio), è Smaz = 800 - (8,06 + 1,60) : 1,60 = 4830 kg. 

Nel Cap. XXXIII risolveremo lo stesso problema mediante considerazioni 
energetiche. 


Esercizio 2197. — Idem. L’arresto brusco dell’estremità superiore della fune 
avviene quando la cabina aveva cominciato da poco a scendere, e quindi ha una 
accelerazione verso il basso di 4 m/s, mentre la velocità si suppone ancora di 
2 m/s. La lunghezza della fune è ancora { = 24 m. 
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Soluzione. a) In questo caso la fune era tesa con S = P — (P/981)400 = 
= 474 kg e quindi il suo allunsamento era di soli 0,95 cm. Perciò la..ppostamento .. 
iniziale-non è nullo, bensi è 7, = 1,60 — 0,95 = 0,65 cm (sopra la posizione di 
equilibrio). 

Si ha così (1687) 

Nm = V 0,65°+ (200/24,8)? = 8,09 cm, 


per cui lo sforzo massimo risulta pochissimo maggiore di quello precedente. 

Si riconosce dunque che in casi come questi (7; piccolo, .; grande, @, abba» 
stanza piccolo) il valore di 7, dato dalla (1687) è dovuto quasi esclusivamente 
al secondo termine del radicale. 

b) Se nell’istante dell’arresto il peso stesse cad. ndo liberamente, cioè se 
la fune non fosse in tensione, si avrebbe 7; = 1,60 cm e si troverebbe (se v = 
= Nm = 8,22 cm, Smaz = 4910 kg (ancora poco maggiore di 4830 kg, in armo» 
nia con ciò che si è detto in a). 


Esercizio 2198. — Nel caso dell’esercizio 2196, fra la fune e la cabina è inter» 
posta una molla, caratterizzata dalla forza necessaria per provocare l’allunga- 
mento unitario, che è p = 160 kg/cm. 

Soluzione. Si ha ds = 1,60 + 800/160 = 6,60 cm. Perciò risulta 7, = 0,514”. 

La pulsazione è © = /981/6,60 = 12,2. Quindi la (1687) dà 7 = 200/12,2= 
= 16,40 cm. 

Lo sforzo massimo ne'la fune risulta soltanto S,maz = 800(16,40+ 6,60):6,60= 
= 2790 kg, invece di 4830 kg. 


Esercizio 2199. - Un peso P cade da un’altezza 4 in un punto C di una strut- 
tura, che si abbasserebbe di d,; se P agisse in C in modo statico. Calcolare di;n 
cioè il massimo abbassamento dinamico (la struttura ha una massa trascurabile 
rispetto a quella di P). 

Soluzione. Se si comincia a contare il tempo dall’istante dell’urto, si ha 7; = 
= — by (il punto C è alto ò.: sopra la posizione di equilibrio statico, intorno alla 
quale avverrà la vibrazione, n. 878 f) e v; = V2gh. Applicando la (1687) e aggiun- 
gendo a 7m lo spostamento òd,; (perchè #m avviene a partire dalla posizione di 
equilibrio statico), si ottiene 


Orin = O + VOZL+ (0/00)? = ds + VO + 29h : (9/Òs1) è 


ossia 


(1690) Cain = ds(1+ VI+ 2h/6n) - 


Il fattore fra parentesi, che moltiplica ò,,, si chiama fattore di- 
namico. 

Lo stesso problema si può studiare mediante considerazioni encr- 
getiche. 


Fig. 1507. 


Esercizio 2200. — Un peso P = 100 kg cade dall’altezza % = 5 cm battendo 
sull'estremità inferiore di'una barra di ferro lunga 71 = 1 me avente la sezione 
A4=l cmy (fig. 1887). Caicolare la tensione massima nella barra. 
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Soluzione. Il coefficiente dinamico della (1690) risulta (d,£= 0,005 cm) 
1+v1+2-5/0,005=14+1+ 2000 = 45,8. 


Il massimo allungamento dinamico è dunque 45,8 volte maggiore di d,,; per 
cui anche la massima tensione risulta 45,8 volte maggiore della o = 100 kg/cmq 
che si avrebbe in regime statico, ossia d;;, = 4580 kg/cmq (se la barra si compor- 
tasse elasticamente fino a questo valore). 


880. Vibrazioni di torsione. 


a) Un altro caso frequente nella pratica è quello delle vibrazioni 
torsionali degli alberi di trasmissiome muniti di volani. 
Consideriamo un albero cilindrico di raggio r e di 
lunghezza /, fissato nell’estremità B e avente all’estre- 
mità A un volano di momento d’inerzia I (fig. 1888). 
Se il volano viene spostato angolarmente e quindi la- 
sciato libero, esso vibra angolarmente intorno alla po- 
sizione: di riposo. Il ragionamento è uguale a quello 
del n. 878a). Se 4 è la coppia necessaria in A per provo- 
care l’angolo di torsione © = 1, quando l’angolo è 0 la 
Fig. 1888. coppia elastica di richiamo è 40. La coppia d’inerzia 
è — Id*0/dt2. Quindi, se si trascura il momento d'inerzia 
dell’albero rispetto a quello del volano, l’equilibrio dinamico è espresso 
dall’equazione 


(4) uO =— IO", ossia O=- 0, (0ì = 4/I) 


formalmente uguale alla (c) del n. 878. 
Perciò,.come nel n. 878 d), l'equazione del moto è 


O(t) = C, cost + Ci sen wu, 


e il periodo è espresso da 7, = 27/0, ossia da (*) 


JT 
(1691) T,=22x} n 


b) Anche per questo caso si possono ripetere quasi tutte le consi- 
derazioni fatte nel n. 878, salvo quella del n. 878 f) che qui non ha senso. 
In particolare, la (1691) si può ricondurre alla forma (1681). Infatti, se 0 è 

il raggio d’inerzia del volano e se m e P sono la sua massa e il suo peso, si ha 
I = mo? = mgo*/g; quindi, se si pensa di applicare al volano una forza fittizia 


(*) Qui la caratteristica u sta al posto della p considerata nel n. 878 e I sta al posto di m. 

La (1691) non differisce dalla (1678), perchè il radicale d;/9 di questa è Plpg = m!p, essendo 
m la massa del corpo di peso P. Quindi la (1678) si può scrivere (1680) T,= 21 Vmi/p, che è formal- 
mente uguale alla (1691). ” 
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P uguale al suo peso, in un punto distante 0 dal centro e diretta normalmente 
al raggio, Po è il momento torcente, Po/u è l’angolo statico di torsione, Po®/u 
è lo spostamento ò,; del punto suddetto, e la (1691) acquista la stessa forma (1678) 
o (1681). D’altra parte la (1678) acquista (nota 29) una forma analoga alla (1691) 
se si scrive d,;/g = P/pg = m/p. 


Esercizio 2201. - Un albero di ferro di raggio r = 3 cm e lungo 1 = 2,40 m, 
fissato a un’estremità, ha all’altra estremità un volano a disco di spessore costante 
s= 5 cme di raggio R= 50 cm. Calcolare To. 

Soluzione. a) Il momento d’inerzia del volano è (es. 125) 

__ qst y _ 504 0,0078 _ n MR 
T= E de; = digg 390 kg-massa - cm?. (39) 

Dalla relazione © = M,1/GJ, si ricava perO=1 
_GJ, _8-10-738 
POV 2.240 
Quindi la (1691) dà 


T, = 21 -V390/424000 = 0,19", —fo= 5,26. 


= 424000 kgem/rad. 


b) Se si sostituiscono le espressioni di I e di , nella (1691), si ottiene an- 
che, per questo caso, la seguente espressione di 7 (9): 


c) Per usare invece la (1681), applichiamo all’albero il peso P = 306 kg 
del volano con braccio 0 = R/V2 = 50/72 = 35,35, che provoca nel punto 
d’applicazione lo spostamento (J, = 127,2 em4*) 


306 - 35,35 » 240 


Òn = 7g 105. 127,27 


35,35 = 0,902 cm. 


Quindi la (1681) dà ancora 7, = 0,19”. 


Esercizio 2202. — Un filo d’acciaio di 2 mm di diametro, 
lungo 1 = 2 m, disposto verticalmente e fissato in alto, sop- 
porta in basso un’asta orizzontale di massa trascurabile, 
avente alle estremità due pesi P = 20 kg, distanti dal filo 
r = l m (fig. 1889) (esempio di oscillazione lentissima). 

Soluzione. a) Il filo ha J,= 0,145/2 = 0,0001537 emi, 
4 = GJ,/1 = 8,3 + 105 - 0,000157/200 = 0,65 kgem/rad (G= 
= 0,385 - 2,15 - 106 = 8,3 - 105 kg/emq). 

Se si trascura la distribuzione di P nella direzione r, cioè se si considera P 
concentrato, si ha I = (40/9)100° = 400000/9. 


Fig. 1559. 


(®*) Il momento d’inerzia / si può misurare nelle due unità di misura equivalenti: kg-massa - cm* 
oppure kgem-s?. 
(#*) se invece si conosce 7, misurato sperimentalmente, si può dedurre il valore di G. 
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Quindi la (1691) dà 
Tg = 2% Vv400000/981 ‘0,65 = 157,4 = — 157”. 


b) Il peso 2P = 40 kg agente orizzontalmente e normalmente all’asta pro- 
vocherebbe lo spostamento 


Òs = (40 + 100 - 200/8,3 - 103 - 0,000157) 100 = 615400 em. 
Quindi la (1681) dà ancora 
Tr, =0,2 615400 = 157°, 


Esercizio 2203. — Calcolare il periodo della vibrazione di un’asta di massa 
trascurabile, e che si considera rigida, incastrata elasticamente nell’estremità 0 
e avente un peso P nell’altra estremità (fig. 1890 a). 


® l o Soluzione. Sia u il momento necessario per produrre 
Pa) ; 


la rotazione unitaria nell’incastro. Supponendo il peso P 


d) 3 OR concentrato in un punto, il momento d’inerzia rispetto a 0 
; è I = (P/g)1*. Quindi, applicando la (1691), si ottiene (28) 


SR : 
Fig. 1890. T,= 21 vVPlga. 
Esercizio 2204. — Nel caso dell’esercizio precedente, la barra, che si consi- 


dera rigida, è prismatica e omogenea, di peso Q e di lunghezza L, ed è priva del 
peso P nell’estremità libera (fig. 1890 Db). 

Soluzione. Il quadrato del raggio d’inerzia della barra rispetto a O è (es. 32, 
n. 98 a) 0° = 12/12 + (1/2)? = 12/3, per cui [= (Q/9)12/3. 

Quindi la (1691) dà 7, = 271 VQ/3ug. 


Esereizio 2205. — Un volano con sei razze oscilla intorno al mozzo che rimane 
fermo. La corona ha la sezione di 10 x 8 cm e il raggio medio È = 60 cm, e le 
razze hanno la sezione circolare di 6 cm di diametro. Calcolare 7, 0° 

Soluzione. Ricordando l’esercizio 880, la rotazione della corona (considerata 
rigida) rispetto al mozzo, provocata da una coppia 1 e dovuta alla deforma» 
zione delle razze (pensate di lunghezza R), è O = MR/24EJ; da cui (per O = 1) 


u= "Pre —ggr = 50880000 kgem/rad. 


Trascurando la dimensione radiale (8 cm) della corona (83) si ha 
2rEAy E? = 277608 - 80 - 0,0078 


I= A 863. 
Quindi risulta 
ri 863 
= T—_———_- = 2 si = 5. 
T, 2] 50880000 — °:928", — fo = 38,5 


(**) L’asta dev'essere orizzontale, e l’incastro elastico può essere tale da consentire la rota- 
zione nel piano orizzontale, o verticale, o in un altro piano. Se invece l’asta fosse verticale, la 
vibrazione sarebbe più lenta col peso in alto e più rapida col peso in basso, come vedremo nel 
n. 906. 

(**) Se si tiene conto di tale dimensione, il quadrato del raggio d’inerzia risulta 602 + 8212 = 


= 3600 + 5,33 = 3605,33; per cui l’errore è di 0,15% sul valore di Z ed è minore sul valore di Ty. 
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Esercizio 2206. — Idem, nel caso in cui il volano sia solidale con un’estremità 
di un albero di 10 cm di diametro, lungo / = 1 m, fissato all’altra estremità. 
Soluzione. In questo caso si ha 


MR MI è .(_B t\_ 
O= syto, daoui n=1:( + Gy.) = 6803000. 


‘(3457 * GI, 
Quindi risulta To = 0,071”, fi = 14,1. 


Esercizio 2207. — Due volani a disco, di momenti d’inerzia I, e I., sono fis- 
sati alle estremità di un albero lungo ! e di diametro d, girevole liberamente su 
due supporti (fig. 1891). Si applicano ai due volani due coppie uguali e contrarie, 
che li obbligano a ruotare di un certo angolo l’uno rispetto 
all’altro, e che poi si sopprimono contemporaneamente. 


ù ; E 1 I, 
Studiare le vibrazioni che nascono. 2 Ù 
Soluzione. In qualunque istante i due volani ruotano = 5 
in versi opposti perchè, non agendo forze ed essendo quindi 
nulli gli impulsi, dev'essere sempre nulla la quantità di Fig. 1891. 


moto del sistema (come lo era nell’istante iniziale). Perciò 
esisterà una sezione C dell’albero che non ruota, e le sue distanze a e d dai due 
volani sono individuate dalla condizione che i periodi di vibrazione dei due volani 
(pensata bloccata la €) siano uguali (se non lo fossero, il moto non potrebbe 
essere opposto in qualunque istante). 

La caratteristica 4 della (1691) è inversamente proporzionale alla lunghezza 
del tratto che si torce, per cui l'uguaglianza dei periodi richiede che sia 


a _1I, i __b __ 1 
Land da cui sbani ©3e. beegrgr 
Quindi, essendo ad es. nel primo tratto u = G/,/a, si ottiene 
1 7A ee 
T,=22| Sr DE 


Esercizio 2208. — Un corpo (fig. 1892) è girevole intorno a un asse orizzon- 
tale normale al piano della figura e passante per il baricentro G. Due molle uguali 
equidistanti da G, contrastano il moto. Determinare To. 

Soluzione. Quando l’inclinazione è 6, le reazioni delle 
due molle, aventi la caratteristica p, costituiscono una cop- 
pia di momento p - 0(d/2) - d = p0d*/2. Perciò l’equilibrio 
dinamico è espresso dall’equazione 


Dig: D0d2: p0d?/2=— I08", ossia (pd*/21)0 + 0" = 0. 


Dal confronto con la (d) del n. 878 o con la (a) del n. 880 si riconosce che l’e- 
spressione di 7, è analoga alla (1678) o alla .(1691), ossia è 


T,= 2a VEE 


È evidente l'equivalenza con la (1691), perchè pd?/2 N il momento della cop- 
pia delle reazioni delle molle quando @ = 1, ossia è y. 
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881. Vibrazioni armoniche libere con smorzamento. 


Nei nn. 878 e 880 si è supposto che non esistessero resistenze passive, 
per cui la vibrazione persisteva indefinitamente, con ampiezza immutata. 
In pratica esistono invece resistenze di varie specie, come la resistenza 
opposta dall’aria, l’imperfetta elasticità della molla, gli attriti; per cui in 
realtà Ja vibrazione che si è provocata si smorza più o meno rapidamente 
fino a estinguersi, ossia l'ampiezza 7, va man mano diminuendo. Inol- 
tre risulta modificato anche il periodo T7.. 

a) Ripetiamo ora lo studio della vibrazione tenendo conto dello 

smorzamento, e supponiamo che la resistenza che si oppone al moto 

del corpo P sia proporzionale alla sua velocità, 

B 40-37 cioè che si possa rappresentare con cv = eg, 

= nel qual caso diremo che si tratta di attrito 

viscoso (*). La caratteristica ec è la resistenza 
quando v= 1 cm/s. 

Nel caso della fig. 1893, oltre alle forze del 
n. 878 a) esiste la resistenza cy rivolta verso sinistra (quando la massa m 
si muove verso destra) come la forza p7; per cui la (a) del n. 878 diventa 


(a) = pp+eyn =— mp", ossia my +e +pp=0. 


s 


Fig. 1893. 


Una soluzione della (a) è evidentemente la funzione x(t) = Nm e', dove 
k è da determinare. Sostituendola nella (a) insieme con le sue derivate 
ed eliminando il fattor comune 7ne*', risulta l’equazione caratteristica 
che determina i valori di %: 
(b) mk + ck+p=0, 
le cui radici sono 


—c+Vce— 4pm e / e R 
ki, = 2 = Intimo. 


Quindi l’integrale generale della (a) è 
(6) n(t) = Cie! + Crete, 


(*) Questa legge si verifica abbastanza bene quando si tratta di due superficie lisce con un 
velo d’olio interposto, nonchè nel caso di smorzatori costituiti da uno stantuffo mobile entro un 
cilindro pieno d’olio o d’aria che può uscire o entrare da una piccola apertura (com’è rappresentato 
nella fig. 1893). 

Nel caso dell’attrito fra due superficie secche si ammette che la resistenza, proporzionale 
alla forza che preme i due corpi l’uno contro l’altro, sia pressochè indipendente dalla velocità 
(salvo il maggior valore che ha all’inizio del moto). Però in realtà la resistenza diminuisce al cre- 
scere della velocità. 

Infine, nel caso di un corpo che si muove nell’aria con forte velocità, si ammette che la resi- 
stenza sia proporzionale al quadrato della velocità. 

In quasi tutti i casi della pratica si può tuttavia supporre che si tratti di attrito viscoso, 
assumendo la legge cv= cn° con un valore di c cui corrisponda per ogni ciclo la stessa dispersione di 
lavoro L che si ha nel caso reale, cioè (1695) FC Mm = 70.2 = L; da cui si ricava c. 
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Per discutere questo risultato, si. devono distinguere i casi in cui le 
radici X, e X, sono reali oppure complesse coniugate, ossia i casi in cui 
il radicale è positivo o negativo. Esso, vale c*/4m? — p/m e si annulla per 
un valore critico di c che è dato da 


(1692) = 2Vpm = 2my/p/m = 2max = 2p/ws - 


Se c > cx, le radici k, e k, sono reali; se c<c,, sono complesse coniu- 
gate. 

‘b) Nella maggior parte dei casi della pratica c è abbastanza piccolo, 
per cui c<c,, e le radici k, e X, sono complesse coniugate. Conviene 
allora scrivere (i = — 1) 


ke =— c/2m +iVoj— c/im=— c/2m Lim; (0° = @î— c°/4m?) 
quindi l’integrale generale della (a) risulta (85) 
(1693) n(t) = e(29)! (A cos wi + B sen wt). 


Il fattore fra parentesi indica che il moto è ancora armonico. Il fat- 
tore e7(2m', che diminuisce al crescere di # (fattore di smorzamento), 
indica che l'ampiezza del moto va continuamente decrescendo (moto 
armonico smorzato). 

La pulsazione ©, che indichiamo con ©g. è diversa dalla ©, della vi- 
brazione naturale, e così pure la frequenza f e il periodo 7’; e si ha (1692) 


(d) = @V1— (e8/4m?) : (p/m) =@N/1— &/@, ; 
(1694) o=fv1— ee, Ke bili a. 


La frequenza f; risulta dunque minore di fo. Tuttavia di solito e è 
molto minore di c.,, per cui f; differisce pochissimo da fo (89). Inoltre la 
frequenza non cambia al decrescere dell’ampiezza, perchè è indipendente 
da questa, per un motivo analogo a quello indicato nel n. 878 g). 

L’ampiezza (7m)n+1 di un’oscillazione generica è uguale (1693) all’am- 


(35) Indicando per brevità c/2m con f, i due esponenziali della (c) sì possono scrivere 


et = e(B+iut — <B1. giet — 6-8! (cos ot + isen wt) 
Pat = (Bio) — BI. it — E! (cosot —isen 09) 
Quindi la (c) diventa 
n= e 84 [C} (cos ot + i sen of) + Cy(cosot—i sen ot] = 
= e 8*[(C, + Cp) cos wt + i(C, — Cp) sen of]. 
Infine, indicando Cj + C, con A e i(C, — Co) con 8 (che è reale; cfr. la nota 59 
del Cap. XXIX), si ha la (1693). 
(*) Se c fosse un infinitesimo del primo ordine, f differirebbe da fo di un 


infinitesimo del secondo ordine. La relazione fra f/fg e c/c.r è rappresentata dal 
quarto di circonferenza della fig. 1394. big. 1554. 
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piezza (7=)n dell’oscillazione precedente moltiplicata per il fattore co- 
stante e(3»)7, minore di 1; e si ha (*) 

(0) (Mm)etr: (Ma) = me =n1-d, (se è è molto piccolo) 
dove 

(7) d = eT/2m = 2refe,V1— &/cì, = 270/07 

(se c è piccolo rispetto a. c.,). ì n 


Le ampiezze descrescono dunque secondo una progressione geometrica. La 
curva 7(t) è una sinusoide smorzata inscritta nella 
CUIVa 77m = (Ym);e (/2m (fig. 1895), essendo (77m); l’am- 
piezza iniziale. 

Si può ancora rappresentare la funzione (t) me- 
diante la proiezione orizzontale di un vettore rotante 
con velocità angolare © = ©wj, purchè la sua grandezza 
diminuisca secondo la legge (Im) e Cm); quindi l’estre- 

Fig. 1895. mità A percorre una spirale logaritmica (fig. 1896). 

c) Supponiamo ora che la causa smorzante sia 
intensa, cioè che si abbia c> ce... In questo caso le due radici (b) sono reali e 
negative, e la soluzione è rappresentata dalla (c). Manca dunque 
il fattore oscillante della (1693), per cui quando il corpo P 
viene allontanato dalla posizione di riposo, vi ritorna in modo 
asintotico nel tempo e senza oscillare (moto aperiodico). 

d) Amnalogia elettrica. Se consideriamo un circuito elet- 
trico oscillante, che contenga una capacità C, una resistenza 
E e un’induttanza L, in serie tra loro, quando la carica del 
condensatore è g e l’intensità della corrente è î = dg/dt = q 
si hanno nel circuito le forze controelettromotrici g/0, Ri= Rq 
ed Ldi/dt= Lq; per cui l’equazione che regola il fenomeno elettrico oscillante è 


(a) Lq: + Rq + (1/0)qg=0. 


Confrontando la (a,) con la (a) che regola il fenomeno meccanico dell’oscil- 
lazione della massa m, si riconosce che le equazioni dei due fenomeni. sono. for- 
malmente identiche e che alla forza di richiamo pr, alla resistenza passiva ey: e 
alla resistenza my opposta dall’inerzia corrispondono rispettivamente le tre forze 
controelettromotrici g/C, Eq ed Lq:. La pulsazione naturale @, del circuito 
elettrico ha un’espressione corrispondente a quella (d) della vibrazione meccanica; 
e se R è abbastanza piccola, si ha © =V/1/CL, analoga alla @=Vp/m. 

Se poi il circuito contiene anche una sorgente di forza elettromotrice sinu- 
soidale e = e,, sent (0 indipendente dalla pulsazione naturale ©; del circuito), 
il secondo membro della (a) è em sen wi anzichè zero; e quindi l’equazione risuita 
formalmente identica alla (a) del n. 887. In questo caso interessa determinare 
l'ampiezza di g o quella di i. 


Fig. 1896. 


(*) Infatti, per le (d) e (1692) si ha 


è = cTl2m = 2 c'2m»; = 2rc/2mo% Vie? = 2xele, VI 08/8, 


Inoltre si ha e° =1 —d + 02/2 — 08/6 +... = 1 —èò, se è è molto piccolo. 
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L’analogia suddetta consente di sostituire lo studio del fenomeno meccanico 
con quello di un circuito elettrico oscillante, avente caratteristiche C, È, L com- 
misurate ai valori di p, c, m; e lo studio di quest’ultimo si può effettuare spe- 
rimentalmente, ad ès. mediante una macchina analogica. I risultati che si otten- 
gono, opportunamente interpretati, valgono anche per il-problema che ci interessa. 

La stessa cosa si può fare nel caso in cui i vari termini della (a) non siano 
lineari in 7, 7°, 7° (n. 890); e allora l'utilità dell’analogia diventa grandissima, 
perchè il problema meccanico riuscirebbe di solito molto arduo. 


Esercizio 2209. — Il peso dell’esercizio 2175 è collegato a uno smorzatore che 
oppone la resistenza di 0,01 kg quando la velocità è di 1 cm/s; per cui e = 0,01 
kg per cm/s. Determinare 7; calcolare in che rapporto si riduce l’ampiezza dopo 
cinque periodi. 

Soluzione. La pulsazione naturale quando c = 0 è (es. 2175) © = 27/0,122 = 
= 51,5; quindi si ha (1692)c., = 2mM, = 2Pwo/g = 2 - 5 - 51,5/981 = 0,525. 

La seconda delle (1694) dà 


Ti = 0,122: v1— 0,01°/0,525* = 0,12202”. (praticamente uguale a To) 


Si ha poi 
c/2m = eg/2P = 0,01 - 981/2-5= 0,981; 
(c/2m)5T; = 0,981 -5- 0,122 = 0,598, e 0598 = 0,54991, 
Quindi dopo cinque periodi l’ampiezza decresce nel rapporto da 1 a 0,55. (In 
un solo periodo il decremento dell’ampiezza è da 1 a e-%119 = 0,887.) 
Calcolando in modo approssimato, si ha 
= = 2270,01/0,525 = — 0,12. 1-ò= 0,88, (1— d); = 0,885= 0,528. 


L’approssimazione (4°/o) non è buona perchè d non è molto piccolo. 


Esercizio 2210. — Determinare la caratteristica c dello smorzatore dell’eser- 
cizio 2209 nel caso in cui dopo dieci periodi l'ampiezza ‘decresca nel rapporto 
da 1a 0,8. 

Soluzione. a) Il periodo sarà praticamente uguale a quello dell’esercizio 2175, 
cioè Ti = 0,122” (perchè c risulterà ancora minore di quello dell’esercizio 2209). 

Dalla relazione 


e-(cmi0r= 0,8 si deduce  (e/2m)10T}= (e/2m)1,22=log 1/08 =0,2231, 
da cui c/2m = 0,2231/1,22 = 0,1829; e quindi 
ce = 0,1829 - 2m = 0,1829 - 2P/g = 0,1829 - 2 - 5/981 = 0,00186. 


b) Usando le relazioni approssimate (e), (f) si ottiene 


Cimat10 _ ((Mmtt)""_ (1- dr°= 0,8, 1-6=V08=0,9779, d= | 
(Hm) ( (Am) ) ( ò) 0,8, ò vO, id », ò 0,0221 È) 
d _ 0,0221 


7a 7 da 


0,525 = 0,00185. 
2n 
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Esercizio 2211. — L'albero dell’esercizio 2201 è sostenuto in prossimità del 
volano da un cuscinetto che oppone una resistenza c = 5 kgm = 500 kgem quando 


la velocità angolare è 0* = 1 rad/s. Calcolare la diminuzione dell’ ampiezza della 
vibrazione in dieci periodi. 3 
Soluzione. Avendo presente il n. 880, l’ equazione. (a) del.n. 881 diventa 
IO" + cO° + uO = 0, per cui ad m e p corrispondono I e u. Perciò si ha (1692) 
C = 2VuI = 2424000 - 390 = 25720 kecm. È g' 
Se usiamo la relazione approssimata (f), si ha - 
ò = = 2re/c,, = 2500/253720 = 0,122, 1-ò= 0,878. 


Quindi in dieci periodi l'ampiezza diminuisce nel rapporto da 1 a (1— dj) = 
= 0,3781.= 0,27, cioè si riduce a poco più di un quarto, 


882. Lavoro compiuto da una forza e da un moto sinuscidali. 


a) Consideriamo una forza F di direzione costante e di grandezza 
variabile nel tempo con legge sinusoidale, agente su di un corpo che si 
muove nella stessa direzione, con moto 7 pure sinusoidale. La frequenza 
Î (e la pulsazione © = 2xf) sia comune alla forza e al moto, e questo 
abbia un ritardo di fase y rispetto alla forza; cioè 


F(t)= F,,sen wi, n(t) = 7 sen (ot— v), 


essendo Fm, "m le ampiezze di F e di 7. 
Durante un tempo dt il corpo si sposta di dn = vdt =Np'dt = Mn ° 


* cos(ot — y)dt e il lavoro della F è Fn; per cui il lavoro che la F compie 
durante un periodo 7 è 


r Tr 


Lal Fan = f Pn Sen Wt- WMm c08 (t — y)dt = 


” 
= GF nm f sen wi(cos wi cos y + sen wt sen w)dt = 
tao SE 
= lm ( cos 4 1 sen ot cos wt dot + sen y | sen? wt dot) = 
0 o 


= FnMm(089-0+senw- 7). 
“Quindi il lavoro corrispondente a un ciclo è 
(1695) L=7FnNnSenw. 
B code a 5) Se p= 0, ossia se lo spostamento n(t) è in fase 
con la forza F(t), il lavoro è nullo. Basta pensare che quando 
il corpo (fig. 1897) è in 0 (n= 0) e si muove verso destra, 


la F è nulla e comincia ad agire verso destra: quindi da O ad A il moto ha lo 
stesso verso della forza e il lavoro è positivo. Quando il corpo giunge in A, la F 


Fig. 1897. 
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ed n diventano massimi; ma poi il corpo comincia a muoversi verso sinistra, 
mentre la F, pur diminuendo, continua ad agire verso destra: quindi da A a 0 
il moto e la forza hanno versi opposti e il lavoro è negativo. E così di seguito. 
Pertanto, in un quarto di periodo il lavoro è positivo e nel quarto successivo è 
negativo; e complessivamente è nullo (88). 

Se p = x/2, illavoro è massimo e vale L = xF,mMm (8°). In questo caso quando 
la F si annulla e comincia ad agire verso destra, lo spostamento è massimo nega- 
tivo, ossia il corpo è in B: quindi durante il moto da B ad A la forza è da prima 
nulla, poi massima quando il corpo è in 0, poi di nuovo nulla quando il corpo 
è in A; ma è sempre concorde col moto, ossia con v. Perciò L è positivo durante il 
moto da B ad A. Lo stesso dicasi da A a B. Pertanto, il lavoro è sempre positivo. 

Se 0< w< 2/2, il lavoro è positivo. In questo caso quando la F è nulla e 
comincia ad agire verso destra, 77 è ancora negativo, ossia il corpo è in un punto 
come C e si muove verso destra; e quando F si annulla di nuovo (dopo 7/2) e 
comincia ad agire verso sinistra, 7 è ancora positivo, ossia il corpo è in un punto 
come Cl’ e si muove verso sinistra. Perciò il lavoro è positivo nel moto da C ad 
A ed è negativo nel moto da A a 0, e quindi il lavoro positivo prevale su quello 
negativo. Lo stesso accade nel mezzo periodo successivo (moto da 0° a B e da 
B a C). Il lavoro complessivo è tanto maggiore quanto più CA prevale su AC”, 
ossia quanto più i punti C e C” sono lontani da 0, ossia quanto maggiore è v (19). 

Se y è compreso fra 0 e — 7/2, ossia se 77 è in anticipo rispetto a F, sen y è 
negativo e il lavoro è negativo. Il ragionamento diretto è facile anche in questo 
caso. 


883. Vibrazioni armoniche forzate senza smorzamento. Primo caso. 


Le vibrazioni che di solito si presentano nella pratica, e contro le 
quali è necessario cautelarsi, sono quelle forzate, che perciò sono molto 
più importanti di quelle libere (4). Nei casi come quello delle fiog. 1869 


o 1871, la causa perturbatrice che provoca la vibrazione forzata del corpo 


(8) Si abbia presente che non è la concordanza della forza F e dello spostamento n (ossia 
della posizione del corpo) che decide del segno del lavoro, bensì della F e della velocità v (AL = 
= F- vdt). E nel nostro caso la v è in quadratura con la F, per cui esse sono ora concordi e ora 
discordi. Invece nel caso di y = x/2 lo spostamento n è in quadratura con la forza F e in ritardo, 
ma la velocità v è in fase con la Y. 

(*) Questo lavoro si può scrivere 

Om _ Fmtm _Fmtm _F. 


v, 
L= Fm = Fm n: "I ca DT. 


Durante un minuto secondo, ossia in f cicli, il lavoro è (F,Um/2)}T = FinUm!2, perchè fT=1. 
Perciò, se si assimila Y,,, al valore massimo Y,, della differenza di potenziale di una corrente alter- 
nata e *,, al valore massimo /,, dell'intensità della corrente, questo risultato è in armonia con 
l’espressione della potenza V,Im/2 di tale corrente quando I è in fase con V. 

(‘°) Si può anche dire che se la Y è in anticipo di w rispetto a m, e se si considerano le 
due componenti F, sen w ed Y,, cos y di Y, la prima è in quadratura con n e compie il lavoro 
%- Fi SN W- © (in armonia con la (1695), mentre la seconda è in fase con n e non compie lavoro. 

(41) Tuttavia è necessario anche lo studio delle vibrazioni lib»re per determinare la frequenza 
naturale fo del sistema, perchè l’andamento delle vibrazioni forzate dipende da fo. 
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in A può essere una forza periodica impressa al corpo stesso, oppure un 
moto periodico impresso all’altra estremità B della molla. 

Supponiamo per ora che le resistenze passive smorzatrici siano nulle, 
mentre in pratica esistono sempre, e possono 
modificare profondamente (n. 887 bd, c) alcuni dei 
risultati che ora troveremo. 

a) Sul corpo in A della fig. 1869 (o della 
fig. 1871) agisca una forza periodica F d’intensità 
variabile con la legge sinusoidale 7 = 7, sen wî 
(fig. 1898), dove 7, è l’ampiezza ossia il valore massimo, ed f, © = 27f sono 
la frequenza (indipendente dalla fo naturale) e la pulsazione della forza. 

Sul corpo agiscono la forza di richiamo p7 della molla rivolta verso 
sinistra, la forza d’inerzia — my e la forza impressa 7, sen wt rivolte 
verso destra. Perciò l’equilibrio dinamico del corpo in A, di peso P e 
di massa m = P/g, è espresso dall’equazione 


(a) pg=—mq" + FP, Ssenoi, ossia ma + pn = FnSMN ot. 


Un integrale particolare è 7 = 7, sen ot. Sostituendolo nella (a) insieme 
con la sua derivata seconda 7° = — ©? sen wî, si ha 


— MON sen Wt + pm, sen ot = FP, sen wi, 
da cui si ricava l’ampiezza 7 del moto del corpo (per le (1680), p/m = @2): 
P N » DI 0 


- Fn Tan _ + _ Fa__1_&, 
ImTp- ma 7 p I- (mp D 1-w/wì' 


ossia, se du» = F/p è la deformazione della molla che 7, produrrebbe 
agendo staticamente, 
Òst e Òst è 


(1696) Nm: T_ wo 1- ff 


Il fattore di amplificazione 1:(1— f*/f2) (che tiene conto dell’effetto 
dinamico) dipende dal rapporto della frequenza f della. forza perturba- 
trice e della frequenza naturale fo della struttura. 

Il corpo in A acquista dunque un moto armonico espresso da 


dai è 


(1697) ni) =N Sen wt = 1-;7f sen wi, 


che ha la stessa frequenza f della forza perturbatrice F(t), qualunque sia la 
frequenza propria fo della struttura. 

5) Se f < fo, l'ampiezza nm (1696) è sempre maggiore. di d, +, e il 
moto è în fase con la forza. Tuttavia se f è molto piccola rispetto a fe, 
Nm è circa uguale a ò,. #, cioè il moto del corpo è circa quello dovuto alla 
deformazione statica che la sola forza. variabile. Y = F, sen wi provo- 
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cherebbe nella molla. Il corpo segue dunque passivamente l’azione della 
forza, perchè la sua inerzia, data la lentezza del moto, non ha quasi al- 
cuna influenza. Se invece f si avvicina al valore fo; 7» diventa molto 
maggiore di dr (42). 

Se f = fo, la #7» diventa infinita (risonanza) (5). 

Se f > fo; l'ampiezza 7m (1696) diventa negativa; ossia il moto av- 
viene ancora con la frequenza f della forza F perturbatrice, ma in oppo- 
sizione di fase con essa (4) (') (‘). Se interessa soltanto il valore i 
di 7m, quando f > fo conviene scrivere il denominatore della (1696) i 
modo che sia positivo, cioè f?/fi — 1. Se f è poco maggiore di fa; 7)m è a 
giore di dr. Se f = V2fo = 1,4lfo, si ha 7 = du Se f>1,41f, si ha 
Mm < ds e. Quando la frequenza f della forza agente sul corpo in A è molto 
maggiore della frequenza naturale fo, il corpo non fa in tempo a obbe- 
dire agli impulsi della forza, e resta quasi fermo (nota 53). 


(43) Quando @ è poco diversa da ©y, l'ampiezza Dn, della forza di richiamo della molla è 
poco diversa dall'’ampiezza — mo? Im della forza d’inerzia (perchè p/m = 08); quindi la loro risul- 
tante Dim MON = m(03 — 0° mm risulta uguale (per l’equilibrio dinamico) all’ampiezza Fa 
della forza impressa soltanto se n,, è molto grande (perchè il fattore ©? = ©? è molto piccolo). 

(5) In questo caso la forza F agisce con lo stesso ritmo della vibrazione naturale del sistema 
in assenza della forza. Il fenomeno è analogo a quello che si verifica imprimendo a un palo inca- 
strato a un estremo delle piccole spinte, tali che una sola di esse non riuscirebbe a deformarlo 
in misura sensibile: tuttavia se si imprimono periodicamente, ogni volta nell’istante e nel verso 
giusti (cioè in modo da favorire il moto), riescono a produrre un’oscillazione sempre più intensa. 
L'ampiezza aumenta a ogni oscillazione perchè quando n,, ha raggiunto un valore qualsiasi, pic 
colo o grande, se si abbandonasse il sistema (e se le resistenze passive fossero nulle), la vibrazione 
continuerebbe con ampiezza immutata. Perciò se si continua a imprimere degli impulsi sempre 
favorevoli al moto, questo s’intensifica continuamente. 

Quanto si è detto avverrebbe effettivamente se le resistenze passive fossero nulle. In realtà 
esse esistono sempre, in misura grande o piccola. Perciò man mano cresce l'ampiezza aumenta 
anche la velocità ve quindi anche la resistenza cv (n. 881); finchè a un certo punto questa riesce 
a neutralizzare gli effetti della forza Y, e l'ampiezza cessa di crescere. 

L’intervento della resistenza fa anche sì che n non sia più in fase con 7, ma sia invece in 
quadratura quando f= fg (n. 887). Per cui la forza F compie un lavoro positivo L = «Fm"m 
(mentre se n si mantenesse in fase con Y il lavoro sarebbe nullo (n. 882), e quindi la resistenza 
farebbe diminuire progressivamente l’ampiezza). 

Pertanto, in realtà quando f = f l'ampiezza della vibrazione aumenta fino a un certo punto, 
poi si mantiene invariata (n. 887); ossia non diventa infinitamente grande. 

(#) Il denominatore 1 —f°1f8 diventa negativo. Il moto n = n, sen te la forza” = 7,, sen vt 
hanno perciò le ampiezze n,, ed F,, di segni opposti: ossia quando F° è massima in un verso, n è 
massima nell’altro verso. Ciò significa appunto che n(#) è in opposizione di fase con F(t), perchè 
— lm Sen ot si può scrivere + 1, -(—sen 0t) = n, [sen (ot —2)} = ny sen o(t — 7/2). 

(4) Questo fatto si può mettere facilmente in evidenza mediante esperienze semplicissime, 
che però indicheremo più avanti (nota 53), perchè sono più in armonia col caso del n. 885. 

(4) Se Tappresentiamo hr: varie forze con vettori, portiamo (fig. 1899) la forza 7m,, verso si- 
nistra, la lega —mj, = mo?nm verso destra e la forza F, nel verso che risulta. Se © è piccola, la 
forza mon, è minore della pn,,, e perciò la Fm dev” essere verso 
destra, perchè deve aiutare la pr quindi 1a F è in fase col TL dEi 
moto n. Se invece © è grande, la mo? Nim è maggiore della Dm, € Pla e) OFMOT " 
perciò la F,m dev'essere verso sinistra per aiutare quest’ultima; quindi Pia 0 d NM 
la F è in opposizione col moto n, o meglio il moto n risulta in siii 
epposizione con la 7. Fig. 1899. 
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: La variazione del fattore di amplificazione 
k=1:(1— ff?) al variare di f/fo è rappre- 
! sentata nel diagramma della fig. 1900 (*). 
e) Quando si sia determinata l'ampiezza 
! della vibrazione, ad es. di una trave, è facile 

1 ION calcolare la massima tensione o corrispon- 
io Tree ‘ente (es. 1182 5, 1185 5, 2214, 2215), e quindi 
! lecidere se la trave resiste o no, assumendo 
naturalmente un carico di sicurezza % abba- 
! stanza basso, per tener conto (se la trave è 
spesso soggetta a vibrare) dei fenomeni di 

fatica. 

d) La forza che in ogni istante la molla 
trasmette in B al suo sostegno (fig. 1898) si ottiene moltiplicando per p 
la deformazione elastica 7, sen wt della molla; quindi l'ampiezza di tale 
forza è 


(ZA 


big. 1900. 


Pi 
(1698) Pin = DIm = 1- {if P 


Dunque tra la forza F, impressa al corpo e quella F.,, trasmessa in 
B intercede lo stesso fattore di amplificazione % come tra dx» ed 7, per 
cui si può ripetere per 7},, la stessa discussione fatta per 77m. 

Se il corpo è appeso alla molla come nella fig. 1871, alla F;,, si deve 
aggiungere il peso P. 

e) L’integrale generale della (a) si ottiene aggiungendo all’integrale par- 
ticolare (1697) l'integrale generale dell'equazione resa omogenea, ossia la (c) del 
n. 878; per cui esso risulta 
(1699) n(t) = C, cos @t+ O, sen @t + 77m sen wi, 


ed è la sovrapposizione della vibrazione naturale e di quella forzata. Il moto 
non è più armonico, perchè le due parti hanno pulsazioni diverse @, e ©. 

In pratica, la vibrazione (1699) si riduce sempre, dopo un certo tempo, al 
solo terzo termine (cioè alla sola vibrazione forzata), poichè la vibrazione natu- 
rale rappresentata dai primi due termini è transitoria e si spegne presto per ef- 
fetto delle resistenze passive. In particolare, si ha la sola vibrazione forzata fin 
dall’inizio dell’azione della forza Y se C, = C, = 0; ciò che accade se nell’istante 
t=0sihan=0, 7 = 07m ossia se quando comincia ad agire la F il corpo 
è già animato da vibrazione naturale di ampiezza uguale alla 7m della futura 
vibrazione forzata e se si trova nella posizione 7 = 0. 

Se si vuole studiare il moto transitorio, occorre determinare le costanti 0, 
e C, della (1699) in modo che essa soddisfi le condizioni iniziali del moto. Ad es., 
sc pert= 0siha 7 = 0, 7 = 0, ossia se quando comincia ad agire la F il corpo 

(*) Ecco alcuni valori del fattore di amplificazione &X= 1: (1 fa): 


fto = vITB=0,71 v/2/3=0,82 0.95 1 1,05 v32=122 v2=1,41l V3=1,73 V/11=3,32 
k= 2 3 10,26 co —9,76 —-2 —1 —0,5 —0,1. 


to 
—J 
(0,1 
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è fermo, risulta C, = 0. Ca = — (0/00)7m = — (7/f0)Nm e quindi si ha 
(5) (1) = Nm (7/7) sen © + sen wi]. 

Per piccoli valori di t il primo termine è negativo e il secondo è positivo, per 
cui il primo si oppone al sorgere della vibrazione forzata (causa l’inerzia del corpo 
che era fermo). Crescendo il tempo, ed essendo © = ©,, durante un successivo 
intervallo di tempo il primo termine diventa dello stesso segno del secondo, e 
allora i due termini si sommano; poi diventano di nuovo di segni opposti, e si 
sottraggono; e così via. Per conseguenza i massimi valori di 77(t) sono ora mi- 
nori di 7),, e ora maggiori (ciò che aggrava, sia pure temporaneamente, le sollecita- 
zioni nella struttura), a intervalli di tempo tanto più grandi quanto meno  dif- 
ferisce da @,. Questo fatto costituisce il fenomeno dei battimenti. 

I battimenti sono dunque più lenti (e quindi più marcati) quando f differi- 
sce pochissimo da fo, ossia in prossimità della risonanza. In questo caso, ponendo 
iljà = “1 (®© — 0)(2= ©, (®@0+ 0):2= — ©, e ricordando che sen a — 
— send = 2sen[(a— db): 2]cos[(a + d) : 2], la (2) si può scrivere 


nt) = — — Nm (sen @t— sen Wi) = — 27) sen a MR Gar @ 
== (27m sen &t) cos Wi. 


Il fattore cos mt mostra che si tratta di un moto oscillatorio di pulsazione 
w = — ®, mentre la parentesi si può considerare come un’ampiezza 7% varia- 
bile a sua volta con legge sinusoidale fra circa — 27]m € + 27)m passando per lo 
zero, con pulsazione @, = (© — ©) :2. Pertanto, la frequenza dei battimenti 
è î,= (fo — 7) : 2, e il loro periodo è T, = 2: (fo — f), ed è tanto più lungo quanto 
meno } differisce da f,. Evidentemente 7, 
così ottenuto è il periodo completo dell’am- 
piezza variabile 7% = 27)n sen ©&t (corrispon- 
dente a un suo ciclo completo); però pratica- 
mente i battimenti, ossia l’intensificarsi pe- 
riodico della vibrazione 7(t), si manifestano 
ogni volta che 7$ raggiunge sia il massimo 
positivo che il massimo negativo, per cui il 
periodo pratico dei battimenti è la metà, 
ossia 1: (fo — }), e la frequenza è f, = fo — f (#8). La fig. 1902 mostra l’andamento 


(5) Alle stesse conclusioni si giunge anche considerando i due vettori % e # che generano 
(n. $79 d) i due termini sinusoidali della (d), cioè — (#1Î0)M)m Sen @gÎ ed n, sen ot; vettori che hanno 
grandezze = (f/f0)Mm @ = nm Poco diverse tra loro e che ruotano 
con velocità angolari ©g e © pure poco diverse. Per la (b), la funzione n(t) 
si può considerare generata dal vettore OR risultante dei due. Per # = 0 
essi sono in opposizione e la loro risultante è quasi nulla (fig. 1901 a). 
Essendo le loro velocità angolari poco diverse, essi compiono parecchi 
giri restando circa in opposizione (fig. 1901b) e avendo la risultante OR 
piccola (e perciò generano una funzione sinusoidale n(#) di ampiezza sia 
pure variabile ma piccola). Dopo un tempo 7/2 tale che @og- 73/2 —- 
Fig. 1901. — © - T;/2 = (0g — ©) 7/2 sia uguale a x, i vettori v e v si sovrappon- 
gono, e compiono parecchi giri restando circa sovrapposti (fig. 1901)c e 
avendo la risultante OR grande e circa uguale alla loro somma, ossia a circa 2nm (e generano 
una funzione sinusoidalè n(t)-di' grande ampiezza). 
Si ha dunque (0g —@)7;/2 = a, da cui 7}. = 22:(0g —-0)=1:(f9—-7 ed h=f 1 
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della 77(t), le cui ampiezze variabili 7% sono inscritte in una sinusoide di periodo 7. 
In pratica i battimenti sono transitori, perchè si attenuano insieme coi primi 
due termini della (1699). 


Esercizio 2212. — Sul peso dell’esercizio 2175 agisce una forza verticale si- 
nusoidale di ampiezza F, = 2 kg. con le frequenze f= 6-8-20. Calcolare nei tre 
casi l'ampiezza della vibrazione forzata, la massima tensione nel filo e l'ampiezza 
della forza trasmessa in B. 

Soluzione. La frequenza naturale è fo = 8,2; quindi il fattore di amplifica» 
zione è nei tre casi 


1 x 1 n 1 _ 
162/898 = 19» Toga = 208. anali” costati 

La forza Y,, = 2 kg agendo staticamente produrrebbe un allungamento 

dò, = 0,148 cm; per cui l’ampiezza della vibrazione del peso P risulta rispetti. 


vamente 7)m = 0.32-3,08-0,03 cm (5°). 

Aggiungendo l’allungamento preesistente di 0,37 cm (perchè la vibrazione 
avviene intorno alla posizione di equilibrio, n. 878 f), gli allungamenti massimi 
totali valgono 41 = 0,69-3,45-0,40 cm. Le tensioni corrispondenti, date da o = 
= E- AI, risultano Omar = 297-1484-172 kg/emq. 

L’ampiezza della forza trasmessa in B è nei tre casi 4,3-41,6-0,4 kg. 


Esercizio 2213. — Sul peso P = 1000 kg dell’esercizio 2184 agisce una forza 
verticale sinusoidale di ampiezza F,, = 600 kg, con f = 8. 
Soluzione. Si ha d,,;- = 600 - 4003/48 - 2,1 - 105 - 573 = 0,665 cm. Quindi (1696) 


0,665 


Mn = 7 gugga = — 0,364 em. 


Questa vibrazione avviene intorno alla posizione di equilibrio statico. 
La forza complessiva che la trave trasmette ai due appoggi è (1698) 


600 


Fon= = gia — + Se» 


che vanno ora tolti e ora aggiunti ai 1000 kg. 


Esercizio 2214. — Calcolare M,mar © Omar Nella trave dell’esercizio precedente. 
Soluzione. Conoscendo 7, si può procedere come nell’esercizio 2215. Tuttavia 
conoscendo F,,, si ha immediatamente 


1900 + 328 
2 


d 


Quindi 0,0, = Mma/W = 132800/81,9 = 1621 kg/emq. 


max È, = 


= 664kg, Ma = 664 == 1328kgm, 


bo» 


(**) Nel caso di un filo, il secondo di questi risultati non ha significato pratico, perchè nella 
fase di salita del peso il filo dovrebbe accorciarsi e reagire per compressione: ciò che ovviamente 
esso non può fare. Invece il primo risultato è attendibile, perchè quando il peso risale di 0,32 cm 
(al «disopra della posizione «di equilibrio statico), il filo, -giè alinngato staticamente di 0,37 cm, 
non risulta aucora compresso; e a maggior ragione è attendibile il terzo risultato. 
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Esercizio 2215. — Nota l'ampiezza #1» della vibrazione nel punto di mezzo 
di una trave appoggiata alle estremità (5), come quella dell’esercizio 2213, caleo- 
lare la tensione 0,0, Corrispondente. 

Soluzione. a) La trave (che qui si suppone di massa trascurabile) vibra se- 
condo una deformata variabile di equazione (es. 193) 


n= i (3x— 428), 


(dove 77, = Nim Senw i). Quindi l’espressione corrente della curvatura l/r= — y” 
è n'=— (24n,/*)x, e la curvatura massima, cioè per x = 1/2, è (in valore 
assoluto) max 7° = 127/12, la cui ampiezza è im = 127)1m/l°. La tensione mas- 
sima corrispondente risulta (122) 


Omax = EYmaxlt = EYmaxNim = 12EN:mYmaz/!® è 


b) Si può anche partire dalle espressioni della freccia 71m e del momento 
flettente .M in mezzaria relativi a un carico P qualsiasi, e ricavare M in fun- 
zione di 71m eliminando P: 


_ PB __ PI ; __ 12EIMm 
Nim = IS5Ì° Maga da cui U= Tr: 


Quindi si ha ancora O,maz = M/W = 12EYmarNim/l®. 
c) Nel caso dell’esercizio 2213 si ha 


Omar = 12 + 2,1 - 10° - 0,364 - 7/4002 = 400 kg/emq , 


che vanno aggiunti ai 1221 kg/cmq provocati dall’azione statica di P. 

d) Si può anche determinare il massimo valore ammissibile di 73m affinchè 
Omar non superi %. Ad es., nel caso della trave del N 14 dell’esercizio 2213, lunga 
= 4m, la massima ampiezza ammissibile risulta (£ = 1000 kg/emq) 


Nm = KE/12EYmaz = 1000 + 4002/12 - 2,1 - 10% -7= 0,91 cm. 


Esercizio 2216. — Sul volano dell’esercizio 2201 agisce una coppia alterna- 
tiva sinusoidale di ampiezza M, = 16500 kgem, con la frequenza f = 6. Cal- 
colare l'ampiezza angolare della vibrazione forzata. 

Soluzione. Si ba fo = 5,26, per cui il fattore di amplificazione risulta 


1:(62/5,26°*— 1) = 3,33. 


La coppia M, agendo staticamente produrrebbe un angolo di torsione 0,, y = 
= 0,0389; per cui l’ampiezza della vibrazione risulta ©, = 3,33 - 0,0389 = 
= 0,130 = — 0°45’, che è l’angolo di torsione che provocherebbe la coppia sta- 
tica M, = 16500 - 3,33 = 55000 kgem, che è anche M,,, trasmesso in B (1698). 


(*) In modo analogo si studia il caso in cui il peso P gravi in un punto C diverso dalla 
mezzaria della trave. La curvatura, e quindi anche la tensione, è massima nel punto C, perchè 
in esso è evidentemente massimo M (es. 165). 

Dalla conoscenza dell’ampiezza della vibrazione si deduce la massima tensione anche nel 
caso di strutture di altri tipi. 

Nel caso in cui si tenga conto della massa propria della trave si vedano i nn. -26 ,), 907. 
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Esercizio 2217. — Calcolare la tensione tangenziale massima nell’albero del- 
l'esercizio precedente. c 

Soluzione. a) All’angolo di torsione 0 = 0,130, ossia al momento torcente 
massimo M, = 55000 kgem, corrisponde (150) la tensione tangenziale massima 
Taz = GrO/l1= 8-10%-3-0,130/240 = 1300 kg/emq (oppure 7,,,, = Myr/J, = 
= 55000 - 3/127,2 = 1300 kg/emq). Se si accetta la teoria di Guest (n. 162 c) 
a questa corrisponde la tensione normale equivalente o = 2600 kg/emq, che 
è troppo elevata, tenuto anche conto della fatica provocata dalle continue inver- 
sioni della tensione. 

b) Se si riduce il diametro dell'albero da 6 cm a 4 cm (r = 2 cm), si ha u= 
= 83800 kgem, e la frequenza naturale diventa fo = 2,33. L'angolo di torsione 
provocato dalla coppia statica M,= 16500 kgem aumenta (0,.,,= 0,197), ma 
il fattore di amplificazione è molto minore, perchè siamo più lontani dalla riso- 
nanza: 

1:(6°/2,33? — 1) = 0,178. 


Quindi l’ampiezza della vibrazione si riduce a 0,, = 0,178 - 0,197 = 0,035. Inol- 
tra la Ta, risulta minore (a parità di 0,,) anche perchè r è minore, e si ha T,,,, = 
= $8-105-2-0,035/240 = 234 kg/emq (invece di 1300 kg/emq) (si trova lo stesso 
valore anche usando il momento torcente massimo 2MM,,,, = 0,178 - 16500 = 
= 2940 kgem). 


In questo caso la diminuzione del diametro dell’albero fa dunque diminuire 7 


mar? 


Esercizio 2218. — Nell’istante # = 0, in cui comincia ad agire la forza per- 


turbatrice con frequenza f = 6, il peso dell’esercizio 2212 ha 7=0, 7: = 0. 
Calcolare 7 ed 7: nell’istante t = 0,2”. 
Soluzione. Si ha (n. 883 e) C, = 0, C, = — (6/8,2)0,32 = — 0,234 cm, © = 
= 51,52, © = 37,70. Quindi la (1699) (o la (b)) diventa 
n = — 0,234 sen 51,52t + 0,320 sen 37,708, 
da cui 
n: = — 12,0 cos 51,528 + 12,0 cos 37,708. 


Per t = 0,2” risulta 


n = — 0,234 sen 10,30 + 0,320 sen 7,54 = + 0,484 cm 
n:= — 12,0 cos 10,30 + 12,0 cos 7,54 = + 11,39 cm/s. 


Esercizio 2219. — Nel caso dell’esercizio precedente la stessa forza di am- 
piezza F,, = 2 kg ha la frequenza f = 8. Studiare i battimenti. 

Soluzione. Si ha C,= 0, 0,=— (8/8,2)3,08 =— 3,005 cm, Wo = 51,52, 
« = 50,27. Quindi la (1699) (o la (b)) diventa 


n = — 3,005 sen 51,52t + 3,08 sen 50,278, 
da cui 
n: = — 154,8 cos 51,52t + 154,8 cos 50,278. 


Per piccoli valori di ti due termini, sia di 7 che di 7-, sono pressochè uguali 
e di segno contrario; ossia lo spostamento e la velocità del corpo sono piccoli, 
causa l’inerzia che questo oppone a iniziare il moto. 
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Si ha fi —f = 0,2, per cui la frequenza dei battimenti risulta f, = 1/0,2 = 5 
e il loro periodo è T, = 5’ (51). L'ampiezza massima risulta circa uguale a 277)m» 
o meglio a circa 3,005 + 3,08 = 6,085 cm. 


&84. Vibrazioni armoniche forzate senza smorzamento. Secondo caso. 


a) Quando la forza perturbatrice è impressa dalla rotazione di una 
macchina che ha sul rotore una massa 4 non equilibrata, distante 0 dal- 
l’asse di rotazione, si genera una forza centrifuga 00, essendo w la ve- 
locità angolare della macchina. Questa forza ha 
direzione variabile, e le sue componenti verti- 
cale e orizzontale (fig. 1903) sono uo? sen wt 
e uow? cos ot. Se la macchina è montata sopra 
una struttura che non risenta praticamente 
l'effetto della componente orizzontale (ad es. 
una trave, come nella fig. 1903, ma non un portale), la vibrazione è pro- 
vocata soltanto dalla componente verticale, la cui ampiezza, FP, = uo, 
non è più indipendente da ©, bensì è proporzionale a 8. 

Non è necessario scrivere di nuovo l’equazione dell’equilibrio dina- 
mico e integrarla, perchè valgono evidentemente i risultati ottenuti nel 
n. 883 (5), sostituendo F,, con 710° = uom?. Perciò se si indica con dui 
la deformazione della molla (o trave, ecc.) che sostiene la macchina, provo- 
cata dalla forza 7, = uo (cioè quando © = 1) agente staticamente, al posto 
di dae si ha ds 10?; quindi ad es. la (1696) diventa 


Fig. 1903. 


Ò 0? 


(1700) ]m = pejot = de DT 


loi _ 3. 0 FIR Àst1 0$_ 
olo, DL pa pieni 


La (1698), che dà l’ampiezza della forza trasmessa in B al sostegno 
o alla fondazione, diventa 


(1701) Pe E 


(51) Si giunge allo stesso risultato se si cerca il tempo t necessario affinchè la n(t), che per 
t= 0 è nulla, raggiunga il massimo valore possibile. Basta cercare tutti i valori di t che rendono 
nulla la n°(t) (si trova t = 0,12345” e multipli di questo valore), poi provare per quale di essi 
si ha il massimo assoluto di n(t). Si trova così t = 2,5’. 

Se si considera il ciclo completo della né (n. 383 e), il tempo t= 2,5” rappresenta un quarto 
del periodo 7, completo dei battimenti; per cui risulta 7) = 10”. Se invece si vuole l’intervallo 
fra due battimenti, si ha che dopo altri 2,5’ la vibrazione torna a diventare quasi nulla e dopo 
altri 2,5°' ridiventa intensa; per cui l'intervallo fra due battimenti è di 5”. 

Si è fatto astrazione dall’incongruenza segnalata nella nota 49, ciò che non costituisce un in- 
conveniente, perchè interessava illustrare il procedimento per lo studio dei battimenti. 

(33) Questo caso differisce da quello del n. 883 soltanto per il risultato «della discussione e 
solo nel caso in cui » sia effettivamente variabile. Se invece » ha un valore determinato e costante, 
si tratta ancora di una forza sinusoidale impressa di ampiezza costante Fim Bue? e valgono in- 
variati i risultati del n. 8833. 
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Alle quantità variabili con @, cioè du: @° ed F,0?, si possono dunque 

sostituire le quantità costanti d..1 ©; ed F,0j, purchè il fattore di ampli- 

ficazione diventi k'= (/2/fî) : (L— f#/fî), la cui 

i variazione è rappresentata nel diagramma 

k' | \ della fig. 1904. 

\ b) Se © (ossia f) è piccola, 7» ed F,, 

ù sono piccole, com’è naturale, perchè la forza 
Sea centrifuga perturbatrice è piccola. 

"assalto Se © è poco minore di » (0 f di fo), i risul- 

; tati (1700) e (1701) diventano molto grandi 

VEFETANAREA (risonanza). 

Se © > ©, la vibrazione 7 e la forza 

Pi trasmessa 7, sono in opposizione di fase 

I con la forza perturbatrice. Se cresce (oltre 

ss. 1904. o): )m ed F,,, diminuiscono, pur crescendo 

la forza centrifuga perturbatrice; e quando 

w-=co il fattore di amplificazione tende all’unità (non a zero come nel 

caso del n. 883); per cui la forza perturbatrice F,@? sen wt di ampiezza 

F,0? variabile con © diventa equivalente alla forza statica F,@? sen wt 
di ampiezza F,@$ indipendente da ©, nonostante il crescere di . 

c) Se la macchina agisce anche col suo peso P (caso delle figg. 1871 

e 1903), alla forza -,,, sen wt trasmessa in B si deve aggiungere il peso P. 


o 1 | 


Esercizio 2220. — Sulla trave dell’esercizio 2182 è posto un motore elettrico 
pesante 1000 kg. che funziona a 1500 giri al minuto e che ha un peso non equi- 
librato di 5 kg distante 20 cm dall’asse. 

Soluzione. Si ha fo = 4,76, © = 29,9, f = 1500/60 = 25. Inoltre (es. 2182) 
F,= uo = (5/981)20 = 0,102 kg, d,;1 = 0,102 - 1,11/1000 = 0,000113 em. 

L’ampiezza della vibrazione forzata risulta in valor assoluto (1700) 


52/4.762 
în = 0,000113 - 29,9? 297478 ; = 0,0001183 - 29,9 + 1,038 = 0,105 em. 


253/4,76? — 


L’ampiezza del complesso delle due forze trasmesse agli appoggi è (1701) 
(cui si devono aggiungere i 1000 kg) 


252/4,76? 


—' 4 a__—t——_m 
Fam = 0,102 29,9° Farren] 


= 94,6 kg. 


885. Vibrazioni armoniche forzate senza smorzamento. Terzo caso. 


a) Consideriamo infine il caso frequente in cui non agisce una forza 
perturbatrice sul corpo in A, ma viene invece impresso un moto alter- 
nativo sinusoidale 7, =, sen wi all’altra estremità 8 della molla; cioè il 
sostegno B di questa è fatto vibrare con moto m = bn sen wi (fig. 1905). 
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Se nell’istante #lo spostamento del corpoin 4 èn. __!_03, seriot 
l’allungamento della molla:è 7 — b,, sen wt, per cui la JR 5 

forza di richiamo è p(7— dn sen wt). Uguagliandola 
alla forza d’inerzia — mn, si ottiene l'equazione 


PERE 


Fig. 1900. 


(a) p(n_ ba sen mt) =— mr", cssia mq'+pn= pb sen wi. 


Questa equazione è uguale alla (a) del n. 883, con pò, al posto di Fn; 
per cui anche i risultati (1696), (1697), (1698) sono validi, con pd, al posto 
di F_, e con db, al posto di ds = Fn/p. Ad es. l'ampiezza del moto asso- 
luto del corpo in A risulta 


(1702) Li 


Mn =T_ RA 


b) Si può ripetere una discussione analoga a quella del n. 883 bd), 
riguardante i valori dell’ampiezza 7 del moto in A rispetto all’ampiezza 
b., del moto impresso in B al variare di f/fo. In particolare, se f/fo è molto 
piccolo si ha 7m = — dn (ad es., se f/fo = 0,1, 7m = dm/0,99 = 1,010); 
sef> fo si ha Mm +9; se f/fo è molto grande si ha 7 > 0, ossia il corpo 
in A rimane quasi fermo (ad es., se ff, = 10, 77m = dm/99 = 0,015»). Se 
f# > fo, il moto di A è in opposizione di fase col moto impresso in B (5). 


(53) Questo fatto si mette facilmente in evidenza mediante esperienze molto semplici. 

Un elastico sottile ha un peso in basso ed è tenuto con la mano in alto. Se si alza e si abbassa 
periodicamente la mano con frequenza 7 molto piccola, il peso segue il moto della mano in fase 
e con ampiezza poco maggiore. Se f cresce, l'ampiezza del moto del 
peso diventa sensibilmente maggiore di quella del moto della mano; 
e molto maggiore se 7 si avvicina alla frequenza propria fy del sistema. 
Se f > fo, il moto del peso è in opposizione con quello della mano, 
ossia il peso si abbassa quando la mano si alza e viceversa. Se poi 
si muove la mano molto rapidamente, il peso rimane quasi fermo. 

Un filo rigido ha un peso in basso ed è tenuto con la mano in 
alto. Se si muove la mano orizzontalmente avanti e indietro da B, 
a B, (fig. 1906 a) con frequenza 7 molto piccola, il peso oscilla in 
fase col moto della mano e con ampiezza a,, poco maggiore di b,,. 

Fig. 1906. Se f si avvicina alla frequenza naturale fo = (1/23) V9/L del pen- 

dolo, l'ampiezza a,, diventa molto maggiore di d,,. Quando f> fo 

il moto del peso è in opposizione con quello della mano (fig. 1906 b). L'ampiezza a,, è maggiore o 
minore di b,, secondo che fSV/2fo; e se f è molto grande il peso rimane quasi fermo. 

Esaminiamo quest’ultimo caso più da presso. Quando f> fo. per la (1702) si ha 

2 
Gm = (— bm) :(1—f2/f8)= bm: (fg —1),  dacui fm Ma 


Indichiamo con / la lunghezza che dovrebbe avere un pendolo per possedere la frequenza natu- 
rale f. Per la relazione trovata si ha 

Ta 5 _  9L UL __1 

Om ff gQgl-giLl 1W-1L L_V 


D’altra parte dai triangoli simili della fig. 1906 b) si ha a,,: by => 4 ::/=:(L—-3). Dal con- 
fronto delle due relazioni risulta % =. Pertanto, quando f>fy il punto o del filo che rimane 
fermo è tale che la lunghezza / risulta quella di un pendolo che fosse sospeso in o e di frequenza 
naturale appunto uguale a 7; ossia la parte al disotto di o oscilla come un pendolo sospeso in 0 
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c) Interessa anche il moto relativo di A rispetto a B, che è rappre- 
sentato da 7,senot— b, sen wt = (7m — dn) Sen wt. La sua ampiezza è 


m— Dm, OSSÌa a db. 
(1703) Mm Dim sl Ri, 2 . (oppure Um = bm fi fe E pf C RIP pas RT) 


Poichè 7, è l'allungamento della molla in ogni istante, moltiplicandolo 
per p si ottiene la forza cui la molla è soggetta e che essa esercita in B 
(ossia la forza sinusoidale che si dovrebbe far agire in B per produrre il 


moto impresso), la cui ampiezza è 


2 
(1704) F,, = bha pila = er ;. 

Il fattore di amplificazione delle (1703), (1704) è uguale a quello delle 
(1700), (1701), per cui al variare di f/fo vale quanto si è detto nel n. 884 b). 
In particolare, se f/f, è molto piccolo, anche 7, ed 7}, sono piccole (5); 
se f/fo è molto grande, si ha 7m, = —Dms Fi, = > Pbm (*). 

d) Quando si voglia attenuare il moto assoluto 7, di A, in modo 
che 7 sia molto minore di d,,, deve dunque essere f, molto minore di f. In 
questo caso per la (1702) si ha anche [77m|:dbm= —ff:f. 

Quando invece si voglia attenuare il moto relativo 7, di A rispetto a B, 
e quindi attenuare anche la forza 7;,, che viene esercitata in B, dev’essere 
fo molto maggiore di f. In questo caso per la (1703) si ha anche |7m, 
1 Dn= via : fo 

e) Il peso P del corpo, che nel caso della fig. 1869 non si scarica 
in B, va invece aggiunto a F,, nel caso della fig. 1871. 

f) Tutto ciò che si è detto nei nn. 883, 885 vale anche per le vi- 
brazioni forzate di torsione, ossia quando (fig. 1888) venga impressa una 
coppia sinusoidale M = M,, sen @t al volano in A, oppure una rotazione 
sinusoidale ©,, sen wt al sostegno in B (es. 2216, 2225). 


Esercizio 2221. - L’estremità superiore B del filo dell’esercizio 2175 è fissata 
a un sostegno che ha un moto verticale alternativo di ampiezza d = 0,5 cm 
e di frequenza f = 5 o 20. Calcolare l'ampiezza 77m del moto del corpo in A. 
Soluzione. Il fattore di amplificazione vale nei due casi 


1:(1— 52/8,2°) = 1,59, 1:(20?/8,22— 1) = 0,202. 
Quindi l'ampiezza cercata è rispettivamente 772 = 0,795 o 0,101 cm. 


e soggetto a oscillazioni libere. (Anche per f < fo si può fare una considerazione analoga, essende 
il punto o più alto di B (fig. 1906 a).) 

Quando f è molto maggiore di f,, la lunghezza è risulta molto minore di L e quindi anche 
di .’; per cui è naturale che anche l’ampiezza a,, sia molto minore della bd,,. 

(54) In armonia con ciò che si è detto del moto asslouto di 4, che è circa uguale al moto di 
B. Perciò il moto relativo è quasi nullo, e la molla si deforma pochissimo. 

(5) Anche questo è in armonia con ciò che si è detto del moto assoluto di 4, che in questo caso 
è :quasi nullo. Perciò il moto relativo è circa uguale al moto di 8. 
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Esercizio 2222. — Nel caso dell’esercizio precedente calcolare le ampiezze Um 
del moto relativo di A rispetto a B ed F,,, della forza trasmessa in B. 

Soluzione. L'ampiezza Nm, si può calcolare mediante la (1703), oppure come 
differenza di 7) e di bm. Nel primo caso (f = 5) risulta 7», = 0,795— 0,5 = 
= 0,295 cm, e nel secondo (f = 20) 77,,, = 0,101-+ 0,5 = 0,601 cm (89). 

L’ampiezza F;,, si può calcolare mediante la (1704), oppure moltiplicando 
mr Per p = 5/0,37 = 13,5 kg/cm (es. 2175). Quindi si ottiene nei due casi 7}, = 
= 3,98-8,11 kg (cui si deve aggiungere il peso P = 5 kg). 


Esercizio 2223. — Nel caso dell’esercizio 2221 qual’è l'intervallo pericoloso 
(e quindi da evitare) per la frequenza f del moto impresso in B, se si vuole che 
l'ampiezza 7m del moto in A non superi ad es. 25,,? 

Soluzione. Quando f< fo il fattore di amplificazione ha il valore 2 se 1— {2/ft = 
= 0,5, ossia se f = fa/V2 = 0.707f. Invece quando f> fo ha valore 2 se Pliù — 
—1= 0,5, ossia se f= V/3fo/V/2 = 1,225f. Perciò l'intervallo da evitare è 
0,707fa < j< 1,225f, ossia quello compreso fra 5,8 e 10,0. 


Esercizio 2224. — La molla col peso dell’esercizio 2180 è fissata in alto a un 
sostegno che ha un moto verticale alternativo di ampiezza db, = 1,5 em e di fre- 
quenza f = 10. Calcolare le ampiezze del moto assoluto del peso in A, del moto 
relativo di A rispetto a B e della forza trasmessa in B. 

Soluzione. La frequenza naturale è fo = 2,65; quindi la (1702) dà 

Nm = 1,5 : (10°/2,65° — 1) = 0,113 cm. 

L’ampiezza del moto relativo è data dalla (1703) 

Nm, = 1,5(102/2,65°) : (10°/2,65° — 1) = 1,61 cm, 


che si ottiene anche come somma (nota 56) di 0,113 cm e di 1,5 em. 

La caratteristica della molla è (es. 127) p = 7,5/3,56 = 2,1 kg/em; quindi 
lo sforzo massimo nella molla, che è anche la massima forza trasmessa in 8, ri- 
sulta F,,, = 2,1 1,61 = 3,38 kg, cui si deve aggiungere P = 7,5 kg. 


Esercizio 2225. — All’estremità incastrata dell’albero dell’esercizio 2201 è 
impresso un moto rotatorio sinusoidale di ampiezza 0O,,, = 1° = 0,01745, con 
f = 4. Calcolare l'ampiezza 0,, del moto del volano, la 0,,, del moto relativo e 
l'ampiezza del momento torcente. 

Soluzione. La (1702) dà (es. 2201) 


0,01745 
0, = 745 


—r_ = fa = 909970 
1— 42/5,26?. accidente 


La (1703) dà 
4°/5,262 


Ome = 0,01745 ; pena 42/5,26? 


= 0,024, 


Se a @ = 1 corrisponde (es. 2201) M, = 424000 kgem, a On, = 0,024 corri- 
sponde M, = 10180 kgem. î 


(**) In questo caso l’ampiezza del moto relativo è data dalla somma n,, + d,, e non dalla 
differenza, perchè, essendo #> fo, i moti di 4 e di B sono in oppoizione di fase. 
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Esercizio 2226. — Interpretare il caso dell’esercizio 2207 come un caso di 
vibrazione forzata. 

Soluzione. a) Consideriamo una sezione 0’ a destra della sezione O che ri- 
mane ferma (fig. 1891). Se la C” fosse fissa, il volano I, avrebbe una frequenza 
naturale {> fo (fo frequenza naturale del sistema I,, I, trovata nell’esercizio 2207; 
ossia frequenza di I, quando è fissa la sezione C). Pensiamo che il moto di (0°, 
di frequenza fo, sia un moto impresso dall’albero che è a sinistra di C‘. Il moto 
del volano I; è in armonia con ciò che si è trovato nel n. 885 bd): è in fase col moto 
impresso in 0” e la sua ampiezza è maggiore dell’ampiezza cm del moto di (0°, 
come deve appunto accadere, essendo la frequenza fo del moto impresso minore 
della frequenza naturale fj del sistema I;- C°. Inoltre l'ampiezza del moto di 
I, è tanto maggiore dell’ampiezza cm impressa in Cl’ quanto più C’ è vicino a C; 
ciò che è naturale, perchè allora fi è poco diversa da fo. 

b) Se invece consideriamo una sezione 0" a sinistra di C, il sistema costi- 
tuito. dal volano I, e dall’albero pensato fissato in C'’ ha una frequenza naturale 
4'< fo. Il moto del volano I, è allora in opposizione col moto impresso in 0° 
dall’albero che è a sinistra, e l'ampiezza è maggiore o minore dell’ampiezza cm 
impressa in 0‘ secondo che la lunghezza CI, è maggiore o minore della lunghezza 
OTO, ossia secondo che fo S V2j$' (si ba f5'2:fa = CI, : OI). 

c) Si giunge alle stesse conclusioni (tutte in armonia coi risultati del n. 885 5) 
se invece si considera il moto del volano I, e si pensa che l’albero che è a destra 
di una sezione (€ imprima un moto forzato alla sezione 0’ stessa. 


886. Applicazioni tecniche varie. 


Fra le numerose applicazioni dei risultati dei nn. 883-885 ricordiamo 
gli apparecchi per la misura delle caratteristiche della vibrazione di una 
struttura, le macchine generatrici di vibrazioni, e alcuni dei molti dispo- 
sitivi per attenuare gli effetti nocivi delle vibrazioni. 


a) Apparecchi per la misura delle vibrazioni. Per misurare la frequenza della 
vibrazione di una struttura (se f < — 100) si può utilizzare il fenomeno della 
risonanza. L'apparecchio più semplice è costituito da una piattina d’acciaio libera 
a un’estremità e immorsata all’altra a un corpo che si applica alla struttura in 
questione. Si fa variare la lunghezza ! della piattina fino a ottenere che questa 
vibri con la massima ampiezza (risonanza). La frequenza naturale f, della piattina, 
che si calcola facilmente conoscendo 1, è anche la frequen- 
za f della vibrazione della struttura (es. 2227). 

Il frequenziometro di Frahm è costituito da numerose 
laminette metalliche fissate a un supporto e aventi spes- 
sori variabili in modo che le loro frequenze naturali varino 
ad es. come i numeri interi. Applicandolo alla struttura che vibra, si osserva qual’è 
la lamina che vibra con la massima ampiezza (fig. 1907). Del tutto analogo è il noto 
apparecchio per misurare la frequenza di una corrente alternata che si fa passare 
in una bobina che eccita la vibrazione delle laminette d’acciaio (viste di fronte). 

Per misurare l'ampiezza b,, della vibrazione in un punto di una struttura si 
applica in esso-un apparecchio come quello della fig. 1908, costituito da un peso 4 


_________________________— 
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© Fig. 1907. 
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sopportato da una molla attaccata in B a un telaio portato dalla base C. Se la 
frequenza naturale f, del sistema peso-molla è molto minore della 

frequenza f della vibrazione in esame, l’ampiezza 7], del moto 

relativo di A rispetto a B, data dalla (1703), è circa uguale 

all’ampiezza db, (di B, ossia del punto della struttura) da misurare. 

Ad es., se fy = 0,1 f, si ha 17m, = 0m/0,99 = 1,01 b. In tal caso 

il moto assoluto 7, di A è circa nullo, ossia il peso rimane circa E 
fermo nello spazio. Perciò è facile leggere l’ampiezza 7), mediante 

un indice i fissato al telaio e una scala fissata al peso A (5°). Se 

invece fo, non è molto minore di f, l’ampiezza 7, è diversa da bm; (6) 

e dalla (1703) si può dedurre b,, dalla 7)n, che si legge (es. 2228). 

Diversi sismografi sono fondati sullo stesso principio (58). 

È facile anche calcolare l’ampiezza dell’accelerazione nel punto suddetto. 
Infatti, noti db, e © = 27f, essa è data da — db? (es. 2229). Si può anche usare 
un apparecchio analogo a quello della fig. 1908, ma avente f, molto maggiore di f. 
In questo caso la (1703) dà 7, = — dm0°/%$ = chm6%?, per cui l’accelerazione 
cercata è circa proporzionale & 7), (A = bd" =>7Nmp/c), ® si può graduare la 
scala in modo che dia direttamente l’accelerazione. 


Fig. 1908. 


b) Apparecchi generatori di vibrazioni forzate. Per determinare sperimental. 
mente la frequenza naturale f, di grandi strutture, ad es. di ponti, si usa spesso 
provocare in esse una vibrazione forzata di frequenza f 


o gradatamente crescente fino a giungere alla risonanza, de- 
I nunciata dall’esaltarsi dell’ampiezza. L'apparecchio (fig. 1909) 
SE - può essere costituito da due dischi uguali che ruotano in 


versi opposti per mezzo di un motore elettrico a velocità 

} variabile. Sui dischi sono montate due masse eccentriche 

Fig. 1909. in posizioni simmetriche rispetto all’asse 00. Le due forze 

centrifughe uo? hanno in ogni istante la risultante verti- 

cale, che varia con la legge sinusoidale 20%? sen wt. Se f è il numero dei giri al 
secondo dei dischi all’atto della risonanza, la fo cercata è uguale a f. 

c) Dispositivi per attenuare gli effetti delle vibrazioni. Le proprietà delle vibra- 
zioni forzate si utilizzano sopra tutto per attenuare gli effetti nocivi delle vibra. 
zioni stesse, mediante l’impiego di molle di caratteristiche opportune. 

Nel caso di una macchina soggetta a una forza F = F,, sen wi (n. 883) inte. 
ressa attenuare la forza F, trasmessa al suo sostegno e alla sua fondazione. A tal 
fine (fig. 1910 a) si monta la macchina su molle soffici, ossia tali che la frequenza 
naturale f, del sistema macchina-molle sia molto minore della frequenza f della 


o 


(*’) Se il punto della struttura che vibra è vicino a un corpo fisso nello spazio, ad es. il suolo, 
non occorre alcun apparecchio, potendosi fissare la scala al suolo e l’indice al punto in esame. Ma 
se questo è molto in alto, non sempre è possibile avere un corpo fisso al quale fissare la scala. L’ap- 
parecchio è poi necessario quando si vuol misurare l'ampiezza d,, di un moto sismico, perchè in 
questo caso il suolo è in movimento. Il peso A dell'apparecchio è allora pressochè fisso nello spazio 
(se f, è molto minore di f). 

(**) DI solito hanno una massa molto grande, e quindi un periodo 7, molto lungo (ad es. 
10-20), ossia una frequenza.fo molto piccola; per cui si ha byg="" ‘imp L’ampiezza può essere 
amplificata mediante leve. 
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perturbazione /: così che il denominatore della (1698) è gran. 
de, e la F,,, risulta molto minore della F,, impressa (5°) (6$"es. 
2230-2232). Nel caso in cui la perturbazione sia dovuta alla forza 
centricuga /, di masse rotanti non equilibrate, oltre alla forza 
verticale F, sen mt se ne ha anche una..orizzontale F, cos mt 
(fie. 1910 b). Per attenuare anche l’effetto di questa si aggiun- 
gono delle molle agenti orizzontalmente. 

Un problema analogo si ha nel caso dei motori elettrici 
monofasi. La potenza P = E, sen ot - I,, sen(ot— g) della 
corrente elettrica è variabile nel tempo, mentre la velocità 
angolare © del rotore è praticamente costante. Perciò la coppia 
motrice M = P/© agente sul rotore è variabile; e quindi, per il principio di azione 
e reazione, lo statore è soggetto alla coppia reagente —M, 
pure variabile, che verrebbe trasmessa alla base e alla fon- 
dazione. Per attenuarla, si monta lo statore su molle (fig. 
1911) abbastanza soffici, o su altri dispositivi equivalenti. 

Quando si tratta di un corpo A il cui sostegno B è sog- 
getto a un moto alternativo 7, = d,, sen wt (n. 885), e si 
vuole che A rimanga quasi fermo, cioè che 77),, sia molto _ 
minore di b,,, sinterpone ancora fra B e A una molla abba- Fig. 1911. 
stanza soffice, in modo (n. 885 d) che f, sia molto minore 
della f del moto impresso, e il denominatore della (1702) sia grande (es. 2233). Però 
la forza F',,, che la molla esercita in B non è quasi affatto attenuata (1704). 

Se invece si vuole attenuare la forza F,,, che il sostegno esercita in B, s’inter- 
pone fra A e B una molla abbastanza rigida, in modo (n. 885 d) che f, sia molto 
maggiore di f. 


Fig. 1910. 


Esercizio 2227. — Una piattina d’acciaio larga 1 cm e spessa 0,1 cm, immorsata 
a un’estremità e libera all’altra, entra in risonanza con la struttura sulla quale è 
applicata quando l = 18,4cm. Calcolare la frequenza f della vibrazione della 
struttura. 

Soluzione. La frequenza cercata coincide con la frequenza naturale della piat- 
tina, che è data dalla (1757): 


= 24,5. 


{= 0,1615 O [ESTE 
i — ‘Sa 


18,4? } 0,008 


Esercizio 2228. — Una molla con un peso in basso, avente la frequenza na- 
turale fo = 28, è fissata in alto a un sostegno che vibra con la frequenza f = 25. 
Un indice fissato al peso segna sopra una scala fissata al sostegno (la lettura è più 
agevole, perchè in questo caso il sostegno si muove meno del peso) uno sposta- 
mento complessivo di 0,6 cm. Calcolare l’ampiezza ‘della vibrazione del sostegno. 


(5*) Se si montasse la macchina direttamente sul terreno, senza interporre le molle, la forza 
impressa verrebbe trasmessa integralmente alla fondazione. 

(°) Invece l’ampiezza n,, della vibrazione assunta dalla macchina varia poco al variare di p, 
perchè se si dimezza la caratteristica p della molla,:d;; dovuto al peso della macchina diventa 
doppio, quindi (1679) /2 diventa la metà, e il. dencinigiote fr 0h — 1 della (1936) diventa circa 
doppio; ma dgr dovuto & Fm diventa pure doppio 
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Soluzione. L’ampiezza del moto relativo è Nm, = 0,3 cm. 
Dalla (1703) si deduce 


bm = 0,8(1— 25°/282) : (25°/28°)= 0,076 em. (25, =1.5 mm) 


Esercizio 2229. — Idem; calcolare l'ampiezza dell’accelerazione del sostegno. 
Soluzione. A f = 25 corrisponde © = 157,1. Quindi si ha 


| max acc.| = by? = 0,076 - 157,1? = 1876 em/s?. 


Esercizio 2230. - Un motore pesante P = 400 kg è montato su quattro molle 
elicoidali aventi 10 spire, r = 0,6 cm, R = 4 cm. Lo squilibrio del rotore è tale 
che quando © = 1 si ha F, = 0,01 kg. Calcolare l’ampiezza della forza verti- 
cale trasmessa alla fondazione quando il motore funziona a 1200 giri al minuto 
(lo spostamento orizzontale è impedito). 

Soluzione. Per la formula dell’esercizio 127 si ha 


d, = 4-10 100 - 48/8,3 + 105 - 0,64 = 2,38 cm, —p=42 kg/m, 
Quindi se 
fhh=1/T,=5/V2,38= 3,24, n= 20,36. 


La frequenza impressa è f = 20, per cui la (1701) dà in valor assoluto 


DE 
Fom = 0,01 + 20,36% 202,3 gg = 0:01: 20,86? - 1,027 = 4,26 kg 
{invece di 0,01 - &? = 0,01 - 125,66? = 158 kg). L’ampiezza della vibrazione è 
data dalla (1700), oppure da 7)m = 4,26/42 = 0,10 cm. 


Esercizio 2281. — Idem, nel caso delle molle aventi 5 spire (oppure nel caso 
di otto molle come le precedenti). 

Soluzione. La deformazione ò,; diventa metà, per cui ff e ©$ diventano dop- 
pie. Il fattore di amplificazione della (1701), che era 1,027, diventa 1,117. Quindi 
si ottiene F,,, = 9,26 kg, Nm = 0,11 cm. 

La F,, risulta maggiore, perchè f, non è piccola come nell’esercizio 2230. 
Invece la 7)m ha circa lo stesso valore (nota 60). 


Esercizio 2232. — Il peso P = 1000 kg dell’esercizio 2182 grava sulla trave 
con l’intermediario di una molla avente p = 500 kg/cm, ed è soggetto alla stessa 
forza sinusoidale dell’esercizio 2213. Determinare in che misura la molla attenua 
gli effetti dinamici. 

Soluzione. All’insieme trave-molla corrisponde ò,, = 1,11 + 2,00 = 3,11 cm; 
quindi la frequenza naturale è f, = 5//3,11 = 2,84 (invece di 4,76). La forza 
FY, = 600 kg agendo staticamente provocherebbe ds,» = 1,87 cm. 

Le (1696), (1698) danno 


1,87 600 


fin = 1 ggga = — 27 a. Sg g— 372,88 = — 87 tg 


In assenza della molla si aveva (es. 2213) F.,, = 328.kg. Quindi la molla 
riduce gli etfetti dinamici sulla trave nel rapporto 87/328 = 0,265. Questa ridu- 
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zione riguarderebbe anche il valore di M,,,, se non ci fosse il momento costante 
dovuto all’azione statica di P (ad es. se la trave fosse disposta verticalmente). 
Nel nostro caso la riduzione avviene nel rapporto 1087/1328 = 0,82. 


Esereizio 2238. — Le due ruote posteriori di un automobile sono gravate 
dal peso P = 600 kg, con l’intermediario di molle di caratteristica complessiva 
p = 80 kg/cm. Determinare l’ampiezza della vibrazione della parte posteriore 
della vettura quando la velocità è di 60 km/ora, sopra una strada avente ondu- 
lazioni profonde 4 cm e distanti tra loro 120 cem. 

Soluzione. L'ampiezza del moto impresso alle ruote (ossia alla base B delle 
molle) è 5, = 2 cme la frequenza è f = 6000000/3600 - 120 = 13,9. La deforma- 
zione statica è d,, = 600/80 = 7,5 em. La frequenza naturale è f, = 1/T, = 
= 5/V7,5 = 1,825. Quindi l’ampiezza cercata è (1702) 


Nm = 2:(13,9°/1,825° — 1) = 0,0351 cm. (27,=0,7 mm) 


Se la velocità scende a 30 km/ora, si ha f = 6,95, Nm = 0,148 em. 
Quando la velocità è v = 7,9 = — 8 km/ora si ha la risonanza, e l’ampiezza 
della vibrazione risulta considerevolmente amplificata. 


887. Vibrazioni armoniche forzate con smorzamento. 


Come si è già detto, in pratica non mancano mai le resistenze passive, 
in misura più o meno grande, per cui anche le vibrazioni forzate avven- 
gono sempre in presenza di azioni smorzatrici. Lo studio dei nn. 883-885 
serve come primo orientamento per capire l’andamento generale del fe- 
nomeno in un caso semplice; andamento che poi sussiste sostanzialmente 
anche nel caso dello smorzamento, poichè questo modifica in modo con- 
siderevole i risultati già ottenuti soltanto in prossimità della risonanza 
(cioè quando la frequenza f impressa è poco diversa dalla frequenza na- 
turale f, del sistema), mentre ha assai poca influenza quando f è lontana da 
fo; Specie se la caratteristica e dello smorzamento è molto minore di c.,, 
(n. 881). Comunque, i risultati dei nn. 883-885 
rappresentano il caso limite quando c+ 0. 

a) Sul corpo di peso P e di massa m= P/9, 
fissato in A (fig. 1912) a una molla di caratteri- 
stica p e frenato da uno smorzatore di caratteri- 
stica c (come nel n. 881), facciamo agire una 
forza alternativa sinusoidale F(t) = F, sen @t di ampiezza F_ e di pul- 
sazione © generalmente diversa da quella naturale a; = —@ del sistema. 

L’equazione differenziale del moto è 


(4) my + n + pn=Fn8en0t, 


che differisce dalla (a) del n. 881 per la presenza del termine noto F_ sen wf, 
e dalla (a) del n. 883 per la presenza del termine cy'. 
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Un integrale particolare della (a) è 
pn=asenwot+ bcos wt. 


I coefficienti a e d si determinano ricavando anche le espressioni di n° 
e di 7°, sostituendo nella (a), e osservando che l’equazione che così 
risulta dev'essere soddisfatta per ogni valore di i; per cui devono esseré 
separatamente uguali nei due membri i coefficienti di sen wi e di cos wi. 
Si ottengono in tal modo le due equazioni in a e d 


((p_mo)a— cob = Fa 
lewa + (p— mob =0, 
che risolte danno 


___FPalp— mo?) b= — F00 
sei (p_ ma? + ew?’ — (p_maP+ a 


Quindi, sostituendo, si ottiene 


Pm 


(1705) nt) = = mot + Po [(D — mw?) sen t — cw cos wi]. 


La (1705) si può scrivere (n. 879 a) nella forma 


Fa 
1706 i) = ——_—= sen (Mt — = 97m SEN E — 
a V(p_ ma + ew? | v) = wi-tia 
dove l’angolo y di fase, che è il ritardo angolare (9) della funzione n(t) 
rispetto alla 7(t), è determinato da 


(1707) toy =5= mai: 


Ricordando che F,/p = ò.::, p/m= wî, 4pm = e,, l'ampiezza Mm 8 
la (1707) si possono anche scrivere nelle seguenti forme prive di dimen- 
sioni (cioè contenenti soltanto i rapporti €w/&wos 6/0cry Mm/Òx +): 


LD 
m 1 Cor ® 
Via +017) o: 


nelle quali il rapporto w/oy si può sostituire con f/fe. 


(9!) Invece del ritardo angolare y (in gradi o in radianti), si può considerare il ritardo 1 come 
tempo. Se 7 è il periodo, si ha 


E y Y 


Fi ela LS v ha + LA 
T 360° 24’ S 


da cui = 36007 =aT= am 
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Dalla (1708) si riconosce che il primo termine della radice tende a 
far aumentare 7, rispetto a d, ; (finchè © < 1/20») e che il secondo ter- 
mine tende a farla diminuire. Quando © = @, la 7 non diventa infinita, 
perchè rimane il secondo termine. Chiameremo ancora il secondo mem- 
bro della (1708) fattore di amplificazione. Dalla (1709) si riconosce che 
tg y è proporzionale allo smorzamento e (a parità di w/m, e di 6.) e che 
è tanto maggiore quanto più si è prossimi alla risonanza (@ prossimo a 
wo), nel qual caso si ha tg y = 00, w = 900. 

b) Discutiamo ora le relazioni fondamentali (1708) e (1709). 

Quando © = ©, (risonanza) si ha w = 90° e l’ampiezza della vibra- 
zione non è infinita come nel n. 883, bensì risulta (1706), (1708) 

n Pu Mq Òs: F 
(1710) Umo = pn Òse e "a" Bally * 

Questo valore 7», non è però il massimo, che invece si verifica quando 
© ha un valore un po’ minore di @,; valore che si determina uguagliando 
a zero la derivata di/dw della (1706) o della (1708) e che è dato da 


/ e 


(1711) o = — =o1-27 : 


2m? 


Se c < Carl /2 = 0,707c.,, il valore (1711) di © è reale. Sostituendo 
le espressioni (1711) nella (1706) o nella (1708), si ottiene 
2m _ Òst È 
"evipm— e 2(c/en)V1I= ee," 
Se il rapporto c/c, è piccolo, si ha (1711) 0 = = e 
Òs F 


Zo/0 — Par} 


(1712) Max %)m = FP 


MAX n = 


per cui se la resistenza è piccola, l'ampiezza 7mo che si ha alla risonanza 
è praticamente la massima. 
Se invece c > 0/2; il valore (1711) di © è immaginario, e si ha 


(1713) Max 7)m = oss pero =0, 


Esaminiamo ora alcuni casi particolari. 

Se c= co, la (1708) dà 7m = Our: (14+ ©w°/0$); per cui il massimo valore 
di 77m; uguale a d,;5, si ha per © = 0. Per © = o si ha mo = 0,5 Our 

Se ec = c.,/V/2, la (1708) dà Nn = Ò,:V1+ 0*/wî, che è ancora massima 
per @ = 0. Per © = © si ha Nmo = 0,707 due 

Se e = c-,/2, la (1708) dà Mm = dur:V1— @*/03+ w'/wi,i cui valori estremi 
SONO 7)]m = Ò,r per @= 0 e max 7]m = (2/V3)dag5 = 1,155 de per W = wo/V2. 
Per © = ©y si ha 7mo = Ònte» 
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Per © = 0 si ha 77m = de qualunque sia il valore di c; ciò che è naturale, 
perchè quando il moto è lentissimo non hanno alcuna influenza nè la resistenza 
passiva nè l’inerzia, e il corpo segue passivamente l’azione della Y(t). L'ampiezza 
ridiventa 7)m = Our per © = V20, VI — 2e?/e3,. 

Per ciò che riguarda il ritardo di fase y fra la n(t) e la 7(t), la (1709) 
mostra che esso è minore di 90° finchè @® < @,, e diventa maggiore di 
90° quando © > o. 

ce) Per vedere meglio come varia l’ampiezza 7)m al variare di ©, o di f, si trac- 
ciano (per diversi valori di c/c.) i diagrammi (fig. 1913) che rappresentano la va- 
î riazione del fattore di amplificazione % = Nmlòstr al 
variare di ©/@ 0 di j/fo; diagrammi che si calcolano 
mediante la (1708). Come si vede, essi sono tutti al 
disotto di quello relativo a c/c,, = 0, che è lo stesso 
della fig. 1900. Per ©/©& = 0 partono tutti da 
Nm/òser= 1. I massimi si hanno per valori di 0/@ tan- 
to minori di 1 quanto maggiore è c/c,,. Per c/c,, > 0,707 
stanno al disotto dell’orizzontale 7m/0xgr = 1. Tutti i 
diagrammi si addensano per 0/@9+0 e per W/Ww +00, 
e si scostano tra loro per ©/@& prossimo a l: in ar- 
monia col fatto che lo smorzamento ha poca influenza 
nei primi due casi e ne ha molta nel terzo caso. 

Nella fig. 1914 sono tracciati (per diversi valori di c/c,,) i diagrammi che rap- 
presentano la variazione di tg w al variare di ©/& 0 di f/jy, che si caleolano me- 
diante la (1709). Per c/c, = 0 (n. 883) il diagramma 
è la spezzata Oabe, ossia per ©/%w,< 1 è sempre 
y=0 e per W/@,> 1 è sempre w= 180°, con un’inver- 
sione brusca per ©w/&, = 1. Per piccoli valori di c/c,, 
i diagrammi si avvicinano alla spezzata suddetta (per 
cui si ha y= — 90° anche per valori di © alquanto 
diversi da ©), e se ne scostano tanto più quanto 
maggiore è c/c... Per ©/©,< li diagrammi sono tutti 
al disotto di w = 90° e per ©/©,> 1 sono tutti al 


i Per ©/w, = 1 passano tutti per il punto Fig. 1914. 


Lig. 1010. 


d) L’esame della rappresentazione vettoriale conferma in modo istruttivo 

i diversi fatti fondamentali. 
Se in un certo istante 7 ed n° sono positivi, cioè se il corpo è a destra di 0 
(fig. 1912) e si muove verso destra, su di esso agi- 


le scono la forza della molla — pm, la resistenza passiva 

0/ % Im —en:=—conela forza d'inerzia — mye=+mo7; 

Pim MON per cui i vettori che le rappresentano, d’intensità 
COMa PUm> CONm> MOMm, hanno le direzioni e i versi indi- 

Fig. 1915. cati nella fig. 1915, se lo spostamento 7 è rappresen- 


tato da un vettore 7, secondo 07. La forza impressa F 
è rappresentata dal vettore F,, avente un certo anticipo di fase y rispetto 2 77m; € 
deve fare equilibrio ai tre vettori suddetti. 


Se @ è piccola, cw?m è piccola, e quindi il vettore 7, ha una componente 
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piccola in direzione normale a 7. Inoltre m&?7m è piccolissima, e quindi F, fa 
circa equilibrio a 97m. Per conseguenza y è molto piccolo, e si ha Fm = — Pm» 
da cui Nn = mld = Òuer 

Se © cresce, cWYm cresce, e quindi y aumenta, perchè Fm deve acquistare 
una componente uguale e contraria a c0W7m. Inoltre mw?7= non è più trascura- 
bile, e quindi la componente di F, nella direzione 7 ha il verso della minore delle 
Pm, MO*Nm (per fare insieme equilibrio alla maggiore). Ma queste diventano 
uguali quando © = &, (perchè w$ = p/m). Per conseguenza se Ww< @ si ha 
y< 90°; sem = si ha p= 90° (p7n ed Mw? si equilibrano tra loro), e ri- 
sulta Fm = 60m, da Gui 7) = Fm/6We, in armonia con la (1710); se W> e 
si ha y> 90°. 

La differenza delle forze Pm ed MW*Nm è (P_ MW®)\Nn Se @< ed è 
(Mw? — P)Nm Se W> o. Nel primo caso se © cresce, il primo fattore diminuisce 
e quindi (per equilibrare la componente di F,) deve crescere 7)m; nel secondo 
caso se @ cresce, il primo fattore aumenta e quindi deve diminuire 7, (52). Infine, 
quando © è molto grande, la Fm è equilibrata quasi soltanto da mw?7m e quindi 
Nm risulta molto piccola. 

e) Di solito lo smorzatore è sostenuto dallo stesso corpo fisso che 
sostiene in B la molla. Perciò in B si esercita non solo la forza elastica pr 
della molla, ma anche la reazione eyn°= con dello smorzatore. Quindi la 
forza trasmessa in B è rappresentata dal vettore F,,_ risultante dei due 
vettori P7Im € (OY normali tra loro (fig. 1915), che vale 
(1714) Fr. = MmVP+ 0. 

Se invece lo smorzatore fosse sopportato da un altro corpo indipen- 
dente da 5, si avrebbe (come nel n. 883 d) PF. = Dm 

f) Nel caso corrispondente a quello del n. 885, in cui viene impresso 
in B un moto sinusoidale d = b,, sen wt, il moto 7 di A è dato dalla (1708), 
dove 6,» si sostituisce con d,,. È facile anche determinare l'ampiezza del 
moto relativo di A rispetto a B (es. 2242), e quindi l'ampiezza dello sforzo 
nella molla. 


Esercizio 2234. — Lo stesso caso dell’esercizio 2212 (forza impressa), con 
l'aggiunta di uno smorzatore avente la caratteristica c = 0,2 kg/cms-1. 

Soluzione. Si ha (es. 2175) p = 5/0,37 = 13,5 kg/cm, e quindi (1692) c., = 
= 2/pm = 2V/13,5 - 5/981 = 0,525 kg/ems4, c/c, = 0,381, c2/c2, = 0,145. 

La frequenza naturale è (es. 2175) fo = 8,2; quindi nei tre casi di f = 6-8 -20 
si ha f?/fè = 0,535-0,952-5,95. Nel primo caso il fattore di amplificazione (1708) 
risulta 


a = = = 1,38. (invece di 2,15) 


Analogamente, negli altri due casi si ottiene 1,34- 0,189. Perciò le ampiezze sono 
Nm = 0,204-0,198-0,028 cm. 


(‘*) In sostanza, la forza Y è equilibrata prevalentemente dalla pn se è < 0g, e dalla mo?n 
56 0> dg. 
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Come si è già riconosciuto, la presenza dello smorzamento fa diminuire forte- 
mente (da 20,8 a 1,34) il fattore di amplificazione (rispetto ai valori trovati nel 
caso di c = 0, es. 2212) quando f è vicino a fs (f = 8), e pochissimo (da 0,202 a 
0,189) quando è lontano (f = 20). 


Esercizio 2235. — Idem; calcolare mo € Max 7a 
Soluzione. a) Si ha ©, = 27 * 8,2 = 51,5. Quindi la (1710) dà 


Fa 2 
Mme = © = 023-515" 0,194 em, 
oppurc (es. 2212) 5 
de — GU 
fimo = Zelo, — 2-0,381 © 0194 em. 
b) La (1712) dà (es. 2234) 
TE dass = 0,210 em 


2-0,381 /1—= 0,145 
che si verifica per (1711) 
i=>fvI=2-0,145 = 6,9. 


Esercizio 2236. — Idem; nel caso di f = 6 determinare l’angolo di fase y fra 
n(t) ed Ft). 
Soluzione. Si ha c/c, = 0,381, f/fo = 0,732, f2/ft = 0,535. Quindi la (1709) dà 
__ 20,381 - 0,732 


= —__—________ == = lo) 
tg v 1 0,535 1,20, (7) 50°. 


Esercizio 2287. - Idem; calcolare l'ampiezza della forza trasmessa in B nel 
caso di f = 6. 
Soluzione. Si ha 7 = 0,204 cm, p = 13,5 kg/cm, ce = 0,2,@ = 27-6 = 37,70. 
Quindi la (1714) dà 
Fi, = 0,204 V13,5° + 0,2? + 37,70° = 0,204 + 15,45 = 3,15 kg. 


Esercizio 2288. — A1 volano dell’esercizio 2216 si vuole applicare uno smor- 
zatore capace di ridurre la Tmaz = 1300 kg/cmq, trovata nell’esercizio 2217 a), a 
500 kg/cmq. 

Soluzione. Per analogia con la (1692), si ha (es. 2201) cr = 2 VI = 
= 2424000 - 390 = 25700 kgem/rads-* (cioè una reazione di 25700 kgem 
quando la velocità angolare è di 1 radiante per secondo). Inoltre si ha w°/@%} = 
= j?/ja = 62/5,26* = 1,30. 

Per ridurre la T,,3x Occorre ridurre anche l’ampiezza 0. nel rapporto 1300/500, 
per cui il fattore di amplificazione, che era 3,33, deve diventare (500/1300)3,33 = 
= 1,28. Quindi, indicando con y il rapporto c/c. che figura nella (1708), esso è 
determinato dall’equazione 

1 = 

V(1- 1,30)?+ 471,30 


Pertanto, lo smorzatore deve avere la caratteristica c = 0,316c,, = 0,316 
* 25700 = 8120 kgem/rad 8. 


1,28, da cui ? — 0,100, y = 0,316. 
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Esercizio 2239. — Alla trave dell’esercizio 2220 si applica uno smorzatore di 
caratteristica c = 25 kg/cm s-1. 
Soluzione. Si ha (es. 2182) p =1000/1,11 = 901 kg/em, c, = 2Vpm = 
= 2 V901 - 1000/981 = 60,6 kg/em s, f2/jg = 27,6, c°/e, = 0,17, @ = 157,1. 
Quindi, sostituendo nella (1708) d,;; con Òs:10?, si ottiene 
ma 0.000113 - 157,1? 
In VA=27,6P+4-0.17-27,6 


= 0,1035 cm. 


Il beneficio è dunque piccolissimo (7])m diminuisce da 0,105 a 0,1035 cm), in 
armonia col fatto che f è molto maggiore di fo. 


Esercizio 2240. — Nel caso dell'esercizio 2221 (moto impresso), al peso è unito 
uno smorzatore avente c = 0,2 kg/em s-1. 

Soluzione. Si ha (es. 2234) c?/c2, = 0,145. Per Î=5e perf= 20 si ha rispet- 
tivamente /?/fj = 0,372-5,95. Perciò quando f= 5 il fattore di amplificazione 
risulta 


1 s l 
= 1,28. (invece di 1,59) 
V(1— 0,372)? + 4 - 0,145 - 0,372 
Analogamente, per f = 20 si ottiene 0,189. Perciò l'ampiezza bm = 0,5 cm del 
moto impresso in B provoca in A, nei due casi, le ampiezze Nm = 0,64- 0,095 cm. 


Esercizio 2241. — Idem; nel caso di f = 5 calcolare l’angolo di fase w fra i 
moti 7)(t) e d(t) in A e in B. 
Soluzione. Si ha c/c. = 0,381, f/f, = 0,610. Quindi la (1709) dà 


20,381 - 0,610 i , 
t8wv= a_i = 074» y = 36°30', T= 0,17. 


Esercizio 2242. — Idem; calcolare l'ampiezza del moto relativo del peso in 4 
rispetto al sostegno B, e quindi l’ampiezza della tensione nel filo. 

Soluzione. In questo caso, causa lo sfasamento dei due moti (dovuto a ec), 
l'ampiezza del moto relativo non è la differenza numerica delle due ampiezze 77m 
e b,,, bensì è la differenza vettoriale dei due vettori Nm € Èm, Ossia è la risultante 
di 77m ® — bm. Disegnando in una scala qualsiasi i due vettori b,, ed Um sfasati 
di w = 36030”, si ottiene per tale risultante il valore di 0,38 em = max Al. 

Quindi nel filo si ha Omar = E » maxAI/l = 2,15 - 108 - 0,38/5000 = 163 kg/emq. 

A questa tensione corrisponde lo sforzo N,a = 163 - 0,0314 = 5,1 kg, che 
è anche l'ampiezza della forza trasmessa in B dal filo (lo smorzatore è sostenuto 
in A dal suolo fisso, e quindi non trasmette la sua resistenza al punto B mobile). 


Esercizio 2248. — Nel caso dell’esercizio 2221 determinare (come nell’es. 2223) 
l'intervallo, che si ritiene pericoloso, nel quale Nm è maggiore di 2b,,, essendo la 
caratteristica dello smorzatore c = 0,1 kgem s-_1. 

Soluzione. Si ha (es. 2234) y? = c?/c2, = 0,12/0,525? = 0,0363. 

Se indichiamo con @ il rapporto j/fo, il fattore di amplificazione (1704) ha il 
valore 2 se 


(1° p*)°+4y°p?= 0,25, ossiase g‘— 2(1— 2y7?)p?+ 0,75=0. 
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Le radici sono 
ge=1—- 27° F V(1—- 27?) — 0,75 = 0,9274 F V0,9274 — 0,75 = pre _ 


da cui g = 0,77-1,12. Perciò l’intervallo da evitare è 0,77 - 8,2< f< 1,12 - 8,2, 
ossia quello compreso fra 6,3 e 9,2 (più ristretto di quello trovato nell’esercizio 2223, 
in virtù dello smorzamento). 


Esercizio 2244. — La parte posteriore dell'automobile dell’esercizio 2233 ha 
uno smorzatore di caratteristica c = 4 kg/cm s-1. Calcolare 77» quando la velo- 
cità è di 60 km/ora e quando è di — 8 km/ora (risonanza). 

Soluzione. Si ha fo = 1,825 e (1692) cc, = 2-vpm = 280- 600/981 = 14 
kg/em s-. 

a) Quando v = 60 km/ora si ha f = 13,9. Si ha così c/c., = 0,286, c?/c? = 
= 0,0817, f?/jè = 58,0. Quindi, sostituendo nella (1708) Ò,;r con dba = 2 cm, si 
ottiene 


2 
= — — — = 0,0350 cm. 
Nm T VT = 58,024 d- 0,0817 - 58,0 


Perciò quando la velocità è molto maggiore di quella corrispondente alla riso- 
nanza, lo smorzatore non ha quasi alcuna influenza su 7)m 

b) Quando v= 7,9 km/ora si ha f= 7900/3600 -1,20 = 1,825 = fo. In 
questo caso la (1710) dà 


Nmo = dm0,/20 = 2-14/2-4= 3,50 cm, 


mentre senza lo smorzatore si avrebbe un valore molto maggiore. 

c) Se invece fosse e= 1 kg/em s-1, oppure e = 8 kg/em 3-1, oppure c = 9,9 
kg/em s1 (= 6r/X /2), per v= 7,9 km/ora risulterebbe rispettivamente 77m = 
= 14-1,75-1,41 ecm. 

d) Per ce = 4 kg/em s-1 l'ampiezza diventa massima quando (1711) @2 
= ©8(1— 2-0,0817) = 0,837 w8, © = 0,9150%,, f = 0,915fo = 1,670, ossia v = 
= 7,2 km/ora; e risulta (1712) 


Il 


MAX 7] m = E IEEE = 3,65 cm. 
2-0,286 VI = 0,0817 


888. Sostituzione di masse ripartite con masse concentrate. 


Abbiamo supposto finora che la struttura elastica (molla, filo o fune, 
trave, portale, ecc.) che sopporta il peso P avesse una massa trascurabile 
rispetto a quella di P; ipotesi che può essere accettabile e che dà risultati 
attendibili se la massa propria della struttura è molto minore della massa 
di P. Di solito invece la prima massa è dello stesso ordine di grandezza 
della seconda, o prevale su questa, o è addirittura la sola perchè manca 
P. È necessario allora tener conto di entrambe le masse, una delle quali 


(quella di P) è concentrata, mentre l’altra è diffusa nella struttura. 
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Lo studio rigoroso (Cap. XXXIII, C), che è relativamente semplice 
quando si tratta di travi di sezione costante, richiede invece l’impiego 
di mezzi matematici superiori nel caso di travi di sezione variabile. Si 
possono però usare alcuni metodi approssimati, che danno di solito risul- 
tati buoni o anche ottimi, e tali da soddisfare qualunque esigenza; tanto 
più che spesso le così dette soluzioni esatte sono rese illusorie dalle incer- 
tezze sui valori di E e di J e sulle reali condizioni di vincoli. 

Vediamo ora uno di tali metodi (9°), che consente di studiare le vi- 
brazioni naturali tenendo conto anche della massa della struttura, e di 
estendere a questo caso la validità dei risultati del n. 878. In C) vedremo 
un metodo più generale. 

a) Il caso più semplice è quello della vibrazione longitudinale di 

un peso P. attaccato a una molla o a una barretta (figg. 1869, 1872) di 

peso g costante per unità di lunghezza. Il peso 

ca totale Q = gl della barretta si suppone abba- 

stanza piccolo rispetto a P da non modificare 

sensibilmente il tipo della deformata elastica che 

la barretta assume durante la vibrazione quando 

esiste soltanto P; ossia in modo che l’allungamento di un tratto x (fig. 1916) 

sia ancora pressochè proporzionale alla lunghezza x, ciò che richiede che 
lo sforzo sia ancora pressochè costante in tutte le sezioni (54) (95) (90), 

In virtù di tale ipotesi, quando lo spostamento del punto A è n, 
quello di S è 7. = 7 = #;(2/1). Quindi, se il moto è ancora armonico (97); 
cioè se in A è Mm =MnSenat e in S è p7=Msenot, le ampiezze 
delle velocità in A e in $ sono rispettivamente Ulm = WoM1my Um = 007) m 
Perciò si ha anche ®n = vdin(0/1). 

Valutiamo ora la massima energia cinetica W della massa Q/g della 
barretta (cioè quando lo spostamento elastico è nullo e la velocità è mas- 
sima). Per un tronco de, di massa (g/9)dr, la massima energia cinetica 
è (9/9)dx- 5/2 = (9/9)de- vîm(28/2) : 2; quindi per tutto / si ha 


Fig. 14lu. 


LI 
DI q dim, L° dA Cim 29n — L. Vim_ l _ 3 dim 
W=/4 de fotte 


(3) J. W. STRUTT (Lord RAYLEIGH): Theory of sound, 2* ediz., 1° volume, nn. 88, 182, New 
York, Dover, 1945. 

($*) In altri termini, si ammette che la deformata durante la vibrazione sia ancora quella 
provocata da una forza agente in A. 

(*) Se il peso g(1— z) del tratto a destra della sezione generica S fosse considerevole, il peso 
P + a(l— x) (e quindi anche la massa e la relativa forza d’inerzia) che è a destra di S sarebbe di- 
verso da sezione a sezione, e perciò sarebbe diverso anche lo sforzo nelle varie sezioni. 

Un’ipotesi più approssimata è quella dell’esercizio 2303. 

(‘) Vedremo poi che i risultati sono accettabili anche se Q è dello stesso ordine di grandezza 
di P, o anche maggiore. 4 

(‘') Lo è ancora, perchè la forza elastica di richiamo è ancora proporzionale allo sposta- 
mento nj 0 n° 
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Questo risultato dice che (nell’ipotesi fatta) la massima energia .cinetica 
(cioè quando la velocità è massima) del peso @ della barretta che vibra 
(le cui particelle gdr sono animate da velocità diverse) è la stessa che 
avrebbe un peso fittizio Q* = Q/3 (= 0,333 Q) posto in A, ossia animato 
dalla massima ampiezza vin della velocità in A. 
Ne segue che la massima energia cinetica del peso P e della barretta, 
entrambi animati così dalla stessa velocità %vim, risulta 
Pt Q3. tim 
a 2° 
D'altra parte la massima energia elastica (cioè quando lo spostamento 
diventa massimo) è ancora P71m* 771m/2, come nel n. 378 e), sempre in 
virtù dell’ipotesi suddetta (95). 
Pertanto, sostituendo vim COn €%oim; l'uguaglianza dell’energia ela- 
stica e dell’energia cinetica fornisce l’equazione 
Plim _ (Pt Q/3)\0%7îm 
(a) RO 29 
che è uguale alla (d) del n. 878, con la sostituzione di P con P+ 0/3. 
Per conseguenza valgono tutte le espressioni trovate nel n. 873, ossia 


9 1j/g da = 
(b) w=|; f=zzl a T,=22|F=02V%, 


dove però d, = (P + Q/3):p è l'allungamento per effetto della forza 

P + Q/3 agente staticamente in A (anzichè per effetto della forza P). 
b) Esaminiamo ora il caso di una trave 

a mensola, di sezione costante, e di peso Q = ql 1 

; È Pax B 

abbastanza piccolo rispetto al peso P gravante ——- 

all’estremità libera, sì da non modificare sensi- a 

bilmente il tipo della deformata elastica che la Fig. 1917. 

trave assume durante la vibrazione quando esiste 


soltanto P (nota 64) (). Perciò, se 71 è lo spostamento del punto A, lo 
spostamento 7 di una sezione generica (fig. 1917) è dato da (es. 185) 


m=3h (@— 32 + 2). 


(*5) Infatti, ricordando il significato di p, il prodotto pn; è la forza occorrente in 4 per pro- 
durre n}; quindi l’espressione 21m * l1m/2 dell’energia elastica è valida appunto nell’ipotesi 
che la deformata sia dello stesso tipo di quella che si ha quando agisce soltanto una forza in 4 
(ossia quando la forza d’inerzia è soltanto quella relativa al peso P). 

(**) Quando P prevale su Q la deformata dinamica (cioè quella secondo la quale la trave 
vibra) è naturalmente prossima a quella statica provocata da P; e coincide esattamente quando 
QjP > 0. Quando invece prevale Q, o quando addirittura è P = 0, non è detto che la deformata 
dinamica sia prossima a quella statica provocata da Q = gl, perchè la forza d’inerzia che agisce 
in ogni punto della trave non dipende soltanto da n= g/g, ma anche dall’accelerazione locale, che 
varia da punto a punto (es. 2265). 
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Essendo il moto ancora armonico, si ha (come in a) tim = Win; ® 
in un punto generico Um = ‘om; Per CUI Um: Vim = Nm 71m, OSSA 
— Pim __ 3 
Om = 9; (23 — 3lx + 22°). 
La massima energia cinetica di un tronco dx è (9/9)dx- 02/2, e quella 


dell’intera trave è 
L 


dim 
W= {7 do 4. lo — 3122 + 248)°de = 
_ 2. Vim_ 330° _ 330/140. Dim 
“— gi 868 35 7 g 2° 


Perciò (nell’ipotesi fatta) la massima energia cinetica del peso Q della 
trave che vibra è la stessa che avrebbe un peso fittizio Q* = 330/140 
(= 0,2360) posto in A, ossia animato dalla massima ampiezza vin della 
velocità in A. 

Proseguendo il ragionamento come in a), si riconosce che valgono 
ancora le solite formule (b), purchè dò, sia la freccia in A per effetto di 
un peso P+ 330/140 agente staticamente in A. 

c) Esaminiamo infine il caso di una trave appoggiata alle estre- 
1 mità (°°), di sezione costante, e di peso Q = ql 


e X P : abbastanza piccolo rispetto al peso P gravante 
sali a in mezzaria, sì da non modificare sensibilmente 

bin la deformata che la trave assume durante la 
vibrazione quando esiste soltanto P (nota 64). 


Perciò, se 7. è lo spostamento del punto €, lo spostamento 7 di una se- 
zione generica di ascissa x < 1/2 (fig. 1918) è dato da (es. 1918) 


Fig. 1413. 


n=% (kr 40). 


La massima energia cinetica della massa della trave risulta quindi 


ua 


—L.tm.p % Q.Uîm 1170/35 0îm 
We 2 | (Blo— sofa = ALE dal mali è 


o 
Perciò in questo caso la massima energia cinetica del peso Q della 
trave che vibra è la stessa che avrebbe un peso fittizio Q* = 170/35 
(= 0,4860) posto in C (7). Per conseguenza il dx da introdurre nelle (5) 


(°°) Altri casi sono studiati negli esercizi 2251-2258. 

(*) Questo peso fittizio 170/35 è maggiore del peso fittizio 330/140 trovato per il caso b); 
«ciò che è naturale, perchè nel caso della fig. 1918 le ordinate generiche n si mantengono poco 
minori di n) per un tratto non piccolo. mentre nel caso della fig. 1917 le n generiche sono assa; 
aminori di n] in gran parte della lunghezza /. 
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è la freccia provocata in C da un peso P-+ 170/35 agente staticamente in C. 

d) L’ipotesi che anche in presenza di Q la trave vibri secondo de- 
formate dello stesso tipo di quelle del caso in cui esista soltanto P (men- 
tre in realtà la massa @, per quanto piccola, modifica certamente più o 
meno .la deformata dinamica) equivale a pensare di disporre lungo la 
trave dei vincoli fittizi, capaci appunto d’impedire la modificazione che 
Q provocherebbe. Quindi (con spiegazione analoga a quella del n. 817 e) 
si può dire che questi vincoli fittizi aumentano la rigidezza del sistema, 
il quale perciò, nell’ipotesi suddetta, vibra più rapidamente che nella 
realtà. Pertanto la frequenza f, che si ottiene col metodo presente è sem- 
pre approssimata în eccesso, e il periodo 7, in difetto. 

e) Nonostante l’ipotesi che si è fatta, che @ sia piccolo rispetto a 
P, i risultati che si ottengono sono dotati di discreta approssimazione 
anche se Q è paragonabile a P o maggiore di P, e spesso perfino nel caso 
estremo opposto in cui P sia nullo (ossia Q infinitamente grande rispetto 
a P). Ciò si riconosce confrontando i risultati con quelli esatti che tro- 
veremo in C). Alcuni di questi confronti sono fatti negli esercizi 2259-2264. 

}) Per quanto si è detto in a), d), c), se si è calcolato 7, mediante la terza 
delle (6) tenendo conto di d,; dovuto al solo P, cioè ritenendo Q = 0 (come 
nel n. 878), per tener conto di Q basta moltiplicarlo per V1+ (Q/3):P, o per 
V1 + (330/140) : P, o per V1+ (170/35) : P, ecc. Se Q è abbastanza piccolo ri- 
spetto a P, si può sostituire la radice col suo sviluppo in serie arrestato al secondo 
termine (nota 34 del Cap. XXXII); per cui si può moltiplicare più semplicemente 
T, per 1 + Q/6P, o per 1 + 330/280P, o per 1 + 170/702. 

Se invece si è calcolato 7 tenendo conto di d,, dovuto al solo Q concentrato 
al posto di P e ritenendo P = 0, per tener conto di P basta moltiplicarlo per 
vP/Q + 1/3, 0 per VP/Q + 33/140, o per VP/Q + 17/35, ecc. Perciò nel caso 
in cui sia P= 0 (cioè nel caso in cui vibra la sola trave), il periodo 7, è uguale 
a quello calcolato (come nel n. 878) con Q al posto di P, moltiplicato per 1/3, 


Esercizio 2245. — Nel caso dell’esercizio 2175, calcolare T, tenendo conto 
del peso del filo. 
Soluzione. Il peso del filo è Q = 0,008 - 0,0314 - 5000 = 1,26 kg. Quindi si ha 
(n. 888 a) 
s., = (5+ 1:26/3)5000 
# — 2,15 - 105 - 0,0314 


Oppure si moltiplica 7, = 0,122” (es. 2175) per V1+ (1,26/3):5 = V1,084 
(n. 888 f); o anche per 1+ 1,26/6-5 = 1,042. 


= 0,401 cm, To = 0,2V0,401 = 0,127”, 


Esercizio 2246. — Nel caso dell’esercizio 2179 tener conto del peso della fune. 
Soluzione. Il peso della fune è Q = 0,008 - 4 - 80000 = 2560 kg. Quindi si ha 


__ (3000 + 2560/3)80000 


da = 108 -4 = 77 cm. 
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e l__Z?e SI 


Il periodo si ottiene applicando la (1681), oppure moltiplicando 7, = 1,55” 
(es. 2179) per V1+ (2560/3) :3000 = V1,28, e risulta T,= 1,75" invece di 
Ti == 1,55”. 


Esercizio 2247. — Nel caso dell’esercizio 2185 tener conto del peso della piat- 
tina. 

Soluzione. Il peso della piattina è Q = 8 -0,1- 10 = 8 gr. Quindi si ha (es. 2185, 
n. 888 b, f) 


T, = 0,061 1+ (33 - 8/140) : 50 = 0,061 y1,038 = 0,062”. 
Esercizio 2248. — Nel caso dell’esercizio 2182 tener conto del peso della trave. 
Soluzione. Il peso della trave è Q = 14,3 - 4 = 57,2 kg. Quindi si ha (n. 888 c) 


è (1000 + 17 - 57/35)4008 
a = 


= = Pa ” 
= 83-10: 573 _ > 1,14 cm, Ti = 0,2V1,14 = 0,214”. 


Oppure si moltiplica T, = 0,21” (es. 2182) per V1+ (17 - 57/35) : 1000 = 
== 1,014. 


Esercizio 2249. — Nel caso dell’esercizio 2188 tener conto del peso del filo. 

Soluzione. In virtù della solita ipotesi (n. 888 a), ammettiamo che le deformate 

del filo durante la vibrazione siano delle bilatere nonostante la sua massa propria. 

Perciò l’ordinata 7 in un punto distante x da un estremo è legata a 7, nel punto 

di mezzo da 7 = 72:(1/2) = 7:2x/I. Quindi la massima energia cinetica del 
filo è A ua Pi 

w=-i.lin. pa fado = dla Lt 


Pertanto, il peso fittizio da aggiungere al peso concentrato P è Q/3. 


Esercizio 2250. — Risolvere il caso dell’eserzio 2204 mediante considerazioni 
energetiche. 

Soluzione. Per. determinare la massima energia cinetica della barra (quando 
passa per la posizione di riposo), si può ripetere quanto si è detto nell’esercizio 2249, 
e quindi si trova W = (Q/39)vîm/2. Perciò si può concentrare all’estremità della 
barra il peso equivalente Q/3 (ciò che in questo caso è esatto), che provoca lo 
spostamento 


uo 34° 
Applicando la (1678), si ritrova per altra via il risultato dell’esercizio 2204. 


da=L1-1 ati 


Esercizio 2251. — La trave AB della fig. 1919, prismatica e omogenea, di peso 
@Q, è articolata in B ed è sostenuta in 4 da una molla di caratteristica p. Calcolare 
il periodo 7, supponendo la trave rigida. 

Soluzione. a) L'energia cinetica della trave è la stessa se si concentra Q/3 
in A. Quindi si ha di = (9/3) : p, per cui la (1681) da T,= 0,2 V0/3p. 
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b) La forza p in A provoca lo spostamento è = 1 e la rotazione 1/1 intor- 
no a B. Per provocare la rotazione 1 occorre una forza 
pl, che ha rispetto a B il momento pl?. Perciò è come z 7 5 
se invece della molla in A ci fosse in B un incastro 
elastico di caratteristica u =-pl?.- Quindi si può anche Fig. 1919. 
usare la (1691), ricordando (es. 2204) che I = QUl?/3g. 


Esercizio 2252. — Nel caso dell’esercizio 2194 tener conto del peso dell’asta 
AB che si suppone rigida. 

Soluzione. a) Per quanto si è trovato nell'esercizio 2249 e si è detto nell’e- 
sercizio 2250, al peso concentrato P si deve aggiungere Q* = @/3; quindi si può 
ancora usare una delle due formule 7, = 0,2(1/5) VS. «i» To = 0,2Vdxe 

b) Se (come nell’es. 2194 c) P = 50 kg, 1= 100 cm, d = 10 cm, eseQ= 
= 10 kg, si ottiene 
T,= 28,3 V14+ (10/3) :50 = 29,2”. 


Esercizio 2253. — Nel caso dell’esercizio 2201 tener conto anche dell’inerzia 
dell’albero. 

Soluzione. a) Nell'ipotesi che l’inerzia dell’albero sia abbastanza piccola 
da non modificare sensibilmente il tipo della sua deformata elastica durante la 
vibrazione, l’angolo di torsione © in una sezione distante x dall’incastro è legato 
a ©, in corrispondenza del volano da © = O,x/l. Questa relazione lineare, analoga 
alla n = n;x/l del n. 888 a), consente di concludere che al momento d’inerzia I 
del volano si deve aggiungere 1/3 del momento d’inerzia il dell’albero (??), e consi- 
derare I + il/3 al posto di I. 

b) Il momento d’inerzia i vale (es. 2201) 


i= == 0,00101 kg-massa ‘ cm°/cm ; 


quindi per l’intero albero si ha il = 0,00101 - 240 = 0,24 kg-massa - cm?. 
Pertanto, il fattore per cui si deve moltiplicare 7, = 0,19’ ‘è V1+ (0,24/3) : 390 = 
= V1,000205 = 1,0001; quindi il periodo cresce appena di 1/10000. 

Si conclude che è quasi sempre lecito trascurare l’inerzia dell’albero; e ciò 
è dovuto al fatto che il rapporto del suo momento d’inerzia a quello del volano 
è piccolissimo, perchè dipendente da (r/£)'. 


Esercizio 2254. — Ripetere lo studio del n. 888 c) per il caso della trave ap- 
poggiata soggetta a un carico P in un punto € gene- 
rico (fig. 1920). 

Soluzione. Supponiamo che la deformata sia affine a 
quella statica provocata da un carico in 0. 
Hug. io20. L’equazione della linea elastica del tratto 40 è data 


(23) Questa frazione 1/3 si ha ogni volta che n (o 9) è proporzionale a z, ed è conseguenza: 
del fatto che l'integrale da 0 a © di x° è f#/3 (n. 888 a, es. 2249, 2251). 
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dalla (279) quella del tratto BC, misurando l’ascissa da B verso C, ha un’espres- 
sione analoga con a al posto di d. Quindi, avendo presente la (283); si ottiene 
per i due tratti 


da = A [(22 » b°)x, Sr ci] ’ No = Ri } [(22 = a?)x, — r3] . 

L’energia cinetica massima della trave si ottiene in modo analogo a quello 
del n. 888 c), sommando due integrali di 77° estesi da 0 ad a e da 0 a d e conte- 
nenti la rispettiva espressione di 77. Dopo qualche semplificazione, si ‘trova che 
al peso P gravante in O si deve aggiungere una frazione del peso Q della trave 
espressa da (73) (74) 

*_ 2(08+ b5) + 14ab(a3 + b3) + 35a?b?1 Q 
Q 10542521 ° 

Come verifica, nel caso di a = d = //2 si ottiene Q* = 170/35, come nel 

n. 888 c). 


Esercizio 2255. — Ripetere lo studio del n. 888 d, c) per il caso della trave di 
sezione costante incastrata alle estremità, di peso Q = gl abbastanza piccolo ri- 
spetto al peso P gravante in mezzaria (fig. 1921). 

Soluzione. Supposto che la deformata dinamica coincida con quella statica 


provocata da P, se 7, è lo spostamento in mezzaria, lo 
—T 1; “vos ico è (n. 233) 


rie P i spostamento 7) generico è 
Tr 33 Cee" B i 


n= di © (12la® — 1628), 


iii Quindi la massima energia cinetica della trave risulta 
2 
= 00m lo fiat 169)645 = Lin BT _ 130/35, vin 
dll dee 72] (12% 1629)°d0 = <TR 33 - sm, 
o 


Pertanto, in questo caso il peso fittizio da aggiungere a P è Q* = 130/35 
(= 0,371Q) (75). 


Esercizio 2256. — Idem, nel caso della trave di sezione costante appoggiata 
a un’estremità e incastrata all’altra, di peso Q = ql abbastanza piccolo rispetto 
al peso P gravante in mezzaria (fig. 1922). 


(*3) In questo caso, se Q non è piccolo rispetto a P., l’approssimazione diventa tanto peggiore 
quanto più C è lontano dalla mezzaria. Basta pensare che l’espressione di 7 dipende dalle distanze 
a e è, mentre se P+Q0 il periodo è indipendente da tali distanze. 

(#*) Il periodo si può anche calcolare mediante la formula seguente (C. E. INGLIS: A mathe- 
matical treatise on vibrations in railway bridges, Cambridge, University press, 1934, pag. XI): 


Q + 2P sen? aa/l 

(1715) Po in Il EJol 

Nel caso di P = 0 questa espressione coincide con quella esatta che troveremo in 0). Nel 
‘caso di Q = 0 e ai a=//2 si può scrivere 7, = 2: VP : (14/2)EJg9. che differisce dalla (1678) 
per contenere P13/48,7EJ invece di d,; = PB/48EJ. 

(*5) Questo valore è minore di 170/35 che si ha nel caso della trave appoggiata (n. 88 c)* 
perchè le ordinate correnti della linea elastica sono minori di :,j più che non lo fossero in quel 
caso. 
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Soluzione. Le ei della linea elastica nei due tratti sono 


de vaga Para 


ASI Cb B 


8Ne (114 5 
Ma = Fe (11aj — 24lx$+ 1502m, — 21). tas 
La massima energia cinetica si ottiene sommando i due integrali estesi da 
0 a 1/2 e da 1/2 a I (i soli integrali valgono 1937/686 e 5637/3430). Procedendo 
nel modo solito, si trova che il peso fittizio da aggiungere a P è Q* = 7640/1715 
(= 0,4450). 


Esercizio 2257. — Nel caso della vibrazione orizzontale di un portale (fig. 1923), 
determinare la frazione del suo peso da aggiungere al 
3] peso P gravante sulla trave, che (per semplicità) si sup- 
! pone infinitamente rigida. 
Ì Soluzione. a) Le ordinate 7 si ottengono sottraendo 
! da 7, le n del n. 888 b), per cui si ha 7 = (7/218)(— 2° + 
+ 3/2x). Tuttavia non è necessario calcolare l’energia cine- 
Fig. 1923. tica del peso Q, del piedritto, perchè la sua deformata 
coincide con una delle due metà di quella della fig. 0186; 
e quindi si deve concentrare in A il peso fittizio 170,/35. Pertanto, se Q, è il peso 
della trave, al posto di P si deve considerare il peso fittizio P + Q,+ 2 - 170/35. 
b) Coi dati dell’esercizio 2191, il peso di un piedritto è Q, = 1350 kg e 
quello della trave è Q; = 3000 kg. Quindi il peso fittizio totale è 8000 + 3000 + 
+ 2-17 - 1350/35 = 12310 kg. Sostituendo questo valore nel calcolo di ò,, del- 
l'esercizio 0298, si trova ò,; = 32,8 cm. Si ottiene così 


T,=0,2V32,8= 1,15”, fo=0,87. 


Esercizio 2258. — Nel caso di una lastra circolare di spessore costante, inca- 
strata, determinare la frazione del suo peso Q che si deve aggiungere al peso P 
gravante nel centro. 

Soluzione. Supposto che la deformata dinamica coincida con la superficie 
elastica relativa a un carico nel centro, si ha (1008) (È, ordinata nel centro) 

Cl R PR? 
— Si Br 2r°log=). - 
A SF în = {6xB 

La massa di una corona circolare di raggio r e di larghezza dr è (p/9)27r dr; 

quindi la massima forza viva della lastra in vibrazione vale 


Rf È Cim TRS 70/54 vîm 
2 2 2 1a. 
IC 7° — 2r? log — re 27 RI 108 7 > 


Leal 
mega 


Perciò il peso fittizio da aggiungere al peso P gravante nel centro è Q* = 70/54 
(= 0,1300) (79). 


(*) In questo caso Q* risulta una piccola frazione di Q, perchè la parte periferica che vibra 
con piccole ordinate ; ha l’area, e quindi il peso, prevalente. 
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Esercizio 2259. — Calcolare il periodo della vibrazione longitudinale di una 
barretta nei casi di Q = 0,5P, Q= P,Q@ = 2P e nel caso di P=0, e confron- 
tare i risultati coi valori esatti. 

Soluzione. a) Per la (1678) e il n. 888 a) il periodo è date da 


P+ 90/3). 


T,=22| Faq 


e, per quanto si è detto nel n. 888 f), si può scrivere nelle due forme (y peso spe- 
cifico della barretta, Q = y A) 


©, (A T,=22| + Vit m,= 22) P. 1% 


b) Usando la (d), per Q/P = 0,5-1,0-2,0 si ottiene 
T, = 9,5977-7,2552-5,7357 -1Vy/Eg. 


I coefficienti esatti (Cap. XXXIII, C) valgono 9,6176-7,3035-5,8345, e gli 
errori sono di 0,21-0,66-1,69%, ossia tanto maggiori (n. 888 a, e) quanto mag- 
giore è Q/P. 

e) Nel caso di P= 0 la (d) dà T, = 3,62761 Vy/Eg. mentre il coefficiente 
esatto è 4. Quindi in questo caso estremo l’errore è di 9,31% (77). 


Esercizio 2260. — Calcolare T, per una trave a mensola nel caso di P= 0 
e confrontare col valore esatto. 
Soluzione. Per le (1678), (262) e il n. 888 b, f) si ha (Q = y41) 


(830/140) _ 97 x} LR EL 
35Ig | 140 Ha 


Il coefficiente esatto (1716) è 1,7870; per cui l’errore è di 1,44%. 


T,y= 22} = 176122] FA 


Esercizio 2261. — Calcolare 7, per una trave appoggiata nei casi di Q = 0,52, 
Q=P,Q=2P e nel caso di P=0, e confrontare coi valori esatti. 
Soluzione. a) Per le (1678), (244) e il n. 888 c, f) si ha (Q=yA4)) 


î,= Sn VETTORE 1 + 170 |PE_9 V P_, MN 2] JAy 
48EJg 16802 | EJg 189" 1680} EJg°® 


b) Usando l’ultima espressione, per Q/P = 0,5-1,0-2,0 si ottiene 
T, = 1,4298 -1,1054-0,9004 - 2 VA7/279 . 


I coefficienti esatti (Cap. XXXIII, C) valgono 1,4302 -1,1063-0,9019; e gli 
errori sono di 2,8-8,1-16,7/10000. 


(*?) In questo caso l’errore è forte perchè la deformata dovuta al solo peso proprio è molto 
diversa da quella dovuta al solo peso P applicato all’estremità libera:(cfr. l’es. 2303). La defor- 
mata vera, dovuta alle forze d’inerzia dei vari dg, è compresa evidentemente fra le due suddette. 
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c) Nel caso estremo di P=0 l’ultima espressione dà T,=0,632012V/A4y/EJg, 
mentre il coefficiente esatto è 2/7 = 0,6366. Quindi l’errore è di 0,72% (73). 


Esercizio 2262. - Calcolare 7; per una trave incastrata nel caso di P = 0 
e confrontare col valore esatto. 
Soluzione. Per le (1678). (327) si ha 086 si 


(130/35)E /Ay 
= 2 a -—_ = to = 2 d- 
da = | 192E.Jg Va Fa 53, 92764) EJg°® 


Il coefficiente esatto (1758) è 0,2808; per cui l’errore è di 1,57%. 


Esercizio 2263. — Calcolare 7; per la trave con un appoggio e un incastro 
alle estremità nel caso di P = 0 e confrontare col valore esatto. 
Soluzione. Per le (1678). (77:j, = 7P1/768EJ, n. 231 d) si ha (es. 2256) 


7(7640/1715)E8 B _ 191 È Ay 
T) — 768559 47040 É7 = 0,40041" | Fig: 


Il coefficiente esatto (1759) è 0,4075; per cui l’errore è di 1,74%. 


T,=2 


Esercizio 2264. — Calcolare 7, per una lastra circolare incastrata nel caso di 
P= 0 e confrontare col valore esatto. 
Soluzione. Per le (1678), (1009) si ha (es. 2248) (Q = yaE?s) 


(70/54)R? 31 1/90 [78 
= 23 ——_ = 2 = 2/4, 
To | 167Bg di 864 } Bg 0,506R | Bg 


Il coefficiente esatto (1800) è 0,615; per cui l’errore è di 8,0%. 


Esercizio 2265. — Studiare il caso dell’esercizio 2261 c) assumendo nel valu- 
tare Q* come deformata dinamica quella statica dovuta al peso proprio. 
Soluzione. L'equazione della linea elastica è (es. 187) 


n= n (Be — AU + 2). 


Caleolando W come nel n. 888 c), si ottiene W = (39680/7875)v2-/29; per cui si 
ha Q* = 39680/7875 (= 0,5040). Quindi, calcolando 7, mediante la (1678), si 
ottiene 7, = 0,6438/2 VAy/EJg, con l’errore di 1,13%, cioè maggiore di quelle 
dell’esercizio 2261 c) (nota 78). 


889. Cenno sulle vibrazioni autoeccitate. 


a) In certi casi una forza esterna costante può tradursi in azioni 
pulsanti se la struttura comincia accidentalmente a vibrare. Tali azioni 


(*3) In questo caso l’errore è piccolo perchè la deformata del quarto ordine dovuta al pese 
proprio è poco diversa da quella del terzo ordine dovuta a P agente in mezzaria. Quindi anche la 
deformata dinamica, pur essendo un po’ diversa da quella dovuta al peso proprio (perchè dipem- 
dente anche dall’accelerazione locale), sarà poco diversa da quella dovuta a P. 
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crescono al crescere dell’ampiezza della vibrazione, per cui questa tende 
ad aumentare senza limite; e se le resistenze passive non sono sufficienti 
per limitarla, si può giungere al collasso della struttura. Si tratta dunque 
di-azioni pulsanti create dalla vibrazione stessa, e che scompaiono al ces- 
sare di questa. 

Tali vibrazioni si chiamano autoeccitate, e i sistemi così fatti si dice che 
sono dinamicamente instabili. 

L’energia del sistema vibrante, che deve crescere col crescere dell’am- 
piezza, è fornita dalla suddetta forza costante, la cui presenza è perciò 
necessaria (7°). 

La frequenza delle vibrazioni autoeccitate è uguale a quella della 
vibrazione naturale, perchè gli impulsi periodici che provocano l’amplifi- 
cazione sono originati appurto dalla vibrazione stessa, e quindi hanno 
la frequenza di questa. Perciò l'amplificazione è favorita dalla risonanza 
che ne risulta. 

b) Si possono avere vibrazioni autoeccitate quando in un sistema 
in movimento si ha attrito fra parti non lubrificate (attrito secco), e sono 
dovute al fatto che in tal caso il coefficiente d’attrito diminuisce al cre- 
scere della velocità relativa delle due parti. 

Un esempio molto semplice è quello di un pendolo sostenuto da un 
albero che ruota con velocità angolare costante w, ad es. in verso sinistro- 
giro (fig. 1924). Il pendolo può assumere una posizione inclinata di un 

angolo a (dipendente da ©), tale che si abbia equilibrio fra 

la coppia P-Zsena e la coppia d'attrito, e può conservare 

tale posizione. Supponiamo invece che oscilli intorno a essa: 

allora l’oscillazione è favorita quando il pendolo si muove verso 

destra (andata), perchè l’attrito trascina la boccola, ed è osta- 

colata quando si muove verso sinistra (ritorno). Ma la velocità 

relativa tra la boccola e l’albero è minore di © nell’andata 
‘e maggiore di © nel ritorno. Perciò se l’albero è lubrificato, 
' l’attrito è minore nell’andata e maggiore nel ritorno; quindi 
gli impulsi che favoriscono l’oscillazione sono più deboli di 
quelli che la ostacolano, e il pendolo finisce per fermarsi nella posizione 
inclinata di a, che pertanto è di equilibrio stabile. Se invece l’attrito è 
secco, esso è maggiore nell’andata e minore nel ritorno; quindi gli im- 
pulsi che favoriscono l’oscillazione sono più forti di quelli che la ostaco- 
lano, e l'ampiezza va aumentando (equilibrio instabile). 

Dal punto di vista energ tico, il lavoro positivo che la forza d’attrito 
compie nell’andata è magg.ore di quello neg tivo che assorbe nel ritorno, 
appunto p.rchè tale forza è maggiore nell’andata. Perciò si ha apporto 


Fig. 1924. 


(**) Il sistema riceve una certa quantità di energia a ogni ciclo. L’ampiezza della vibrazione 
cessa di crescere quando le resistenze passive giungono ad assorbire tale energia. Tuttavia l’am- 
piezza raggiunge spessu valori imponenti e pericolosi. 
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di energia dall’esterno, necessario per far aumentare l'energia interna del 
sistema. Lo stesso apporto si ha in tuttii casi di vibrazioni autoeccitate. 
Un altro esempio è fornito dal sistema della fig. 1925, costituito da un’asta 
prismatica appoggiata (a secco) su due rulli che ruotano nei versi opposti segnati 
nella figura con uguale velocità angolare. Disponendo 
l'asta con la mezzaria equidistante dai due rulli, essa è a] 
in equilibrio, che però è instabile. Infatti, se l’asta si 
muove ad es. verso destra, diventa maggiore l’attrito C) i I) 
del rullo di sinistra, ove la velocità relativa è minore, e Fig. 1 
il moto è favorito. Però la pressione dell’asta diventa 
maggiore sul rullo di destra, per cui a un certo punto l’attrito di questo diventa 
prevalente (nonostante la maggior velocità relativa), e l’asta si muove verso sinistra. 
Quindi l'asta oscilla intorno al punto equidistante dai due rulli. Se i rulli ruotassero 
in versi opposti a quelli segnati, l'asta verrebbe spinta fuori completamente. 
Anche la vibrazione delle corde del violino è dovuta a una causa analoga. 
L'archetto si muove con velocità costante v, e la velocità relativa della corda tra- 
scinata, rispetto all’archetto, è minore di », per cui l’attrito è forte. A un certo 
punto prevale la forza di richiamo della corda; questa torna indietro, e la velocità 
relativa diventa maggiore di v, per cui l’attrito è minore. Perciò gli impulsi che 
trascinano la corda sono più forti di quelli che la ostacolano, e l'ampiezza aumenta. 


925. 


Fenomeni analoghi possono manifestarsi nelle macchine. Ad es. nel 
caso di un albero sostenuto da più di due supporti, di cui uno ha la boccola 
un po’ larga e poco lubrificata, l’albero può ruotare senza toccare la boc- 
cola. Ma se accidentalmente l'albero vibra e riesce a toccare la boccola 
in un punto, riceve da questa degli impulsi che provocano delle vibrazioni 
violente e persistenti. 

c) Molte più importanti e pericolose sono le vibrazioni autoeccitate 
che possono sorgere nelle linee elettriche e nei ponti sospesi investiti dal 
vento, anche se questo soffia con velocità costante (cioè senza raffiche). 

Alcuni recenti disastri di risonanza mon- 


Pa b) Fo R diale hanno conferito a questo fenomeno 
5) V V una preoccupante attualità (5°). 

Consideriamo un filo metallico di se- 

RÎ p zione circolare, teso orizzontalmente. Se 

Fig. 1926. il vento, di direzione orizzontale, investe 


il filo (fig. 1926 a), l’azione V su di esso è 
orizzontale, e il filo può rimanere fermo. Se il filo si muove verticalmente 
ad es. verso il basso, esso incontra la resistenza R dell’aria rivolta in alto, 
e la risultante delle due forze è F (fig. 1926b): il moto è quindi ostacolato. 


(*) L’esempio più grandioso fu il crollo del ponte sospeso di Tacoma (USA), avvenuto il 
7 novembre 1940, dopo soli quattro mesi dall’inaugurazione. Notizie in proposito si trovano ad 
es. nella nota di D. B. STEINMAN: Problems of aerodynamic and -hydrodynamic stability, «Proc. ot 
the 3° hydr. conf.», 1947: e nella lezione di G. KRALL: Aufoeccitazione sotto vento costanie ecc., nel 
volume Lezioni sulle vibrazioni meccaniche, Milano, Tamburini, 1952. 
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La conclusione è analoga se il filo si muove verso l’alto. Se invece la se- 
zione del filo non è circolare, come accade d’inverno in seguito a forma- 
zione di ghiaccio (fig..1926 c), al moto verso il basso può corrispondere 
“ un'azione R dell’aria pure rivolta in basso (resistenza negativa), e quindi 
la risultante F può essere inclinata verso il basso; ciò che è dovuto all’anda- 
mento dei filetti dell’aria dietro il filo, ed è spiegato dall’ Aerodinamica. 
Un fatto analogo può accadere quando il filo si muove verso l’alto. Per- 
tanto, se il filo comincia a muoversi ad es. verso il basso, il moto è favorito; 
a un certo punto la forza di richiamo del filo (che cresce al crescere dello 
spostamento) ha la prevalenza, e il filo comincia a muoversi verso l’alto; 

e così via. Si genera in tal modo un’oscillazione 


o) verticale (autoeccitata) di ampiezza crescente, che 

+ può provocare lo strappamento della tesata del filo. 
ni Il fenomeno si rende evidente con un’espe- 
EA rienza semplicissima. Una asticella di legno di 


sezione semicircolare (che è dinamicamente molto 


instabile) è sostenuta orizzontalmente da quattro 
cd deboli molle, in modo che la faccia piana sia ver- 
#° ticale; e su questa è diretta la corrente di un 
er 
Re b) c) 


ventilatore (fig. 1927 a). L’asta ferma è in equili- 
brio. Tuttavia se ha inizio un’oscillazione nel piano 
verticale, l'ampiezza aumenta in poco tempo e 
diventa cospicua; per cui il sistema è dinamica- 
mente instabile (8). Se invece si dirige la corrente contro la parte semicir- 
colare, l’oscillazione non avviene, e se viene provocata, si sinorza rapida- 


rig. 1927. 


mente; per cui in questo caso il sistema è dinamicamente stabile. 

La spiegazione è semplice anche senza far appello all’Aerodinamica. Se l’asti- 
cella sta muovendosi ad es. verso il basso, il moto relativo rispetto al vento che 
soffia orizzontalmente da sinistra è lo stesso come se l’asta 
stesse ferma e il vento avesse una direzione un po’ inclinata 
verso l’alto. I filetti d’aria s’inflettono come mostra la GZZ 
fig. 1928, e in corrispondenza della sezione ab risultano ZA ; 
addensati, ossia più veloci, Orbene, per il teorema di Ber- a I, 
noulli, l'aumento della velocità dev'essere dovuto a dimi- ZU 
nuzione della pressione, perchè il lavoro della gravità corri- eZ 
spondente a un’eventuale variazione di quota è trascurabile, 
trattandosi di un gas e non di un liquido. Perciò nella se- Fig: 1926, 
zione ab la pressione è minore di quella atmosferica che si ha a monte; e questa 


(3!) Più semplicemente, si può sospendere la stessa asticella a guisa di pendolo, in modo che 
possa oscillare nel piano parallelo alla faccia piana (fig. 1927 b). Quando il ventilatore soffia su 
questa, ha inizio facilmente un’oscillazione persistente, la cui ampiezza diventa considerevole. 

Se invece si monta l’asticellain modo che sia girevole intorno a un asse orizzontale (fig. 1927 c), 
e si fa soffiare îl ventilatore contro la faccia piana, Pasticella acquista facilmente un moto rotatorio, 
il cui verso dipende dal primo impulso. 
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depressione favorisce il movimento dell’asticella verso il basso, come se questa 
incontrasse una resistenza negativa. Tale depressione si riconosce anche osservando 
che la flessione dei filetti verso l’alto nella zona ab indica che in d la pressione 
è minore che in a; e poichè in un punto a abbastanza distante la pressione è 
quella atmosferica, in > è minore. Lo stesso dicasi se l’asticella si muove verso 
l'alto. Pertanto il moto è in ogni caso favorito, finchè a un certo punto prevale 
la forza di richiamo delle molle e il moto s’inverte. 


Della stessa na'ura sono le ampie oscillazioni che il vento può indurre 
nei grandi ponti sospesi. che possono essere aggravate da oscillazioni 
torsionali. facilitate dalla scarsa rigidezza della struttura, e l’esito delle 
quali è talvolta disastroso. Il rimedio migliore consiste nell’aumentare 
la rigidezza dell’insieme, disponendo dei cavi incrociati che colleghino 
ciascuna dille travi irrigidenti col cavo di sospensione opposto. È anche 
consigliabile praticare delle «randi aperture nel piano stradale (in pros- 
simità delle travi irrigidenti), per consentire ai filetti d’aria di sfogarsi 
passando dal disopra al disotto e viceversa. 

Vibrazioni autoeccitate si possono avere anche nelle ali degli aeroplani. 

d) Un altro fenomeno, di molto minor rilievo, è il noto ronzio che il vento 
provoca nei fili delle linee elettriche, ad es. telefoniche, che si manifesta anche 
se i fili sono circolari (cioè senza ghiaccio). Esso è dovuto ai vortici che il vento 
erea dietro il filo, che si staccano periodicamente dal filo stesso, dando ogni volta 
a questo un piccolo impulso. Le vibrazioni che ne conseguono hanno ampiezza 
piccolissima, e l’effetto si limita al ronzio suddetto. La frequenza è data da 
j= 0,22v/4 (v velocità del vento, d diametro del filo). 


890. Cenno sulle vibrazioni non armoniche. 


a) Sistemi a caratteristiche non lineari. La vibrazione è armonica, e la fre- 
quenza f è indipendente dal valore dell’ampiezza 77m, ogni volta che la forza di 
richiamo è proporzionale allo spostamento 7 (ossia è F, = pm) e le resistenze pas- 
sive sono proporzionali alla velocità 7° (ossia è Y, = cn°) (cfr. il n. 878 9). Quando 
una di queste circostanze (o entrambe) non è verificata, il moto non è armonico 
e la frequenza dipende dal valore di 7)m. 

L’equazione dell’equilibrio dinamico, ossia del moto, non è più la py + ey + 
+ mn = 0, che è lineare a coefficienti costanti, bensì al posto di py7 si ha una fun- 
zione f(n), oppure al posto di cy: si ha una funzione f,(7°). 


Ad es. nei casi seguenti la 7, non è proporzionale 1 
a n. La trave a mensola della fig. 1929 a) nel vibrare si a) 
adagia alternativamente, per un tratto variabile, con- 
tro due superficie curve, così che la lunghezza libera / deste Db 


varia al variare di 7. Quindi la forza di richiamo F, non iv wi 
è proporzionale a 7 (7, = 3EJn/t*), ma varia con 7 in y 

modo più complesso perchè anche l varia (se 7 diventa Fig. 1929, 
doppio, F, diventa maggiore del doppio). Nel caso della 

fig. 1929 b), in cui la massa mobile non tocca le due molle, la forza 7, è nulla 
finchè 7 < +a, e varia linearmente quando 7>4a. Nel caso della fig. 1876 a), 
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se 7 è grande non si può trascurare (come nell’es. 2188) l'aumento dello sforzo S 
al crescere di 7; per cui F, cresce non solo per il crescere della componente di S 
nella direzione di 7, ma anche per il crescere di S$. 

In questi casi il periodo 7° diminuisce se si aumenta l’ampiezza 7. Invece 
nel caso del pendolo il periodo aumenta, perchè se lo spazio s, cioè l’angolo P, 
diventa doppio, la forza di richiamo non cresce come 2s 0 29, ma come sen 2, 
che è minore di 2 sen g. 

Invece lo smorzamento F, non è proporzionale alla velocità 7° ad es. nel caso 
dell’attrito secco, in cui è circa indipendente da 7° o diminuisce al crescere di 7°; 
e nel caso della resistenza dell’aria, in cui è circa proporzionale a 7)°?. 

Talvolta si crea volutamente una delle circostanze suddette per diminuire gli 
effetti dannosi della risonanza, perchè quando essa è prossima, l'ampiezza cresce. 
quindi cambia la frequenza propria del sistema, e la risonanza non può sussistere, 

Se la forza elastica è F, = {(7), l'equazione dinamica del moto (trascurando 


le resistenze) è my = — {(7), ossia 7° = — Î(7):m. Per integrarla scriviamo 
- Tio ah_ do, _ _L 
dia di dp di du m 10M)» 
da cui 


1 Vv Lf 2 A d 
vdv=— (Man, 3=+]-1Man. e=l3] J= man =Z; 


Mm 


di = i, NA i=]5 an 
VIT imdn 


2] V/- fan” 


Se si considera il moto da 0 a 7), si ottiene 7/4. Quindi il periodo è dato da 


Um 


—.f° dn 
(a) qm= V8m _—e ===" % 
I VI fman 


Il calcolo analitico dell’integrale è possibile in pochi casi. Di solito si ricorre 
all'integrazione numerica (n. 822 a) o a procedimenti grafici. 

b) Sistemi ‘a caratteristiche variabili. Può invece accadere che 
l'equazione dinamica del moto sia lineare in N, N°, n°, ma che i coettì- 
cienti p e c (cioè le caratteristiche del sistema) non siano costanti, ma 
siano funzioni p(t) e c(t) del tempo. L’equazione 

p(i)m + c(t)yy + my: = 0 
si dice a coefficienti variabili. 
Un esempio è quello di un pendolo del quale si fa variare (nel 
Fis. 1950, tempo) la lunghezza ! ritirando e rilasciando alternativamente il filo in 
alto (fig. 1930). 
Anche in questi casi il moto non è armonico, ossia lo spostamento 7 varia nel 
tempo con legge diversa da sen vt. 
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B) I SISTEMI A PIÙ GRADI DI LIBERTÀ. 


891. I sistemi a più gradi di libertà. 


a) Come si è accennato nel n. 877, un sistema si dice a due gradi 
di libertà quando la sua configurazione durante il moto è determinata 
in ogni istante da due parametri 7,(t), 772(t) funzioni del tempo. Anche 
questi sistemi sono costituiti da una struttura elastica di massa trascu- 
rabile (8), che sopporta due masse pressochè concentrate m,, m, mobili 
secondo direzioni date, oppure una sola massa che 
può compiere due diversi movimenti. 

Come vedremo nei nn. 892, 393, i parametri 7, 
ed n, sono indipendenti tra loro. nel senso che ognuno 
di essi può assumere valori indipendenti dai valori 
contemporanei dell’altro; tuttavia la struttura che 
sostiene e collega le due masse fa sì che il moto 
di una è influenzato da quello dell’altra. 

Lo stesso può dirsi per i sistemi a 3-4... n 
gradi di libertà, essendo n un numero finito e, di 
solito, non molto grande. 

b) Alcuni esempi sono rappresentati nella 
fig. 1931. 

In a) si hanno due masse m,, m, collegate col 
suolo e tra loro da tre molle p,, p:, p di massa mmm, mi, © 
trascurabile. Le due masse possono muoversi ver- 47° È T_ 
ticalmente e occupare in ogni istante posizioni 77;(t) Fig. 1931. 
ed n3(t) indipendenti tra loro; però il moto di una 
influenza il moto dell’altra, causa la presenza della molla intermedia p 
che le collega (es. 2266-2268). 

In b) si hanno due pendoli che possono oscillare nel piano della fi- 
gura, e ognuno può occupare in ogni istante una posizione indipendente 
da quella dell’altro, per cui occorre conoscere gli angoli g;(t) e g:(?) in 
ogni istante # (es. 2269, 2270); però il moto di uno influenza il moto del- 
l’altro, causa la presenza della molla che li collega (8°). 


(3) Ciò che rende il fenomeno dipendente soltanto dall’inerzia opposta dalle masse mj ed 
m,. perchè la presenza di sensibili masse ripartite in tutta la struttura fa sì che queste oppon- 
gano sensibili reazioni d’inerzia che modificano il tipo di deformata della struttura stessa. se la 
massa della struttura non è trascurabile, il sistema è a infiniti gradi di libertà (Cap. XXXIII, C). 

(33) In questo caso non è necessario che le aste dei pendoli abbiano masse trascurabili, per- 
chè le aste si considerano rigide; e se le loro masse non sono piccole, si considera il pendolo 
composto. Invece dev'essure trascurabile la massa della molla. 
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In c) il corpo AB sostenuto da due molle può assumere un moto di 
traslazione verticale e uno di rotazione intorno all’asse baricentrico nor- 
male al piano della figura (si esclude il moto orizzontale). Quindi la sua 
posizione in ogni istante f è determinata dalla conoscenza delle due fun- 
zioni n(t) del baricentro G e g(t) (es. 2275). 

In d) la trave a mensola priva di massa sopporta un corpo non punti- 
forme di massa m e di momento d’inerzia polare / rispetto a G, che può 
vibrare verticalmente e angolarmente nel piano della figura (se fosse pun- 
tiforme, sarebbe I = 0 e il moto angolare non interesserebbe) (es. 2276). 

In e) si ha una trave di massa trascurabile che sopporta tre masse 
Mi, Ma; Mz, le cui ordinate n;(t), 72(#), 73(#) in ogni istante # possono avere 
valori indipendenti tra loro (tre gradi di libertà). Tuttavia il moto di 
ciascuna massa ha influenza sul moto delle altre (es. 2273, 2374). 

e) In pratica non esistono strutture prive di massa. Tuttavia que- 
sta si può spesso trascurare rispetto alle masse concentrate, conseguendo 
una grande semplificazione nello studio e ottenendo ugualmente risultati 
attendibili. Inoltre lo studio così semplificato rende evidenti certi feno- 
meni importanti, che riuscirebbero assai meno comprensibili se accom- 
pagnati dalle complicazioni che si hanno in presenza della massa della 
struttura. 

Così nei sistemi a un grado di libertà abbiamo potuto studiare in 
modo elementare la frequenza naturale delle vibrazioni libere, che ri- 
sulta unica, e le proprietà delle vibrazioni forzate dovute a una forza 
o a un moto sinusoidale impressi. la più importante delle quali è costi- 
tuita dal fenomeno della risonanza. Inoltre tale studio ha suggerito (n. 888) 
alcuni strumenti per misurare la frequenza delle vibrazioni, e alcuni mezzi 
semplici per attenuare gli effetti dannosi delle vibrazioni forzate. 

Lo studio dei sistemi a due (o più) gradi di libertà consente di rico- 
noscere l’esistenza di altrettante frequenze naturali quanti sono i gradi 
di libertà, e di porre in rilievo alcuni fenomeni caratteristici del com- 
portamento di questi sistemi, come ad es. lo scambio continuo di energia 
fra le varie masse, che provoca continue variazioni delle loro ampiezze 
di vibrazione. Inoltre suggerisce ulteriori mezzi per attenuare gli effetti 
delle vibrazioni forzate. 

Il comportamento di questi sistemi è intermedio fra quello dei sistemi 
a un grado di libertà e quello dei sistemi continui (o a infiniti gradi di 
libertà); per cui il loro studio prepara a una migliore comprensione dei 
fenomeni più complessi che si manifestano in questi ultimi. 

d) Per lo studio dei sistemi a più gradi di libertà viene usato di 
solito un metodo generale, fondato sull'impiego delle coordinate e delle 
forze così dette generalizzate e delle equazioni di Lagrange. Tale metodo, 
essenzialmente matematico, non richiede alcun ragionamento fisico, e 
riduce lo studio a pure operazioni algebriche secondo un piano uniforme, 
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come faceva rilevare lo stesso Lagrange (*) Ma appunto per questo 
esso non corrisponde alla mentalità dell’ingegnere, che preferisce eser- 
citare il ragionamento sui singoli casi da studiare, col grande vantaggio 
che l’esame necessario (anche se diverso da caso a caso) per l’impianto 
diretto delle equazioni del moto, mette la sua mente a contatto con l’es- 
senza fisica del problema che l’interessa (cfr. il terzultimo capoverso del 
n. 433). Inoltre il metodo di Lagrange, pur costituendo una mirabile 
concezione matematica e pur essendo molto vantaggioso in certi casi 
complessi, è automatico soltanto in apparenza, perchè in pratica richiede 
spesso confronti non sempre spontanei ed evidenti per individuare le 
forze generalizzate. 

Perciò useremo invece due metodi diretti, che sono assai più in armo- 
nia coi concetti familiari agli ingegneri (nn. 892, 893), e che conducono 
immediatamente e in modo chiaro alle stesse equazioni del moto, almeno 
nei casi semplici che più interessano la Scienza delle costruzioni e ai 
quali dobbiamo limitare il nostro studio. Indicheremo anche un metodo 
approssimato (nn. 894, 895), che di solito dà risultati soddisfacenti. Per 
ragioni di spazio consideriamo soltanto le vibrazioni naturali, tralasciando 
quelle forzate. 

e) Si può anche usare la formula di Dunkerley (1768), che di solito 
dà risultati abbastanza approssimati. Il procedimento vale anche nel caso 
delle velocità critiche (es. 2412, 2416). 

f) Non ci occuperemo delle applicazioni ai vari problemi che inte- 
ressano lo smorzamento delle vibrazioni delle macchine, 


892. Primo metodo esatto. 


a) Consideriamo ad es. un sistema di due masse m, ed m, (fig. 1932), 
collegate col suolo e tra loro mediante tre molle allineate di massa tra- 
scurabile, di caratteristiche pi, p., p (che 
rappresentano le forze necessarie per allun- 
gare di 1 cm ciascuna molla). Supponiamo 
che le due masse si muovano orizzontalmente 
nella direzione 7 delle molle, e misuriamo 
gli spostamenti 71, 7, delle due masse a partire dalla loro posizione di 
riposo (8). Le resistenze passive si ritengono nulle. 


(**) «Les méthodes que j’y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements gsométri- 
ques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties è une marche régu- 
lière et uniforme. Ceux qui aiment l’Analyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une 
nouvelle branche, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le domaine.» (Dalla prefazione alla 
prima e alla seconda edizione della Mécanique analytique di J. L. LAGRANGE, quarta ediz., Parigi, 
Gauthier-Villars, 1888.) 

(**) Se il sistema fosse disposto verticalmente, nj ed ng si misurerebbero a partire dalle po- 
sizioni di equilibrio statico, come si è detto nel n. 878 f). 
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Se n, ed n, sono gli spostamenti (considerati positivi verso destra) 
delle due masse in un certo istante ?, la molla p, è allungata di 7,, la 
molla p è allungata di 7, — 7, e la molla p, è accorciata di 7. Perciò 
sulla massa m, agiscono le forze pm; rivolta a sinistra e p(7.— n.) ri- 
volta a destra, e sulla massa m, le forze p(7: — N.) € pm: rivolte a sini- 
stra. Inoltre su m, ed m, agiscono le forze d’inerzia mn; ed map; ri- 
volte a sinistra (cfr. la nota 3). Quindi (analogamente a ciò che si è fatto 
nel n. 378 a) le equazioni di equilibrio dinamico di ciascuna massa ri- 
sultano 


(a) ( mi + PM PM N) = 0 

( mM, + PM MN) + PM=0, 
ossia 
(a,) \ mm + (P1+ PM PN, =0 


( mona — PN + (Pa + Pa = 0. 


Si ottiene così un sistema di due equazioni differenziali del secondo 
ordine con le due funzioni incognite 7(t) ed 7.(#). Una soluzione evidente 
di questo sistema (modo normale di vibrazione) è (89) 


(b) N, =0a, sen wi, N, =, sen wi, 
oppure 
(e) N =, 008 dÎ, Na = 4,008 Wi, 


dove la pulsazione © e le ampiezze a,, @, sono da determinare. 
Sostituendo le () nelle (a,) e sopprimendo il fattor comune sen wî, 
risultano le due relazioni 


(a) \ (mio — pi P)la, + pa, = 0 
( pa, + (m,o*— p.i— pla, = 0, 


che costituiscono un sistema di due equazioni lineari omogenee con le 
due incognite a, e a». Affinchè il sistema ammetta altre soluzioni oltre 
a quella banale a, = 0, a, = 0 (che corrisponde alle due masse in quiete), 
dev'essere nullo il determinante dei coefficienti, ossia 


(Miw?— pi P)(mw— p.— p),— p=0. 


Sviluppando, si ottiene la seguente equazione biquadratica, che deter- 
mina w?: 


(e) ot (PEP LP To I (rp. pi te Po, 


î Mi Ma MiMa 


('*) Le due vibrazioni delle due masse rappresentate dalle (b) o (c) hanno la stessa frequenza 
e sono in fase tra loro (ossia le due masse passano contemporaneamente per la posizione di riposo). 
Si tratta di una soluzione particolare del sistema (a) (nel n. 896 ci occuperemo della soluzione 
generale), che corrisponde ai così detti modi normali di vibrazione (sono due modi diversi. per- 
che, come ve lremo, » può avere due valori, a ciascuno dei quali corrisponde un modo normale). 
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Se si pone (8°) 


Di TP sg PatP__» __?P 2 

x m, USAI) mi — 02, Vmm, Wiz) 
la (e) diventa 
(21) 0'— (Wi + 02)0° + (Wiwìî — 0t:) = 0, 
e le sue soluzioni sono 

5 x 1 
(1716) «= (0 + @5) F I e pra PT 40 di) = 

IL 


300 + 0) F i VGT ot. 
Calcolati i due valori 0"? e ©”° di ©?, le loro radici positive w' e w" 
sono le due pulsazioni naturali del sistema (88) (89). 

b) Note le due pulsazioni ©' e ©, risultano determinate anche le 
due diverse configurazioni dei modi normali che il sistema assume du- 
rante la vibrazione. Infatti, dalle due equazioni (d) si ricavano per il 
rapporto a,/a, le due espressioni 


(1717) it cut sed 


Sostituendo in una qualunque di queste la prima o la seconda soluzione 
&°, si ottengono per a,/a, due diversi valori, corrispondenti alle due pul- 
sazioni w' e ©". Naturalmente i valori di a, e a, rimangono indetermi- 
nati (°°), potendo essere quali si vogliono, purchè il loro rapporto abbia 
uno dei valori suddetti (e purchè la vibrazione rimanga abbastanza piccola, 
n. 878 a). 

e) Nel caso particolare di p, = p, ed m, = m; = m, si ha 0? = 8, e le 
due soluzioni (0224) diventano (91) 


(1718) @=@îF wî,, ossia @?2= p/m, @"°=(p,+2p)im 


(*") Confrontando con la (1680), si riconosce che ©, è la pulsazione che avrebbe la massa 
an, se la massa my fosse mantenuta ferma; e analogamente per wo. 

(88) Sono i valori di © che rendono nullo il determinante dei coefficienti del sistema di equa- 
zioni (d), e che perciò rendono possibile l’esistenza di ampiezze a) e 4, 
non nulle. In altri termini, sono quei valori per i quali sussiste l’equili 
brio dinamico fra le forze d’inerzia e le forze elastiche (cfr. il n. 878 d) 
Quindi, come nel caso del n. 878 d) (col quale è evidente l'analogia), son< 
gli autovalori. 

(*) I due valori 0”? e ©’? si possono anche ottenere mediante la 
seguente costruzione grafica, analoga a quella del circolo di Mohr, che 
risulta immediatamente dalla seconda espressione (1716) (col fattore 1/2 
introdotto sotto la radice), analoga alla (208). Portati (fig. 1933) in dA; Fig. 1933. 

e 6A, i valori di oÎî e of, e in A;M = A9M il valore di ©Î4, si co- 
struisce il circolo di diametro MM. I segmenti OM; e 0M, danno rispettivamente w’? e #3, 

(*°) Quando il sistema (d) ammette altre soluzioni oltre la aj = 0, a, = 0, ne ammette infinite. 

(*) L’espressione pj/m ha le dimensioni di una forza divisa per una lunghezza e per una massa; 
ossia è l’inverso di un tempo al quadrato, come infatti è w?. 


316 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


Sostituendo poi questi valori ad es. nella seconda delle (1717), si ottiene rie 
spettivamente a,/a, = + l e a,/ag = — 1. Quindi nel primo modo normale (@ = 
= ©') si ha aa = a,, ossia le due masse vibrano insieme; per cui la molla inter- 
media p rimane costantemente inerte (ciò che è in armonia con w' = p;/m). 
Nel secondo modo normale (0 = ©” > ©') si ha @, = — a), ossia le due masse 
vibrano in opposizione e con ampiezze uguali; per cui il punto di mezzo delle 
molla p rimane fermo (in armonia con <w‘? = (p1+ 2p):m, che corrisponde al 
caso di una sola massa, vincolata alla molla p, e a metà della molla p, poste tra 
loro in parallelo e aventi appunto la caratteristica p;+ 2p). 

Se poi le tre molle hanno la stessa caratteristica p, = P3 = P, risulta 0"? = 
= p/m, w'"* = 3p/m, v'' = V30'. 


893. Secondo metodo esatto. 


Questo metodo ha una portata maggiore del primo, poichè si presta 
anche allo studio di quei casi nei quali non è facile individuare delle ca- 
’atteristiche equivalenti a i, P., p; inoltre 
riesce più semplice nello studio dei sistemi aventi 
un grado di libertà maggiore di due. 

a) Consideriamo ad es. un sistema di due 
masse m, ed m, sostenute da una trave (*) di 
massa trascurabile (fig. 1934 a), e indichiamo 
CON 77113 77223 Mia = Nan i coefficienti d’influenza 
relativi ai punti 1 e 2 (n. 226 d). Tralasciando 
la deformazione provocata dai pesi delle due 
masse (°), durante il moto agiscono sulla trave nei punti 1 e 2 le forze 
d’inerzia — mi e — myn;°. Perciò le equazioni del moto si ottengono 


iig. 1934. 


(*) In questo caso la forza elastica di richiamo P) esercitata dalia trave deformata sulla 
massa mm, si potrebbe esprimere come differenza dello sforzo di taglio 7 a destra e a sinistra del 
punto 1, e analogamente per le altre masse. Ma occorrerebbe conoscere l’equazione n(x) della 
deformata della trave, per poter esprimere 7° mediante la derivata n°”. 

Si potrebbero anche determinare le forze P,, Pa, Pg (caso di tre masse) con le quali la trave 
reagisce nei punti 1, 2, 3 quando in essi gli spostamenti sono nj, 12, Ng, esprimendo prima nj, Ng, 
‘ng in funzione delle P,, P», Pg e usando i coefficienti d’influenza: 


ni = Pmi + Pala + Pal18» na = Pimo1 + Palio? + Pg7l23, ns = Pinzi + Pago + Pamga. 


‘e risolvendo poi ilsistema rispetto alle incognite P,, Pa, Pz (A è il determinante dei coefficienti 
N11: i1»--. 0 i 4,, sono i determinanti minori): 


Pi = (Ax Mi + dop No + Agi Mg) (A, P, = eco. 


Note le forze P,, Pa, Ps, si potrebbe quindi procedere come nel n. 892. 

Tuttavia è più semplice l’impiego diretto dei coefficienti d’influenza esposto in questo n. 893. 

(*°) Se la trave è disposta con l’asse verticale, questi pesi non provocano spostamenti tra- 
sversali. Se invece l’asse è orizzontale, l’effetto dei pesi si può ancora tralasciare, perchè sappiamo 
{n. 878 f) che la vibrazione avviene intorno alla deformata statica anzichè intorno alla configu- 
razione rettilinea, ma la frequenza non cambia. 
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esprimendo che in un istante generico l'abbassamento 7, del punto 1 è la 
somma degli effetti di tali forze, e analogamente per il punto 2: 


(a) \ Ni = MM * N MM * Ma 
. ( Na =— MM * Nar MM5 * Nea 
ossia (°*) . 
( Nt Mia N + MM N = 0 
(41) 


| Na + MM N° + Mora Ma = 0. 
Una soluzione è ancora data dalle (è) o (c) del n. 892; per cui sosti- 


tuendo nelle (a,) e sopprimendo il fattor comune sen wi, risultano le due 
relazioni 


(8) 


(1—- Mi 1)0, — MowM19° da = 0 
— MN da + (1- My0N22)a, = 0. 
Come nel n. 892 a), questo sistema di due equazioni lineari omogenee 


ammette altre soluzioni oltre alla a, = 0, a, = 0 soltanto se è nullo il de- 
terminante dei coefficienti: 


l (1—- mM) Mo0N22) — mmnizo' = 0, 
ossla 
(e) MiMo(N11M22 > Nia)0t — (Mmmut Ma) 22) 0® +1=0. 


Le soluzioni di questa equazione biquadratica sono 


(mim + MoM22) F VMmu — MyM22)? + imma 
2mMo(M11M22 — nia) ° 


b) Note le due pulsazioni naturali 0’ e ©”, si ottengono i valori 
corrispondenti del rapporto a,/a, sostituendo '* oppure win una qua- 
lunque delle due espressioni che si ricavano dalle (b): 


(1719) 0? = 


1720 agree = 
( ) dg 1-mMNu Mia 

c) Nel caso particolare di 7733 = 71 (**) ed mo = m,=m,le soluzioni (1719) 
diventano 


(1721) ot = 2a 4 2MMpr _ Ma FM _ 1 


2m° (Ni — NÎ2) mini — Ni) — mM È Me) s 


Sostituendo nella (1720), si ottiene rispettivamente a,/a, = + 1, (fig. 1934 b), 
a,ja, = — 1 (fig. 1934 c). 


(*) Essendo per definizione n}j = 1/p,, nel caso di una sola massa la prima delle (a,) diventa 
na + mmi/p, = 0, ossia mimi + Pmi = 0, che esprime ancora (n. 878 d) l’equilibrio dinamico del- 
l’insieme della forza d’inerzia e della forza elastica. 

(*) Nel caso della fig. 1934 non può accadere che sia n31 * N83 = 12, Perchè applicando nel 
punto 1 una forza P verso il basso e nel punto 2 una forza P verso l’alto si avrebbe n1 = Pnii — 
— P:1a3 = 0, na = — Pnag + Pniei = 0; ciò che è assurdo (si avrebbe L, = 0, mentre, se i punti 
1 e 2 sono distinti, la trave si deforma). Quindi non sussiste per questa struttura un sottocase 
analogo (apparentemente) a Quello indicato alla fine del n. 892 c). i 
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mi Ma mi d) Il metodo non cambia nel caso dei 
7 : 7 1 - sistemi aventi più di due gradi di libertà. 
; Ad es. nel caso della fig. 1935 le equazioni 
Dda del moto risultano 
( N =— Mii Ma Mag * Na — MsNg * Nas 
(4) ) Na =— Mii * Na Moz * Nar — Mag © N23 
\ Na = — Mii * Ns — Ma) * Ns — MgM5 * N33 + 
Una soluzione (integrale particolare) è data da 
(e) Nn =4, sen wi, N, = Sen ot, N3 = 43 SEN WÎ } 


per cui sostituendo e sopprimendo il fattor comune sen wt si ottengono 
le tre relazioni 


( (Mw — 1)a, + MoM12% do + My0*N13° dg = 0 
d) Mi0N21° di + (My0°N3, — 1)0, + Ma°N23° ag = 0 
Mi0N31° Gi + Mo0732° da + (Ma0*]33 — 1)ag = 0. 
Questo sistema di tre equazioni lineari omogenee nelle incognite a,, 4, 


a; ammette altre soluzioni oltre alla a, = 0, a, = 0, az =0 soltanto se 
è nullo il determinante dei coefficienti: 


| Mona 1 Mo 12 M30°N13 
(1722) MiONar My0°N9, — 1 Mz0°Na3 =0. 
| MioNs1 My0°N32 Ma0Ngga — 1 


Sviluppando il determinante, si ottiene un’equazione di terzo grado nel- 
l’incognita @?, dalla quale si ricavano tre valori w'?, w', w'? a &?. Le 
loro radici positive sono le tre pulsazioni naturali 0', 0", ©" 

Per ottenere i rapporti a./a, e a3/a, in ciascuno dei tre modi normali 
di vibrazione rappresentati dalle (e), si sostituiscono successivamente <w', 
w'"', c'" in due delle equazioni (}f), nelle quali si attribuisce un valore 
arbitrario ad a, e si ricavano i corrispondenti valori di a, e az (°°). 

Procedendo nello stesso modo nel caso di n > 3, si ottengono n va- 
lori della pulsazione © e altrettanti modi normali di vibrazione. 

e) Confrontiamo i due metodi esposti nel n. 892 e nel n. 893 a, d). 

Col primo metodo si scrivono le equazioni di equilibrio dinamico di 
ciascuna massa sotto l’azione di forze elastiche e della rispettiva forza 
d’inerzia. Le equazioni stesse contengono alcuni degli spostamenti 7 (di 
solito, quello della massa in esame e delle due adiacenti) e una sola de- 
rivata 7°. Sostituendo poi la soluzione (e), si ottiene un sistema di n equa- 


('*) È evidente l’analogia col problema del carico di punta nelle strutture a più gradi di li- 
dbertà (n. 816 a, es. 1913, 1894), nel quale esistono tanti valori di P,, e tanti tipi di deformate in- 
stabili quanti sono i gradi di libertà. Negli esercizi 2271, 2272 vedremo che esiste una notevole 
analogia anche fra i risultati numerici. 
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zioni omogenee nelle n incognite @,, @», ... &,, in ognuna delle quali figu- 
rano soltanto alcune delle incognite (di solito tre). 

Col secondo metodo si uguaglia lo spostamento di ciascun punto alla 
somma degli spostamenti del punto stesso provocati dalle varie forze 
d’.ierzia delle masse in moto (sovrapposizione delle deformazioni). Le 
equazioni che risultano contengono un solo spostamento # e tutte le deri- 
vate y°°. Sostituendo poi la soluzione (e), si ottiene un sistema di n equa- 
zioni omogenee nelle n incognite @,, G2;... @n, in ognuna delle quali 
figurano tutte le incognite (°°). 


Esercizio 2266. - Due masse pesanti 7,5 kg ciascuna sono poste fra tre molle 
uguali a quella dell’esercizio 127 (fig. 1932). Calcolare le frequenze dei due modi 
normali di vibrazione, usando il primo metodo. 

Soluzione. La caratteristica di ciascuna molla vale (es. 127) p= P/6 = 
= 7,5/3,56 = 2,11 kg/cm. Essendo p, = ps = p, risulta (n. 892 c) 


( plm=  2,11g9/7,5 = 276 _ \ 16,61 
} 3p/m = 3-2,119/7,5 = 828 OT | 28,77. 


Quindi si ottiene j' = 2,64, 7” = 0,38' (come nell’es. 2180, n. 892 c) ed f" = 
= 4,57, T" = 0,22”. 


wi = 


Esercizio 2267. — Studiare il caso della fig. 1932 usando il secondo metodo. 

Soluzione. a) Determiniano anzi tutto i coefficienti d’influenza. 

Se si applica alla massa mj una forza 1 orizzontale, si ha nella molla p; una 
forza X e nell’insieme delle altre due molle una forza 1— X, tali che gli sposta» 
menti verso destra del punto 1 siano uguali (la caratteristica delle molle p e ps 
in serie vale pp, : (P+ pa)): 


x 1-X ; PP + PP 
—= —_----, da cui Xx=]1 i iI _, 
Pi  PP2:(P+ Pa) PiP + PP2 + PiPa 
Quindi i coefficienti d’influenza risultano (711 = X/p,, N21 = (1— Z): pa, eco.) 
Pt Pr = p Pt pi 
Ma ppt ppt pia A li 


PP + PPa + PiPa” PiP + PPa + PiPa* 


b) Se p.= p;, si ha 


ar, n E ia A n mita cd p È 
P.+ 2p 1° Di P.+ 2p : 3° Di P.+ 2p 


Si ottiene così 711 + 12 = 1/P1: Mi — M2= 1: (P1+ 27). Sostituendo nelle 
(1721) si ritrovano le espressioni (1718). 


(") È facile riconoscere una notevole analogia con ciò che accade in altri problemi. Ad ea, 
nel caso della trave continua con n appoggi sovrabbondanti, il metodo più usato impiega le equa= 
zioni dei tre momenti (n. 245), che contengono non più di tre delle incognite. Invece lo studie 
mediante i coefficienti elastici (n. 242), consistente nel calcolare l'abbassamento di ciascun punte 
appoggiato (reso libero) come somma degli abbassamenti provocati dai carichi è dalle reazioni 
incognite e nell’uguagliarlo a un valore noto o a zero se l’appoggio è rigido,‘ conduce a un sistema 
di » equazioni, ognuna delle quali contiene tutte le incognite. 
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Esercizio:226S. - Nel caso dell’esercizio 2266 manca la terza molla, 
cioè quella di caratteristica p, (fig. 1936). 
‘’ Soluzione. a) Confrontando con la fig. 1932, la massa in alto è la m, 
[m] e quella in basso è la m,; ed è m,=m,=m. Nel nostro caso si ha 
(n. 892.a) (p,= 0) 


15) 
[| wi = 2p/m, @=pm, wix=plm. 
si vi. Quindi la (1716) dà 
3p __ 11/2? P_3 p_V5 p_3FV5 p_(0,382p/m 
a Pa E PE PI COS VOR 
0 = mt 2 | mit 4a 2 m' 3 m 2 m (2,618 p/m, 
ossia 
» _ ( 0,382-276= 105,4 w' = 10,27 f = 1,63 T' = 0,61" 
“— ( 2,618-276 = 722,6 w'' = 26,88 f'” = 4,28 qTU=0,23", 


d) Sostituendo nella (1717) i due valori di ©?, si ottengono nei due modi 
normali i seguenti rapporti delle ampiezze (salvo il segno, il secondo è l’inverso 
del primo): 

a,/a, = + 0,618, a,/a, = — 1,618. 


Ciò significa che se m, vibra ad es. con l'ampiezza a, = 1 cm, m, vibra con l’am- 
piezza a, = 0,618 cm nel primo modo, e a, = 1,618 cm nel secondo. 


Esercizio 2269. — Ciascuno dei due pendoli della fig. 1937 è costituito da 
una massa pesante 10 kg e da un’asta di massa trascurabile 
(pendoli semplici). Lunghezza dei pendoli 1 = 1 m. La molla che f 
li collega, posta a metà di !, è tale che per effetto di 1 kg si 


allunga di 1 cm. 

Soluzione. a) In questo caso le molle p, e p, del caso della | 
fig. 1932 sono sostituite dalla tendenza che ha ciascun pendolo a P | 
mantenersi verticale. La caratteristica p, è la forza orizzontale che le 
si deve applicare alla massa di uno dei pendoli (senza la molla p) 
per spostarla di 1 cm. Per spostarla di s occorre (nota 8) una forza pu | 
Pe/l, per cui se s = 1 cm occorre p, = P/1 = 10/100 = 0,1 kg/em. MTA 


In questo caso la caratteristica p della molla 7a intesa come 

{a forza orizzontale che si deve applicare a una delle masse (pensata priva di peso) 
per spostarla di 1 cm quando l’altro pendolo sia mantenuto fermo. Se si applica 
1 kg, la molla è tesa con 2 kg e si allunga di 2 em; per cui la massa si sposta 

di 4cm. Quindi si ha p= 1/4 = 0,25 kg/cm (98). 
b) Si ha dunque p, = p, = 0,1 kg/cm, p= 0,25 kg/cm. Quindi si ottiene 

(n. 892 c) 

2_ (0,19/10= 0,019 @ =3,132 
 0,69/10= 0,069 @'=7,672 


0,50 Ta 
1,22 T"” = 0,82”. 


‘(**) Se invece la molla dista a dal centro di sospensione, 1 kg applicato alla massa provoca 
nella molla l/a kg e la fa allungare di 7/a cm. Quindi la massa si sposta di (7/a)? cm, e perciò si ha 
$ = l(a/1)? kg/cm. 
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Esercizio 2270. - Due pendoli uguali oscillano in piani paralleli e intorno 
allo stesso asse (fig. 1938), costituito da una barretta d’acciaio di 4 mm di diametro, 
lunga /, = 80 cm, che li collega e li rende solidali tra loro. Lunghezza dei pen- 
doli 1 = 1 m; peso di ognuna delle due masse P= 1 kg. 

Soluzione. Per i pendoli si ha (es. 2269) p;=p,= 
= 0,01 kg/em. 

La barretta sostituisce la molla del caso precedente. La 
sua caratteristica p è la forza che si deve applicare alla massa 
di un pendolo (privo di peso) per spostarla di 1 cm quando 
l’altra massa è tenuta ferma. Se si applica p, il momento 
torcente che sollecita la barretta è M,= pl; l’angolo di tor- 
sione è O = M,1,/GJ,; lo spostamento della massa è 01 = 
=(Ml/GJI,)l = pl?1,/GI,. Lo spostamento dev'essere 1 cm, per cui si deduce 


GI, _ 8,4 10° - 0,00251 


Fig. 1938. 


p FI, — 100? - 80 = 0,00264 kg/em . 
Quindi si ottiene (n. 892 c) 
e VP _]/901 _ » _ {/P1+ 2p _{/0,01528 _ 
=|m=|oa 38. = = "| 17981 — 387. 


I periodi dei due modi normali risultano 7” = 2,01”, T” = 1,62”. 


Esercizio 2271. — Un filo d’acciaio fissato alle estremità e teso con uno sforzo 
S, sopporta due masse m,, my, distanti 2/3 tra loro e dalle estremità (fig. 1939 a). 

Soluzione. a) Supposto che S sia abbastanza grande da 
potersi ritenere invariabile (cfr. l’es. 2188 a), le forze di richia- 
mo che il filo esercita su ciascuna massa quando gli spostamenti 
sono 7), ed 7, si deducono dalla (3) e risultano 


Îh,= (38/1)(2r, — Ne), fe = (38/1)(2na — N). 
Perciò le equazioni di equilibrio dinamico delle masse in movi» 
mento (mn = — f) diventano 


mini = — (38/12 — Ne), mn; = — (38/)(2N2— na). 
rig. 1939. Tenendo conto delle (è) del n. 892, si ottengono le due 
equazioni 


(m,0w? — 65/l)a, + (38/l)a, = 0, (35/l1)a, + (m,@? — 68/l)a,= 0, 
che ammettono soluzioni a,, a, non nulle soltanto se 
(9) (miw? — 68/1)(m,@® — 68/1) — 982/I2= 0. 

b) Nel caso di m, = my = m si ottiene (99) 

mo? — 68/1= F 38/1, da cui mo? = 38/1, mo? = 98/1. 


(**) È evidente l’analogia di questi due valori di m»? coi valori trovati per Por nell’eser- 
cizio 1913 è), nei quali la caratteristica m, delle cerniere elastiche è qui sostituita con lo sforzo 
S. Anche le due deformate dei modi normali sono uguali alle due deformate instabili delle 
figg. 1750 b, c). 

Se nella condizione (9) si pone m0°7/3S = c,, my0?7/3S = c,, essa diventa formalmente uguale 
alla (0) dell’esercizio 1913. 


322 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


Sostituendo i due valori di m@? nella (1717), risulta nei due modi normali 
a,fa, = + 1, aja, = — l (figg. 1939 b, c). 


Esercizio 2272. — Idem, nel caso di tre masse (fig. 1940). 
Soluzione. a) Le forze di richiamo esercitate dal filo quando gli spostamenti 
sOnO N. 2, 73: che si deducono dalla (3), sono 


= (4S/1)(271— Ma), fa = (4S/D(- mt 272— Na); 
= (48/1)(- Na+ 273) » 
Perciò le equazioni di equilibrio dinamico delle varie masse diventano 
mini= — (48/0271 — Na); mon; = — (48/D)(— Nt 272 — Na)» 
m3N3= — (48/D)(— Ne+ 273) è 


e tenendo conto delle (bd) del n. 892, 


( (my? — 88/1)a, + (48/1)a, = 0 
) (48/0)a, + (mo? — 85/1)a, + (4S/)az = 0 
bis di0: (45/1)a, + (m30? — 88/M)ayz = 0. 


Affinchè questo sistema ammetta soluzioni a,, @,, @3 diverse da zero, dev'es- 
sere nullo il determinante dei coefficienti; ciò che fornisce un’equazione di terzo 
grado in ©, e quindi tre valori #', w”, ©". 

b) Nel caso di m} = m, = m3 = m, se si pone mw°1/4S = c, si ottiene la 
stessa equazione di terzo grado in c che si ottenne nell’esercizio 1914, e quindi le 
stesse soluzioni c' = 2— VI, e'=2, c'"=24+V2, cui corrisponde (cfr. la 
nota 96) 


mo'?=4(2— V2)S,  mo':=8S1,  mo"3=4(2+ V2)S/N. 
Anche le deformate dei tre modi normali sono uguali a quelle delle figg. 1751 
b, c, d). 
c) Ad es., se 7= 100 cm, S= 50 kg, m= 1/981 (cioè masse pesanti 1 kg), 


si ottiene 
«'% = 1150, w' = 33,91, f = 5,40 


0" = 3924, "= 62,64,  f’ = 9,97 
w'''° = 6698, w'" = 81,84, f" = 13,03. 
Esercizio 2273. — Una trave prismatica appoggiata alle estremità sopporta 
due masse m uguali, che dividono l in tre parti uguali (fig. 1934). 
Soluzione. a) I coefficienti d’influenza (294) valgono 
Mu = Ma = 88/486ET, Ma = Ma = 70/486E7. 
Quindi la (1721) dà 


__886_.EI 
— (8B+7) ml” 


= 3,8730". 


“È 


a = 5,692] PZ "E: 0" — 22,045] 7 


b) Se la trave è di ferro (E= 2 - 105kg/cmq), di sezione a T N 14 (7 = 573 
em*), se 1= 4 m e se i due pesi valgono P = 800 kg, risulta w' = 26,67, w” 
= 103,30; f = 4,24, f" = 16,4. 
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Esercizio 2274. — Idem; tre masse m uguali, che dividono / in quattro parti 
uguali (fig. 1935). 
Soluzione. a) I coefficienti d'influenza (294) valgono 
___ 9 CL __ UR _ 7 
7 Teens: MT 7esnyo leges]. 3 zeri 


Quindi, se si pone mmw?l8/768EJ = ce, la (1722) diventa 
p 


9e—- 1 lle Te 
lle 16e — 1 lle =0; 
Te lle 9ce—- 1 


ossia, sviluppando e riducendo, 
28c — 78c° + 34c—-1=0. 


Le tre radici valgono c' = 0,0317, e! = 0,5, e!’ — 2,254. 

Se la trave è quella dell’esercizio 1273 e se P = 400 kg, per la posizione fatta 
si ha ©° = c- 768EJ/ml = 33727c; quindi si ottengono le tre soluzioni ©? = 
= 1069, w'? = 16863, &'"? = 76021, da cui f" = 5,20, f' = 20,7, f'" = 43,9. 

b) Procedendo come si è detto nel n. 893 d), ad es. nel primo modo nor- 
male (c' = 0,0317) si ottiene a; = a,, a, = 1,395a,. 


Esercizio 2275. — Studiare il caso della fig. 1931 c). essendo il corpo 4B una 
barra prismatica di massa m e di momento d'inerzia /= m(21)2/12 = ml?/3 
(l’altezza della sezione è molto minore della lunghezza 27 della barra). 

Soluzione. a) Il moto della barra AB dipende dalle due funzioni n(t) del ba- 
ricentro G (positivo verso l’alto) e g(t) (positiva se destrogira). Gli allungamenti 
delle due molle sono 7 + gl ed 7 — ql, e le loro reazioni elastiche sono Pi(M + PI); 
PM) — PI). 

In questo caso le equazioni (a) del n. 892 esprimono l’equilibrio dinamico 
alla traslazione verticale e alla rotazione: 


® (mn + p(m+ 91) + p(n—- q) = 0 
 (mI?/8)9= + pm + I — p(n- gi =0. 
Sostituendo la soluzione (6) del n. 892 (modo normale), ossia n= a, sen wi, 
9 = a, sen wi, si ottengono le due equazioni omogenee in a, e a, 
(i) (| (p1+ pa — Mw®)a, + (pi — Palla» =0, 
l (p1— pala + (P1+ Pa — mo*/3)la, = 0. 
Per l’esistenza di soluzioni a,, a, non nulle dev'essere nullo il determinante (equa 
zione biquadratica in ©) 
(2) (P1+ Pa — MW2)(p1 + pa — Mw*/3) — (p,— pa = 0. 
b) Nel caso particolare in cui sia p; = p, pa = 2p, la (1) diventa 
m°w'— 12pmo® + 24p°?= 0, da cui w'? = 2,536p/m, w'® = 9,464p/m. 


ec) Se le due molle hanno caratteristiche p uguali, le (i) contengono soltanto 
a, 0 a,. Affinchè sia a,+0 dev'essere w? = 2p/m; ‘ffinchè sia a,#+0 dev'essere 
w'3= 6p/m. ; 
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In questo caso i due moti (quello di traslazione e quello di rotazione) possono 
avvenire anche separatamente, con le frequenze 7’, f”. Ciò è confermato anche dal 
fatto che le (h) diventano due equazioni indipendenti my + 2p7n = 0, 
mq /3 + 2pp = 0. 


Esercizio 2276. — Una trave a mensola lunga 1 = 3 m, di sezione a T N 8, è 
incastrata in B (fig. 1941 a) e sopporta in A una barra di ferro lunga = 1 m, 
di sezione quadrata di 8 x 8 cm. 


i Soluzione. Il moto della barra dipende dalle due 
L L hà funzioni 77(t) del punto A e q(t) (fig. 1941 b). 

La barra pesa 50 kg, la sua massa è m = 50/9 e il 

7 b suo momento d’inerzia è I = — (50/9)A2/12 = 41670/g. La 

Ul Essenze sezione della trave ha J = 77,8 cm*. I coefficienti d’in- 


fiuenza dell’estremità A soggetta a una forza lo a una 
coppia 1 sono 


Fig. 1941. 
ns = 8/3EJ = 3008/3 - 2 - 108 - 77,8 = 0,05784 cm/kg 
®3 = Nm = 18/2EJ = 300°/2 + 2 - 10° + 77,8 = 0,0002892 kg-! 
®m = YEJ = 300/2-108-77,8 = 0,000001928 kgem4, 
Le equazioni (a) del n. 898 diventano (19) 
(n= mq M_ IP" Mm 
lo=- my Po IP" Pm, 


e le soluzioni sono del tipo (1719): 


Pe pa (N39 + IPm) FV(MN9— IPm + imIp; 
ui 2mI(N5Pm — PZ) È 


Sostituendo i valori numerici, si ottiene (19) 


._(0,33839 = 331,84 ©’ = 18,22 j =2,90 7’ = 0,345” 
© 7 50,8299 = 49863 @"= 223,3 f"=355 T"=0,0282". 


La (1720) dà nei due casi 7/g = 188,4 cm ed 7/p = — 4,2 cm, che deter- 
minano la distanza del centro di rotazione della barra da A. 


(1) Se invece si volesse usare il primo metodo, si dovrebbe determinare anzi tutto la forza 
F e la coppia M esercitate dalla trave sulla barra quando la sezione 4 è spostata di n e ruotata 
di 9 (cfr. la nota 92), che si ottengono scrivendo le equazioni n = Fn, + Mim ® = Fey +M9n 
e risolvendole. Si avrebbe così F = (mM —MmP) © (MpPm — 93), M = (M,9 —PpM) : (MpPm — PI) 
ossia F = PM — Mn, M = N59 PM Scrivendo poi le equazioni (a,) del n. 892, si riconosce- 
rebbe che al posto di p, + 2, D, Pg + D ci SONO Pm; Pps My; quindi applicando la (1716) si otterreb- 
bero gli stessi risultati. 

(3°?) Se la massa m della barra fosse puntiforme anzichè allungata (I = 0), si avrebbe (1680) 
0° = g9/d,; = 9/50 - 0,05784 = 0,3458 g. La frequenza sarebbe dunque maggiore di /; ciò che è 
naturale, perchè l’inerzia opposta dalla barra alla rotazione rende la vibrazione più lenta. 

Se invece l’estremità 4 potesse soltanto ruotare ma non spostarsi (ossia se si facesse sentire 
l’effetto di I ma non quello di m), si avrebbe (a del n. 880) w% == p/I= (4EJ/0) : (41670/9) = 
= 49,789 g. La frequenza sarebbe minore di f”. 
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894. Metodo approssimato. 


Nel caso di una trave di massa trascurabile (19°) rispetto alle masse m,, 
Ms, ... Mm, concentrate nei punti 1, 2, ... n» (come nel n. 893 d), il seguente 
metodo approssimato può dare un valore soddisfacente della frequenza 
più bassa f' (che è quella che più interessa). 

Ammettiamo che la deformata dinamica coincida con la deformata 
statica della trave soggetta ai pesi P,, P», ... P, di tali masse, e siano 7; 
Na; «.- Mn gli abbassamenti che essi provocano nei punti 1, 2, ... n. La mas- 
sima energia elastica della trave (negli istanti in cui gli spostamenti di- 
ventano massimi), calcolata come lavoro esterno, è data dal teorema di 
Clapeyion (488): 


ZPm 


4 


max L= 


Negli istanti in cui la trave passa per la configurazione rettilinea, la 
massima energia cinetica W delle masse m,, Ms, ... m, è data dalla somma 
dei prodotti m;0î ma:/2; che sono anche uguali a m;(0‘7:)*/2, perchè si ha 
Vimaz = MAX 7; = 07; Quindi 
Tm. Mi 

2 


max W = = e . Pai ° 

g 2 

Durante la vibrazione le due energie L e W variano continuamente, 
e si trasformano l’una nell’altra; e la loro somma rimane costante. Negli 
istanti in cui è massimo L è nulla W (perchè le velocità si annullano); 
e negli istanti in cui è massima W è nullo L (perchè si annulla la deforma- 
zione). Quindi dev'essere max L = max W, ossia 


ZPin: = (0°*/9)ZPoî. 


Da questa uguaglianza si ricava per @'* un’espressione che è del tutto 
analoga alla (1765) (1°), ossia 
(1723) of = g Ea 

9 LP ° 

Se la trave è prismatica, gli spostamenti 71, N2, ... 7, provocati nei punti 
1, 2, ...n dai carichi P,, P., ... P, si ottengono facilmente mediante i 
coefficienti d’influenza (294). Se invece è di sezione variabile, si calcolano 
gli 7; con uno dei metodi noti (ad es. mediante il teorema di Mohr (248)). 


(1°) Quando non si ritenga lecito trascurare la massa propria della trave, si può migliorare 
il risultato dividendo la trave in tronchi comprendenti ciascuna massa concentrata e aggiungendo 
a questa la massa del tronco corrispondente. 

(>) Se nella (1765) si moltiplica numeratore e denominatore per il peso specifico y della trave, 
il prodotto Adry è il peso dg dei tronchi dz, e l’identità delle (1765), (1723) diventa completa. 
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Si tenga presente che, a differenza dalle (1764’), (1764), la (1723) 
richiede che gli spostamenti n; siano quelli provocati dall’azione del carico 
statico P,, P», ... Pa, per il modo in cui si è espresso il lavoro L. 

L’approssimazione è in eccesso, e di solito è soddisfacente, per i motivi 
che vedremo nel n. 903 d) (si veda l’es. 2279). 

Nel caso di un solo peso P, agente sulla trave, la (1723) si riduce a 
3° = gini = 9/Ò,1:, che è la (1680). 

Di solito la (1723) viene consigliata per il calcolo della prima velocità 
critica degli alberi che sonportano più volani. Ma essa risulta molto utile 
anche per il calcolo della prima pulsazione della vibrazione naturale delle 
travi che sopportano più masse concentrate, e sopra tutto delle strutture 
reticolari e dei telai (n. 995). 


Esercizio 2277. — Calcolare la prima pulsazione naturale &’ per la trave 
dell’esercizio 0380, usando la (1723). 

Soluzione. I coefficienti d’influenza sono gli stessi dell’esercizio 2273, ossia 
NM = No = 808/486EI, Mo = N = 78/486EJ; per cui i due pesi P, = Pa= P 
provocano gli spostamenti 


N = Pia + Pa = 15P08/486EJ = Ma. 
Quindi la (1723) dà 


tà 2 - P- 15P18/486EJ 486 EJ EJ 
w°=9g _ = | 3 32,4 — 3 » 
2. P- (15P2/486EJ)? 15 © PI ml 


Questo risultato coincide (/32,4 = 5,692) col valore esatto (es. 2273), perchè 
in questo caso la deformata dinamica ha 77), = 7, come quella statica. 


Esercizio 2278. — Idem, per la stessa trave, ma con uno dei pesi triplo del- 
l’altro (P, = P = 100kg, P,= 3P). 
Soluzione. I coefficienti d’influenza sono gli stessi, per cui si ha 


m = Pi + 3Pa = 29PI/A86EI , ns = Pilo + 3Prja = 31P9/486EI . 


Quindi la (1723) dà 
n» > __P- 29PT/486EJ + 3P - 81PI/486EI — _ 
© = 9 p-(29PP/486E))? + 3P - (31P/4S6EI? — 


122-486 g EI. 0 EI. "_ EJ 
= ana D'OR 0390] e 


Esercizio 2279. — Calcolare w’ per la trave dell’esercizio 2274, mediante la 
(1723). 
Soluzione. I coefficienti d’influenza sono gli stessi dell’esercizio 2274; per cui 
si ha 
Ni = P(Mu + Ms + N8) = 27PI/7168EJ = Mz» 
Na = P(Na1 + Yaa + N23) = 38P08/768£J . 
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Quindi la (1723) dà 
2- P- 27PI/T68EJ + P- 38PI8/T68EI _ 
—93-P(@7PF/168EJ)? + P(38PR/168E3)ì — 


92 _._ EJg EJ EJ 
= 55/05 768 Fg = 0,08170227 - 76877 = c- 76825. 


Per valutare l’errore che si commette usando la (1723), conviene calcolare 
con maggior cura il coefficiente esatto c che si ottiene come prima radice dell’equa- 
zione cubica dell’esercizio 2274, e che risulta ec’ = 0,03168934. Quindi in questo 
caso l'errore di @/? è di 4/10000, e quindi quello di w' è di 2/10000. 


Esercizio 2280. — Idem, essendo la trave soggetta a tre pesi diversi 
P, = 80 kg, P, = 120kg, P3 = 150 kg. 
Soluzione. I coefficienti d’influenza sono gli stessi, per cui si ha 


80-94 120-11+ 150.7 3090 18 


= 768 "ET 166 EJ” 
_ 80-11+120-16+150-11 2 4450 

ma 768 EI 168 EJ” 
_ 80:74 120-11+150-9 8 3230 

ME TTT 68 EI” 7168 EJ 


Quindi la (1723) dà 
1a 80 - 3090 + 120 - 4450 + 150 - 3230 _,_ EJ 


o°=9Y 80 - 30902 — 120 - 44502 + 150 - 3230? 168 Fr = 
1265700 = EJq Da EJg P ai Ela 
= 1705083000 768 7° = 02006; = w'=0,4545| Fo. 


895. Vibrazioni delle strutture reticolari e dei telai. 


Lo studio rigoroso delle vibrazioni delle strutture reticolari e dei telai 
presenta notevoli difficoltà. Inoltre il rigore è soltanto apparente, perchè 
di solito s’introduce qualche ipotesi semplificativa (ad es. nelle prime si 
suppone che le varie masse siano concentrate nei nodi e che le aste siano 
articolate tra loro). Per questi motivi si preferisce usare dei metodi ap- 
prossimati, che tuttavia sono anch’essi assai laboriosi. 

Si può invece calcolare in modo molto semplice la prima frequenza (che 
è la più importante) della vibrazione naturale, estendendo anche a queste 
strutture l’impiego della (1723), che dà ottimi risultati (es. 2282, 2285) (1%). 

a) Strutture reticolari. Interessa principalmente la vibrazione ver- 
ticale. Per determinare la pulsazione fondamentale @' si concentrano nei 


__(!*) O. BELLUZZI: Sulle vibrazioni naturali delle strutture reticolari e dei telai, « Ingegneri » 
Architetti - Costruttori », Bologna, 1953, n. 2. 
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nodi le metà dei pesi delle aste che vi concorrono, e si aggiungono agli 
eventuali carichi esterni ivi agenti. Si calcolano gli spostamenti verti- 
cali 7; dei vari nodi provocati dai pesi complessivi (usando uno dei metodi 
dei nn. 312, 324, 325 a, b), e si applica la (1723). In tal modo si trascura 
l’energia cinetica relativa alle componenti orizzontali £; degli spostamenti 
ò; (che di solito non sono verticali); ma l’errore non è grave, perchè nella 
maggior parte delle strutture le componenti £; sono molto minori delle 


‘componenti 77;. 


b) Strutture a telaio. Interessa principalmente la vibrazione vrizzon- 
tale. Perciò si pensano applicate nei nodi delle forze orizzontali uguali ai 
pesi delle travi orizzontali, aumentate dei pesi delle porzioni corrispondenti 
dei piedritti. Si calcolano gli spostamenti orizzontali é; dei vari nodi pro- 
vocati da tali forze, e si applica la (1723). Il calcolo degli spostamenti £, 
riesce molto semplice quando le travi si possono considerare infinitamente 
rigide (n. 481 c, es. 878). 


Esercizio 2281. — Calcolare la prima frequenza della vibrazione naturale 
della trave dell’esercizio 418. 
Soluzione. Gli spostamenti verticali dei nodi inferiori toni quali agiscono i 


carichi P = 3t) valgono 7, = 1,26 cm, Nm = 2,24 cm, 77, = 2,87 cm, 77, = 3,08 cm. 
Perciò la (1723) dà 
P(2-1,26+2- 2,24 + 2- 2,87 + 3,06) 
‘2 1 dl 299 n: VIRA - 
0° = 981 Fa 1,26% 4 2-3,2494 2-2,872.1 3,069) © 390.94: 
o = 19,92, f=3,17, T = 0,315”. 


Esercizio 2282. — Idem, per la trave della fig. 1942. I nove carichi superiori 
valgono P= 2,5t e i due inferiori P' = 3,6 t. Le altezze sono di 2 m in 1 e di 
18 emq per le aste i, 0: di 30 emq per l’asta g. 


PSSVANVANAN; 
Soluzione. Gli sforzi S nelle aste pro- 


2,80 m in 5. Le sezioni A sono di 43 cmq 
per le aste d, a, R, p; di 57 cmq per le aste 
d, f, I, n; di 20 cmq per le aste c, e, m; di 

Fig. 1942. vocati dai carichi (calcolati col metodo di 

Ritter) e gli sforzi S, provocati dalla reazione 

verticale 1 agente in A (n. 325 a), nonchè le caratteristiche 0 = s/A, valgono 


aste  S (kg) | S, (kg) Q=s/A| aste | S (kg) | S, (kg) = 
+ 14850 | +1 9,3023 |[R, #° | + 30875 +2,5000|-+5,8333| 9,3023 
— 21001 | —1,4142 | 6,5814 | i, i | + 5122 --0,9011|—1,9025, 17,333 


ec, e’ | + 13968 | +1,1571|—2,4428| 14,150 |1, Y |— 34325 —3,0924 | —4,6386 | 3,5263 
d, d’ — 24852 | —1,8273|—7, J00 | | 3,5263 | m, m'|— 2500 0 0 

e, e |— 2500 ‘0 0 n, n — 34325 —3,0924 | —4,6386 3,5263 
fi, f_— 24852|—1,8273|—7, 3093 | 3,5263 | 0, 0° —: 2661 —0,8508 | +1,7962. 19,111 


9, g'|— 9602|—1,0650 +2, 2484. 10,400 P, D+ 32607 +2,5714 +3,5714 9,3023 
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Si sono calcolati i prodotti SS,0 e le loro somme progressive. Quindi, appli- 
cando ripetutamente la (472), si sono calcolati i seguenti spostamenti verticali Ly) 
dei nodi (E = 2,1 - 106 kg/cmq): 


N = 0,5065 em, N, = 0,9276 cm, N = 1,2291 em, 
N = 1,4384 cm, Ns = 1,7027 cm, Nye = 1,4229 cm. 
Infine, la (1723) dà 


2 -2500(0,5065 + 0,9276 + 1,2291 + 1,4384-+ 1,7027) + 2 - 3600 - 1,4229 


a — 1 
> sù 2-2500(0,5065°+ 0,9276°-+ 1,2291?+ 1,4384°+ 1,70272) + 2 -3600 - 1,4229? 


= 758, 


Risulta così w' = 27,53, f = 4,38, T'= 0,228” (19), 


Esercizio 2283. — Determinare ' per il telaio della fig. 1943 a), nel caso in cui 
le travi orizzontali si possano ritenere infinitamente rigide. 

Soluzione. Se i pesi P di ciascuna trave (opportunamente aumentati per te- 
ner conto della massa dei tronchi corrispondenti dei piedritti) sono uguali, gli spo- 
stamenti orizzontali dei nodi 1 e 2 risultano (es. 878) 


5 = 2PR3 5,= 2PRS Ph 3Ph3 
1° 2454’ 2° 24ETJ' 24EJ 24ET° 


Quindi la (1723) dà 


o3= 9 PE+ PARI _ 120, EJg 
—IP(3°+ 3°)(Phe 245) — 13° PR 


Esercizio 2284. — Idem, nel caso della fig. 1943 b). 
Soluzione..Se P,= P,= P., gli spo- 
stamenti risultano 


_ 3PR8 e, Spr 
È = 34EI” 7 24pi’ 
e, PR 
3° 24EJ° 
La (1723) dà 
24 EJg EJg 
#R in nn n 
OT GE Phi iii Phs * Fig. 1943. 


Esercizio 2285. — Idem, nel caso della fig. 1943 c). 
Soluzione. Se P,= Pa = P3= P,4;, gli spostamenti risultano 


5,= 4Ph83 P 7Ph3 &,= 9Phs &= 10Ph3 
1° 245EJ” 2° 24EJ° 3° 24EJ° + 24BJT 


(38) Lo stesso esempio è studiato da F. BLEICH (SfahRlhochbauten, 1° vol., pagg. 424-427, Ben 
lino, Springer, 1932) con un metodo di successiva approssimazione molto più laborioso. Il risultate 
è f" = 4,37; per cui la differenza è di 2,3/1000. 
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La (1723) dà 
__ 120 EJg_ EJg 0 /EJg 
= 7° pa 2927 po f= 027228] Fri: 


Il valore corretto (1%) è // = 0,27078VEJg/Ph#; per cui l'errore è di 0,55%. 


Li 


Esercizio 2286. — Idem, per il telaio della fig. 1943 d). Le sezioni dei piedritti 
sono di 30 x 30 cm, e quelle delle travi orizzontali di 30 x 60 cm. Le altezze dei 
piani sono kh, = 6 m, hh} = h}= 5 m, mentre 1=8 m. 

Soluzione. Le travi e i piedritti pesano rispettivamente 450 kg/m e 225 kg/m. 
I pesi da concentrare in 1, 2, 3 sono 

P,= 450 -7,70+ 225-11= -— 6100kg, 
Py = 450 - 7,70+ 225-10= — 5900kg, 
Ps = 450 - 7,70+ 225-5= — 4600kg. 

Procedendo come nell’esercizio 2283, gli spostamenti risultano (E = 2,5 

« 10% kg/cmq) 


É, = 8,85cm, É,= 12,09cm, É,= 13,51cm, 
La (1723) dà 
3 = 981 6100 - 8,85 + 5900 - 12.09 + 4600 - 13,51 = 84,37; 


6100 - 8,85° + 5900 - 12,09° + 4600 - 13,61? 
per cui risulta @' = 9,19, f = 1,46, T'= 0,685”. 


896. Soluzione generale del problema. 


Nei nn. 892, 893 abbiamo considerato la soluzione particolare (5) o (c) 
(n. 892) del sistema di equazioni differenziali del moto delle varie masse, 
che rappresenta i modi normali di vibrazione. Essa vale nel caso in cui 
(soluzione (c)) nell’istante t= 0 si abbia m = 4; 72= 4; ossia le due (o 
più) masse vengano spostate inizialmente di quantità che siano nel rap- 
porto delle ampiezze di uno dei modi normali, e quindi abbandonate con- 
temporaneamente con velocità iniziale nulla. In tal caso i moti delle due 
masse sono e rimangono în fase (o in opposizione nel secondo modo nor- 
male), e quindi esse passano contemporaneamente per le posizioni di ripo- 
so. Vediamo ora che cosa accade invece quando le condizioni iniziali sono 
diverse. Per semplicità ci limitiamo a esaminare il caso particolare del 
n. 892 c). 
a) Supponiamo dunque che all’inizio (#= 0) si sposti ad es. la prima 
massa di a (7,= a), mentre la seconda si obbliga a rimanere nella posizione 
di riposo (7,= 0), e che quindi si abbandonino contemporaneamente, 


(3*) Questo valore di f' si deduce dal risultato trovato da A. GIANNELLI (Telai elastici piani , 
Roma, Tipogr. del Senato, 1932, pag. 204). Anch’esso è però inquinato dalle ipotesi delle travi 
infinitamente rigide e delle masse concentrate nei nodi; per cui è inutile il maggior lavoro richiesto 
da tale metodo, esatto soltanto come procedimento. 
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Questa situazione iniziale equivale alla sovrapposizione di due casi: 
1°) yn.=+ 4/2, n= + 4/2; 2°) n1=+ 4/2, n3= — a/2. Il 1° caso corrispon- 
de al primo modo normale (n. 084 c), rappresentato da 7,= (4/2) cos w#, 
n:= (4/2) cos w't, e il 2° caso corrisponde al secondo modo normale, 
rappresentato da 7,= (a/2) cos W”t, n, = — (4/2) cos wt. Perciò i moti 
risultanti delle due masse sono rappresentati dalle somme dei due, ossia da 


(1724) ni(t) = 3 (cos wt+ coso”) , n:()= 7 (cos wt— cos w”t). 


Queste espressioni soddisfano le equazioni differenziali (a) del n. 892 o del 
n. 893 e le condizioni iniziali suddette. 
Il moto di ciascuna massa è la sovrapposizione di due moti di pulsa- 
zioni @’ e ©” diverse, e perciò non è un moto sinusoidale nel tempo. 
b) Per esaminare in modo semplice le proprietà dei moti delle due 
masse, conviene scrivere le (1724) nella forma (19?) 


w' — n’ ww’ — v° 
Mm = a c08 —— t cos t, 


(1724,) 


2 
w nai 0) tia = © 

Lo spostamento 7, della prima massa passa per lo zero ogni volta che 
si annulla uno dei due fattori variabili, cioè il primo coseno oppure il se- 
condo. Il primo coseno diventa nullo ogni volta che (0’+ «”)t/2 è un mul- 
tiplo dispari di 7/2, ossia quando (@’+ ©’) è un multiplo dispari di x; 
ciò che accade con la frequenza f= (0’+ ”) : 27, cioè a intervalli T= 
=27:(0'+@”).Ilsecondo coseno diventa nullo ogni volta che (0 — w')t/2 
è un multiplo dispari di 7/2, e quindi con la frequenza f= (0”—w’):27 
e a intervalli T= 2a:(0"—w?'). 

Lo spostamento 7, della seconda massa passa per lo zero ogni volta 
che si annulla il primo o il secondo seno. Ciò accade ogni volta che (w’ + 
+”)t/2 0 (0—@')t/2 sono multipli (pari e dispari) di x, ossia quando 
(0+w")t 0 (0’— ')t sono multipli di 27. Perciò anche 7, si annulla 
con le stesse frequenze e con gli stessi intervalli di 7,. 

Pertanto, 7, si annulla a intervalli T= 27:(0/+ ©”) e si annulla 
anche in altri istanti situati a intervalli maggiori T,= 27: (0 — w'). Lo 
stesso dicasi di 7., che però non si annulla contemporaneamente & 7y 
bensì in istanti a metà distanza da quelli nei quali si annulla 7, (es. 2288). 

c) La determinazione dei massimi di 7, e di 7, e dei tempi nei quali si 


x 


manifestano non è altrettanto semplice come quella degli zeri. Infatti, 


7g= a sen i. 


(*) Per trasformare le (1724) nelle (1724,) basta utilizzare le relazioni 

eni a 008 a— cos d = 2 sen TT sen 7 
2a go? = 2 2 

Invece di cos (a — è) : 2 conviene scrivere cos (d — G): 2, perchè è, ossia w''i, è maggiore di a, ossia 

di o‘ 


cos a + cos dò = 2 cos 
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essi dipendono -dal-primo ‘fattore»che «varia-rapidamente e dal secondo 
fattore che varia più lentamente. Quindi diventano massimi circa quando 
il primo fattore acquista il valore massimo (uguale a 1), ma in un istante 
un po’ spostato, causa il variare dell’altro fattore; inoltre tali massimi 
successivi sono diversi tra loro, per lo stesso motivo. I massimi assoluti si 
hanno invece circa quando diventa massimo il secondo fattore più lento, 
ma nell’istante in cui diventa circa massimo anche il primo fattore più 
rapido. Questi massimi assoluti sono però minori di a, perchè di solito i 
due fattori variabili non acquistano contemporaneamente il valore mas- 
simo uguale a 1 (n. 896 d). 

d) Come si riconosce dalle (1724), la situazione iniziale N=a Y3=0 
si ripete se accade che per un certo valore di t si abbia tit = m - 2rew"t=n- 2a 
eon m ed n numeri interi. Ciò richiede che sia w'/@' = m/n, cioè che il rapporto 
w'/w' sia razionale (uguale al rapporto di due numeri interi). In tal caso la situa- 
zione iniziale si ripresenta al tempo T,=wm - 27/0 = n - 27/0" e ai suoi mul- 
tipli. I valori minimi di m ed n non sono entrambi pari, perchè basterebbero m/2 
ed n/2. Se sono entrambi dispari, al tempo T;/2 si ha 7} = — a, Ng = 0, mentre 
al tempo 7/4 si ha 71 = 7a = 0. Se uno è pari e uno è dispari, l'esame è altret- 
tanto semplice (198), 

Se m ed n sono numeri interi piccoli, la situazione iniziale si ripresenta spesso 
(ossia 7°, è piccolo). Se invece i minimi numeri interi (tali che m/n = @//0") sono 
grandi, si ripresenta a lunghi intervalli. 

Se il rapporto w'/w' non è uguale a nessun rapporto di due numeri interi, la 
situazione iniziale non si ripresenta mai più (199). 

e) L’intensificarsi periodico delle ampiezze di 7, 0 di 73, che si è rico- 
nosciuto in c), costituisce il fenomeno dei dattimenti. Questi risultano più 
evidenti, ossia l’attenuazione e l’intensificazione della vibrazione di cia- 
scuna massa hanno maggior durata (e quindi il fenomeno si nota più 
facilmente) quando w' è poco maggiore di w/. In tal caso @”— w' è pic- 
cola, e il periodo 7, dei battimenti risulta grande. 

Conviene allora scrivere le (1724,) nella forma 
n + 0" o 


w'+ ww” 
= t)cos 3_-b m= (asen o 


2 


n= (a cos i) sen t; 
e interpretare il fattore fra parentesi come un’ampiezza variabile lenta- 


mente con legge sinusoidale, con massimo uguale ad a, mentre l’altro fat- 


(**) Ades.,sem = 4edn= 7, per 7/2 sihan, = 0,n2 = a, mentre per 7/4 siha n, = ng = 0/2. 

Sem = 7edn= 4, per T;/2siha n; = 0,n9= — a, mentre per 7/4 si ha nj = @/2, ng = — a/2. 

Se m = 6 (cioè non multiplo di 4) ed n = 7, per 7/2 si ha n7=0, ng= a, mentre per 7}/t 
si ha n= n= -— 22. 

In nessun caso e in nessun istante si può avere contemporaneamente n= +a, n= +ta, 
perchè queste sono le condizioni iniziali del primo o del secondo modo normale, il quale perciò 
continuerebbe, in contrasto con le condizioni iniziali supposte. 

('*) Però in pratica si possono sempre trovare due numeri interi il cui rapporto sia circa uguale 
a 0°/0'; per cui ogni tanto la situazione iniziale si ripresenta con buona approssimazione. 
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tore rappresenta una vibrazione di pulsazione (0'+@”):2=-vw=—>w". 

Il massimo dell’ampiezza di 7, simanifesta quando si annulla l'ampiezza 
di 7,, e viceversa (fig. 1945). 

Si hanno dunque degli scambi continui nei moti delle due masse 
(nonchè scambi di energia), per cui all’inizio vibra intensamente la prima 
e debolmente la seconda, poi s’intensifica il moto della seconda e si at- 
tenua il moto della prima, poi torna a intensificarsi il moto della prima e 
ad attenuarsi quello della seconda, e così di seguito (es. 2287, 2288). 

Il motivo. di questo fenomeno si comprende facilmente, ed è dovuto 
alla presenza della molla p (o di qualsiasi altro elemento equivalente, 
es. 2288) che collega le due masse. In un primo tempo la massa m, trascina 
(mediante la molla p) la massa m, che era ferma, e induce in essa una pic- 
cola vibrazione, che s’intensifica a poco a poco perchè favorita dal moto 
di m,, mentre il moto di questa naturalmente si attenua; e questo fatto 
continua fintanto che il moto di m, è in anticipo su quello di m,. Poi, 
quando m, ha quasi cessato di vibrare, il moto di m, acquista un anticipo 
su quello di m,, e allora è m, che trascina m,. E così di seguito. In pratica 
i due moti si attenuano fino a cessare, causa le inevitabili resistenze passive. 

Nel caso dei sistemi vibranti con distribuzione continua di masse, ad es. in 
una corda vibrante (n. 899), il fenomeno dei battimenti si manifesta con l’accen- 
tuarsi della vibrazione in un tratto (o in più tratti), mentre altri tratti sono pres- 
sochè in quiete, e nello spostarsi (o viaggiare) continuo lungo la corda del tratto che 
vibra intensamente. 

Î) La discussione è più complessa nel caso generale in cui le ampiezze dei 
modi normali non siano tali che a,/a, = + l e le condizioni iniziali siano più 
generali di quelle supposte in a). 


Esercizio 2287. — Nel caso del- 
l'esercizio 0373 le tre molle uguali 
hanno py= p, = p = 5,5 kg/cm e 
le due masse uguali pesano 6 kg cia- 
scuna. Studiare i moti (8), N2(t); 
essendo all’inizio 73 = @, 73= 0. 

Soluzione. In questo caso si 
trova w = 30, ©” = 52. Quindi 
si ha (1724) 
n1(t) = (a/2)(cos 30t+ cos 524) , 
Nz(t) = (a/2)(cos 308 — cos 528) . 


Fig. 1944. 


Facendo variare # di centesimo in centesimo di secondo, si ottiene (se a = 1) 
t = 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08... 
N 1 0,9116 0,6662 0,3167 —0,0617 —0,3926 —0,6134 —0,6923 —0,6325 ... 
Na 0 0,0438 0,1591 0,3049 0,4240 0,4633 0,3862 0,1874 —0,1049 ... 


I due moti n;(t), n2(t) sono rappresentati nella fig. 1944. La pulsazione dei 
battimenti è @y =" — © = 52 — 30= 22, e il periodo è T, = 27/22 = 0,286”. 


Il 
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Esercizio 2288. — Studiare i moti 77,(t), 7:(t) dei due pendoli dell’esercizio 2270, 
essendo all’inizio 7, = a, 7, = 0. 
Soluzione. — Essendo ’' = 3,13, @” = 3,87, si ha (1724) 


n1(t) = (a/2)(cos 3,138 + cos 3,87%) , Ns(t) = (a/2)(cos 3,13% — cos 3,87 t) . 


Le due funzioni sono rappresentate nella fig. 1945. Essa mostra (in modo più 
evidente della fig. 1944, causa la maggior lunghezza di 7';) il progressivo attenuarsi 


Fig. 1945. 


della 7, e l’intensificarsi della ns, e viceversa (n. 896 e). La n, riprende quasi tutta 
la sua intensità dopo un tempo uguale al periodo dei battimenti, ed 7), si annulla 
(circa) di nuovo. La pulsazione di questi è @, = ©” — w' = 3,87 — 3,13 = 0,74, 
e il periodo è T, = 27/0,74 = 8,49. 


C) I SISTEMI CONTINUI. 


897. I sistemi elastici continui. 


Finora abbiamo studiato i sistemi costituiti da una sola massa (un 
grado di libertà) o da poche masse (più gradi di libertà) pressochè concen- 
trate, sostenute da una struttura elastica (molla, barra, trave, ecc.) della 
quale abbiamo supposto trascurabile la massa rispetto a quella o a quelle 
concentrate. Abbiamo anche visto (n. 388) come si possa tener conto del- 
l’influenza della massa della struttura sul periodo 7,, mediante un artificio 
che dà risultati abbastanza approssimati anche quando questa non è pic- 
cola (es. 2259-2264). Dobbiamo ora studiare direttamente le vibrazioni 
delle strutture nelle quali la massa propria è la sola in gioco o prevale 
su quelle concentrate. In particolare, ci occuperemo principalmente della 
vibrazione trasversale delle corde tese, della vibrazione longitudinale delle 
barre e della vibrazione trasversale (o flessionale) delle travi e delle lastre. 

Questi problemi si possono studiare con metodi rigorosi, che sono ab- 
-bastanza semplici nel caso della sezione costante, ma che richiedono mezzi 
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matematici più elevati nel caso generale: Oppure si-possono studiare .con 
metodi approssimati (analoghi a quelli esposti nei nn. 817 ,s 818, 821-823 
per lo studio del carico di punta), che consentono di spingere l’approssi- 
mazione fino al grado desiderato. 

Lo studio rigoroso consente di determinare i periodi naturali delle 
vibrazioni stazionarie, che sono le più importanti, e le forme corrispon- 
denti delle deformate dinamiche (che sono in numero infinito); e consente 
anche di riconoscere l’esistenza di onde viaggianti lungo la struttura e la 
loro relazione con le onde stazionarie. Delle onde viaggianti ci occuperemo 
rapidamente soltanto nel caso delle corde, ma esistono anche nel caso delle 
travi che vibrano longitudinalmente o trasversalmente. Invece lo studio 
approssimato consente di determinare soltanto il periodo naturale della 
vibrazione stazionaria (di solito la fondamentale), mentre la deformata 
dinamica si assume arbitraria ma verosimile. 

Dei problemi relativi alle vibrazioni forzate e alle vibrazioni provocate 
da carichi mobili daremo solo un rapido cenno, perchè richiedono di solito 
mezzi superiori, che qui vogliamo evitare. 


898. Vibrazioni delle corde. Soluzione particolare. 


Lo studio delle vibrazioni delle corde tese appartiene più alla Fisica 
che alla Scienza delle costruzioni; tuttavia può interessare per gli effetti 
che queste vibrazioni provocano ad es. nelle 


linee elettriche. CE ee 473 
a) Consideriamo una corda metallica (0 a) 
di altro materiale resistente a trazione), di di Sdp 
è i ° : Ss db DI 
sezione A costante, di peso specifico y unifor- a D dA 
me (peso unitario q= y 4), tesa tra due punti ds e $ 
A e B distanti ! (fig. 1946 a). Si pensa la corda TE 
ig. 1946. 


infinitamente flessibile, cioè si suppone nullo 
il momento d’inerzia Y della sezione. Inoltre si ammette che lo sforzo $£ di 
trazione sia costante lungo la corda, e che rimanga invariato durante la 
vibrazione. Queste tre ipotesi sono tanto meglio verificate quanto maggiore 
è S (*°) e quanto più piccole sono le ordinate 7 della deformata dinamica. 


(11°) Infatti, il peso gl della corda fa variare S da sezione a sezione sia se la corda è verticale 
(n. 111), sia se è orizzontale (n. 116); ma se S è molto grande rispetto a gl, la variazione è trascura- 
bile. Inoltre quando la freccia della deformata dinamica è f si ha un aumento di S che vale (nota 2 
del Cap. X) AS= AE: = AE- Al = EA- cj?/1?, indipendente da S; per cui se S è grande e se //l è 
piccolo, AS è trascurabile rispetto a .S. Infine, se S è grande, la forza di richiamo — Sn”"dx dovuta 
a S è grande rispetto alla forza fittizia g**dr = EJn!"dx, che costituisce la forza di richiamo 
dovuta alla rigidezza a flessione; per cui anche questa è trascurabile. 

In e) e nel n. 906 accenneremo all’influenza della rigidezza. 

Se invece l’ampiezza della vibrazione è grande, S non si può considerare costante nel tempo, 
e quindi la forza di richiamo varia durante il moto (anche perchè non si.può sostituire 1/r con — n, 
e 1/r non varia proporzionalmente alle n); per cui la vibrazione non è più armonica (n. 890 a). 
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Alle due estremità di un elemento ds= — dx della corda deformata 
(fig. 1946 b) agiscono i due sforzi $ di direzioni leggermente diverse, per 
cui essi hanno una risultante normale alla corda e rivolta in dentro, che 
costituisce la forza di richiamo dell’elemento dr e che vale (nota 15 del 
Cap. XXVII e (232)) Sdp= Sde/r= — S(d°n/dre9)de (10). 

La forza d’inerzia agente sullo stesso dr vale — (y/g) Adx - d*p/di? se 
«considerata rivolta in fuori, e + (y/g)Adx - d*7/dt° se in dentro. 

L’equilibrio dinamico dell’elemento de dà l'equazione 


dn yA dn 
— Sa + 7 dn 2=0 è 
ossia (equazione di Eulero) 
9 dn _ 2 2 fa B6_d 
LIZA) die da ° e 4 —) 


(a ha la dimensione ZT- di una velocità). 

b) Questa equazione alle derivate parziali ammette un integrale 
particolare e un integrale generale (n. 899). Occupiamoci per ora del 
primo, che si può scrivere nella forma del prodotto di una funzione della sola 
x e di una funzione del solo t: 


(1726) n(e,t)=f(2) -f.(t) . 


Questa soluzione è caratteristica delle vibrazioni stazionarie e în fase. 

Stazionarie significa: che la vibrazione non si sposta lungo la corda: 
cioè che quei punti (nodi) di ascisse <,, x, ... nei quali f.(2,) = 0, f.(1) = 0 
..., hanno p= 0 per ogni valore di ?, ossia del secondo fattore f.(t), e quindi 
non si spostano lungo la corda nel tempo. Lo stesso dicasi di quei punti 
(ventri) nei quali f.(r) è massima, poichè in essi lo spostamento 7 varia al 
variare del fattore f.(t), ma è sempre massimo rispetto agli 7 contemporanei 
degli altri punti. 

In fase significa che 7 in ogni punto diventa massimo o nullo nello 
stesso istante, cioè quando diventa massimo o nullo il fattore f;(t) (i moti 
di tuttii punti sono sineroni; in particolare, tuttii punti ripassano contem- 
poraneamente per la posizione rettilinea AB di riposo della corda). 

In altri termini, la soluzione (1726) dice che în un dato istante t,, ossia 
per un dato valore f,(t,), tutti i punti hanno ordinate 7 proporzionali ai 
valori di f.(r), che rappresenta la deformata massima della corda nel- 
l'istante in cui il fattore /.(t) ha il valore massimo uguale a 1 (perchè, 


(111) La stessa espressione si ha direttamente dalla (4), che dà g* = — Sd?ndz3, ossia 11 carico 
"munitario fittizio g* corrispondente allo sforzo S e alla funicolare n(x). Sullo stesso tratto x = 1 
_agisce poi anche la forza d’inerzia —(y/9) 4dn?dt?: e per l'equilibrio delle due risulta ancora la (1725). 

Le ordinate n variano con l’ascissa z del punto e col tempo t, ossia è n= n(2,t). 
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come vedremo, si ha f.(t)= sen wt). E che în un dato punto x, lo sposta- 
mento 7 varia proporzionalmente ai valori di f,(t) (!°). 

c) La (1725) può essere soddisfatta se i due fattori della (1726) 
sono (1) 
(a) f.(®) = Nm sen ca, f(t)= sen wt . 


Il] primo soddisfa inoltre la condizione 7= 0 per a= 0. Per soddisfare 
anche la condizione 7 = 0 per x=/ dev'essere c= na/l (n= 1, 2, 3, ...); 
per cui (14) 


(1727) n(e,)= mn sen "7° sen ot . 


” 


Sostituendo nella (1725) si ha 


Mm Sen naafl » (— @? sen Wt)= a? + (—n°7°/l\Mn sen nax/l - sen wi , 
per cui dev'essere 0? = wì = a?n?72/18; da cui (1°) 


- NA 
(1728) == 7 Le. 


(13) In breve, n è proporzionale a f,(r) a parità di # o di f,(t); ed è proporzionale a f;(t) a parità 
di x o di f(x). 

(113) Se non si vuole ammettere a priori che le funzioni f;(t) ed f(x) siano sinusoidali, basta cone 
siderare la soluzione stazionaria (1726) e sostituirla nella (1725), che diventa 


fi (0) _ Pe. tz (2) '() 
I,(t) Fi, 0) 


Poichè il secondo membro non dipende da t, si ha che la derivata fj'(t) dev’essere proporzionale 
alla funzione j;(t); quindi la f,(t) dev’essere del tipo a sen cjé oppure a cos ct. Non può essere del 
tipo a senh ct, perchè, come ora vedremo, il rapporto 7"/fy è negativo. 

Poichè il primo membro non dipende da 7, si ha che la derivata fe ©) dev’essere proporzionale 
alla funzione j,(r); quindi la f_(r) dev'essere del tipo n, sen cx oppure n, cos cor. Non può essere 
del tipo n, senh cr, perchè non soddisferebbe la condizione n = 0 per 2 = /. (Il rapporto i "ly è 
negativo, e quindi è dunque negativo anche il rapporto fj°/f;: v. sopra.) 

(È naturale che la funzione f;(t) sia sinusoidale, perchè il moto dev’essere armonico, essendo la 
forza di richiamo —,Sn'” proporzionale a n” e quindi anche ai valori di n nel tempo. Essendo la 
j;(t) sinusoidale, il rapporto f}"/f; è negativo e quindi è negativo anche il rapporto Pon liz. Per conse- 
guenza la f_(r) contiene funzioni circolari e non funzioni iperboliche.) 

(314) Si ha sen naz/l se x si misura da un’estremità; si ha cos naz/l se 2 si misura dal mezzo. 

Si ha sen wt se si comincia a contare il tempo (t = 0) quando la corda passa per la configurazione 
rettilinea; si ha cos mt se si comincia a contare quando la deformata dinamica diventa massima. 
Se invece si comincia a contare # in un istante qualunque, si ha fy(t) = a sen ut + d cos wt, con ae d 
costanti da determinare. 

(15) Questi valori ©, (autovalori) sono quelli che deve avere © per ciascuna configurazione, af- 
finchè la forza d’inerzia risulti uguale alla forza di richiamo (cfr.il n.878). Inoltre affinchè l’ugua» 
glianza si abbia in ogni punto, la deformata dev’essere una sinusoide (autofunzione) (cfr. la nota 10). 
Si confronti col caso del carico di punta, nel quale P., è il valore che deve avere P affinchè il mo- 
mento esterno risulti uguale a quello interno; mentre la deformata dev’essere una sinusoide af- 
finchè l’uguaglianza sussista in ogni sezione (nn. 274 d, 816 d e la nota 27 del Cap. XXXII). 

Qui le pulsazioni naturali si indicano con ®, (cioè 0}, 09, 03 ...), anzichè con 0g come in A) 0 
con w', 0”, 0”... come in B), perchè sono in numero infinito (una per ogni valore di x, ossia per 
ogni possibile deformata, a una o a più semionde). 


fy(@) 0 = o) i €), ossia 
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«Quindi la frequenza e.il periodo naturali risultano (0 = 2xf=22/T) 
n 13/89 2 Ay 
(729), (1730) h=>:7|4 T==1| da 
Per n= 1, 2, 8,..., le deformate dinamiche sono rappresentate nella 
fig. 1947 a), b), c); le frequenze corrispondenti va- 
mr oo riano come i numeri 1, 2, 3, .... Per n= 1 si hanno 
n=l 2) due soli nodi alle estremità e un ventre nel mezzo; 
per n> 1 si hanno anche nodi intermedi. 
Per una stessa deformata la frequenza è inver- 
samente proporzionale alla lunghezza / e alla radice 
"=" di S, e inversamente proporzionale alla radice di 
Fig. 1947. A e di y, ossia del peso unitario g= Ay. 
Per n= 1 si ha la vibrazione fondamentale; per 
gli altri valori di n si hanno le armoniche, che possono essere infinite (1°). 
Se o = S/A è la tensione nella corda, si ha anche (0= y/g densità) 


o O) 
(1729,), (1730) fn==°3- o Ia" | = . 
Anche la somma di più funzioni del tipo (1727) soddisfa la (1725) (perchè 
questa è un’equazione differenziale lineare); per cui in generale si ha 
n(c, 1) = TM, sen Lie) sen (pt . 
n 
Ciò significa che la deformata dinamica può essere la sovrapposizione della 
vibrazione fondamentale e di un numero qualunque di vibrazioni armoniche. La 
presenza e il numero delle armoniche e le loro ampiezze 7), dipendono dalla forma 
della deformata che si è impressa inizialmente alla corda (1). 

Per effetto delle resistenze passive (che qui non si sono considerate, ma che 
non mancano mai) le armoniche sono le prime ad attenuarsi e a scomparire, per- 
chè, essendo le più rapide, dissipano più energia; per cui dopo un certo tempo ri- 
mane la fondamentale quasi sola, che si attenua più lentamente. 

d) Usiamo ora un criterio enegetico. 

Quando la deformata dinamica 7(,t) = f.(x) sen mt diventa massima 

(sen wt = 1), cioè 7 = f(x), la corda possiede soltanto energia elastica L,, che ha 


('!5) Tutti i sistemi elastici continui (cioè con massa ripartita) possono vibrare in infiniti modi 
diversi, a ditferenza dai sistemi a pochi gradi di libertà, nei quali le configurazioni normali sono tante 
quanti sono i gradi di libertà. Infatti, i sistemi continui hanno infiniti gradi di libertà, poichè le 
ordinate ., di ogni punto sono indipendenti tra loro e sono espresse da una funzio.\e n(c) (con la 
sola condizione che sia mantenuta la congruenza o continuità della struttura). 

(!!") xe la causa che ha provocato la vibrazione ha deformato inizialmente la corda secondo una 
curva rappresentata da una (x) qualsiasi, questa si può sviluppare in serie di Fourier del tipo 
n(x) = X»y sen n :z/l, i cui termini rappresentano le vibrazioni semplici (fondamentale e armo- 
niche). Quindi la presenza e le ampiezze », delle varie armoniche dipendono appunto dalla defor- 
mata . (7) iniziale. 

Si ha una vibrazione sinusoidale pura, corrispondente a un solo-valore di n, soltanto nel'caso - 
in cui sia tale la deformata impressa inizialmente. 
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allora il massimo valore. L’allungamento della corda è (n. 817 c) 41 = (1/2) /n'?dx, 
e si ha L= SAI, perchè $ è praticamente invariabile; quindi (118) L, (8/2) / n'3dx. 
Quando invece la corda passa per la posizione rettilinea (sen wt = 0), possiede 
soltanto energia cinetica W, che ha allora il massimo valore perchè la velocità è 
massima. L'energia cinetica di un elemento dx è (g/9)dx - 2/2 = (g/9)dx è w*n°/2; 
quindi per tutta la corda W = (©?/29) / qr?dx. 

Per il principio della conservazione dell'energia dev'essere Li = W, da cui 


l Li 

J n°de f n°da 

(1731), (1731,)) @2=Sg° , e se q è costante wi = 89.6 == 
1 E A q i 

P, qnd gi nda 


Se S è variabile lungo la corda (ad es. corda disposta verticalmente, di peso pro- 
prio non trascurabile), si lascia S dentro l’integrale al numeratore. 

Se nella (1731,) si sostituisce 7 = {,(2) = Nn sen nax/l e la sua derivata, si 
ottiene l’espressione di ©, trovata in c). Se invece si usa una funzione n(x) arbi- 
traria (ma verosimile), si ottiene un valore di ©? approssimato in eccesso (O 
Però la (1731) diventa realmente utile nel caso di una corda di sezione variabile, 
perchè l'integrazione dell'equazione differenziale, analoga alla (1725), d*npdt? = 
= (S9)(d°77/de2) : q(x) può essere assai complessa. Si usa allora nella (1731) una 
funzione 7)(x) arbitraria, che si può anche migliorare come nel n. 821. 

e) Per tener conto della rigidezza a flessione della corda, basta aggiungere 
alla forza unitaria di richiamo g* = — Sy" la forza unitaria pure di richiamo corri- 
spondente alla flessione, che (se EJ è costante, (235)) è g** =EJy. Quindi 
l'equazione differenziale del moto diventa 

di 2, py®M 74.0 _ 


Nel caso di A, J, y, E costanti, una soluzione è ancora 
n(c, t) = Mn sen nax/l - sen nt , 


come si verifica facilmente. Quindi, sostituendo nella (1732) e sopprimendo i fattori 
comuni, si ottiene per w} l’espressione 
a_ a Sg n'ai EJg _n°a? Sgi n°n? EJ) 
(a) = 4° a 4y °F z| es): 
Il fattore esterno alla parentesi è il quadrato di ©, dato dalla (1728) nel caso 
di EJ = 0; mentre n°72EJ/1? è il valore critico S,, di S se agisse per compressione 
sulla corda dotata di rigidezza. Per cui si può scrivere 


(1733) o0= 0,14 58, = ff1+ 58. 


(!!5) Se la corda non è tesa fra due punti di distanza l invariabile, ma invece è fissata in alto 
ed è mantenuta tesa in basso da un peso P (S = P), Al non rappresenta un allungamento, bensì 
l'innalzamento periodico del peso P; e l'innalzamento Al di P immagazzina ancora (sotto forma 
di energia potenziale di posizione) lo stesso lavoro L = PAL = SAI (cfr. la nota 20). Per cui i vari 
risultati valgono anche in questo caso. 

(*!*) Non solo approssimato in eccesso, ma anche dotato di buona approssimazione, come nel 
caso della (1499), perchè i due integrali della frazione sono appunto gli stessi che figurano nella 
(1499). Nel n. 903 4) dimostreremo questa proprietà in modo generale. 
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La rigidezza EJ fa dunque aumentare f' rispetto a f. In particolare, se EJ è 
tale éhe-sià Sy= $, risulta // = V/2f. Se S, s S, risulta /.s V/2f. Se EJ =0, 
ed S., = 0, risulta / = f. 

Si veda anche il n. 907 a. 


Esercizio 2289. — Una corda d’acciaio di 2 mm di diametro, lunga 1 m, è 
tesa con S = 50 kg. Calcolare la frequenza della vibrazione fondamentale. 
Soluzione. La (1729) dà (n= 1) 


1 1 / 50- 981 
h=3 100 | 0,0314 - 0,008 > 99 - 
Esercizio 2290. — Una corda d’acciaio è tesa in modo che si abbia 


o = 4000 kg/emq. Calcolare f, della vibrazione fondamentale. 
Soluzione. Si ha @ = 0,008/981 = 0,000008155 kg-massa/cme. Quindi la 
(1729,) dà 
1 13/ 4000 11070 


h=z T| oo0000sis8 = 1 | 
Se 7 = 50 cm, risulta f, = 221,4. Le armoniche hanno frequenze 2, 3, 4 ... 
volte maggiori. 


Esercizio 2291. — Idem. Che lunghezza deve avere la corda affinchè la vibra- 
zione fondamentale dia la nota la, (fj = 435)? 

Soluzione. Dalla formula dell’esercizio precedente si ricava 2 = 11070/435 = 
= 25,4 em. Se la corda è lunga 27 = 50,8 cm, può ancora dare la nota la, come 
prima armonica, cioè per n = 2 (se si ostacola la vibrazione nel punto di mezzo). 


Esercizio 2292. — Con che sforzo si deve tendere una corda d’acciaio di 0,5 mm 
di diametro, lunga 30 cm, affinchè dia il la, (f, = 217)? 
Soluzione. Dalla (1729) si ricava 


0,00196 - 0,008 


8= si ppir= 4 7 30 217 = 2,71 kg. (o = 1380 kg/emq) 


Esercizio 2293. — Calcolare il periodo 7, di una corda col metodo del n. 888. 

Soluzione. Se si pensa che nel punto di mezzo esista una massa concentrata 
m di peso P e se si ammette che la corda vibri secondo la deformata bilatera che si 
ha quando la massa della corda è trascurabile rispetto a m (es. 2188), al peso P 
si deve aggiungere (nota 72) il peso Q/3, essendo Q = yAl il peso ripartito della 
corda. Si ha così dò,; = (P + Q/3)I/4S, e nel caso di P= 0, dò, = QY/128S = 
= yAl?/128. Perciò la (1678) dà 


_ (vAR _ n (AV _ f[Ay 
Ti 2a | Tesi gal 85 — 1,8138 ! | da * 


invece di (1730) T, = 22V4y/Sg. Quindi l’errore è di 9,31%. 
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Esercizio 2294. — Una barretta d’acciaio di 5 mm di diametro, lunga 1 m, è 
tesa con S= 50 kg. Calcolare la frequenza tenendo conto della rigidezza a flessione. 

Soluzione. Si ha A = 0,196 cmq, J = 0,00307 emi. 

Per E = 2,15 - 106 kg/emq la formula di Eulero dà S,, = 6,51 kg. 

Nell’ipotesi di EJ = 0, la (0237) dà f, = 27,96. Quindi la (1733) dà 


Sol 


1 — 27,961/1+ £5 _ 27,96 - 1,063 = 29,72. (aumento di 6,3%) 
1 


Esercizio 2295. — Un filo metallico è teso fra due punti A e B a livello, in 
modo che si disponga con una freccia f piccola rispetto a 1 = AB (fig. 154). 
Determinare la frequenza della vibrazione nel piano verticale. 

Soluzione. a) Lo sforzo di trazione S è circa costante lungo il filo ed è dato 
dalla (103): S= — H = gl?/8f. Perciò, sostituendo nella (1729), si ottiene 

de 9g g pei 0,554 + 
(1734) fi = = 87 qu = | f = asi ’ T, = 1,806VFmetri È 

La frequenza f, è dunque indipendente da $, g, y ed 1, in virtù della suddetta” 

relazione che lega $, q, l, f, e dipende soltanto dalla freccia f. 


b) Ad es., una tesata di una linea elettrica avente f = 4 m vibra nel piano 
verticale col periodo 7, = 1,806V4 = 3,6”. 


Esercizio 2296. — Idem. Determinare il periodo dell’oscillazione pendolare 
del filo (supposto che venga lanciato in modo che l’oscillazione sia in fase in tutti 
i punti). 

Soluzione. a) Il filo, disposto secondo una curva pressochè parabolica (n. 116 a), 
si comporta come un pendolo composto. Perciò il periodo dell’oscillazione completa 
(supposta piccola) è dato, com'è noto, da 

To 1 Ve 
mT=2a|5. 3 = 2a). 
essendo J, il momento d’inerzia ed IX, il momento statico della massa (o anche della 
lunghezza) del filo rispetto alla retta AB, e y=J,/9, la distanza del baricentro 
dei momenti statici rispetto a tale retta dalla retta stessa. Ossia il periodo è uguale 
à quello di un pendolo semplice di lunghezza y.. 
Se f è molto piccola rispetto a l, si può confondere ds con dx (n. 116 a), e si ha 


m.= | ya = (4 (la — 22)dx =-iy , 


i è 8 
T= fede = (HP opa hip; 


i 
per cui risulta y. = (802/15) : (27/3) = (4/5)f. 
Pertanto si ottiene (120) 


A37= SF 
(1735) ri=>2n | see L= 1794vV/7,. 
pi g g metri 


(1*) Il periodo, dell’oscillazione pendolare risulta pochissimo diverso dal periodo della vibra- 
zione nel piano verticale, trovato nell’esercizio precedente. 
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b) La (1735) consente di determinare la freccia f (che spesso non è agevole 
da misurare, specie per tesate lunghe), misurando invece T,. Perciò, se si conta il 
numero N delle oscillazioni complete in un minuto primo, si ha 
T2 1 1 60 \°_ 602 1 1182 


1 
(17351) fmetri = 794 = 1798" RT RIZANDA — L79e NU Na‘ 


c) Ad es., se si è contato N = 22, risulta f = 1182/22? = 2,44 m. 
Quindi, se il filo è di ferro di 5 mm di diametro (qg = 0,153 kg/m) ese] = 150 m, 
lo sforzo di trazione risulta S = g12/8f = 0,153 - 1502/8 - 2,44 = 176 kg (Cc = 
= 176/0,196 = 900 kg/emq). 


899. Vibrazioni delle corde. Soluzione generale. 


a) Due soluzioni generali dell’equazione alle derivate parziali (1725) 
sono 7(x, t)= F.(ex— vt), (e, t)= F.(r + vi), dove F, ed F, sono due fun- 
zioni arbitrarie della variabile complessiva e — ot e della 2+ vt, e v è una 
costante che rappresenta una velocità (vt dev'essere una lunghezza come #). 

Si riconosce facilmente che F,(x — vt) soddisfa la (1725) qualunque sia 

il tipo della funzione F,. Infatti, indicando 2 — vt con e, si ha d°g/ di = 
= 0° - d°F,/de?, d°nfde*= d°F,/de?; e sostituendo nella (1725) 

d°F. a d°F, 


gi 1 


de? de? da cui v= a. 


Quindi la (1725) è soddisfatta purchè sia v= a. Analogamente per 
F.(c + vi). 
Pertanto, l’integrale generale della (1725) è dato dalla somma (121) 


(1736) n(e, t)= Fi(e— vt) + F.(c+ di). 


b) La funzione F,(x — vt) rappresenta una perturbazione che viaggia 
o si propaga immutata lungo la corda nel verso delle x crescenti, con velo- 
cità v. Infatti, se si dà a t un incremento At e a « l'incremento Ar = vdt, 
la variabile complessiva 2 = x — vt rimane invariata, e quindi rimane inva- 
riato anche il valore (2) dell’ordinata n, che si sposta appunto di 4x 
nel tempo dt, con velocità v (!**). Analogamente, la funzione F.(2 + vt) 
rappresenta un’altra perturbazione che viaggia nel verso opposto (!*), 
con la stessa velocità v. 


(111) È evidente l’analogia formale di questa soluzione con quella del problema del colpo d’ariete, 
dovuta all’analogia delle equazioni differenziali che governano i due fenomeni. 
(13°) Cioè si ha 
F,(r — vt) = Fix +Ar—w(t + At)]= F,(r + vat — vt— vAt). 


Quindi l’ordinata n = F;(x — vi) che si aveva nel punto x nell’istante i si sposta immutata nel punte 
x + Ax nell'istante £# + At. 

(15) La variabile complessiva 7 + vt non varia se si aumentano t di At e z di Ar = — sAt; 
quindi la velocità di propagazione è — v. 


LE VIBRAZIONI 343 


Per quanto si è detto in a), la velocità con cui si propaga la perturba- 
zione è data da 


fa I37, IT pa i 
(1737) v=a=]| =] 2 _] = =] a =|-7: (= 7/9 densità) 
essendo m la massa per unità di lunghezza della corda. La v è indipendente 
dalla lunghezza /. Le dimensioni di V09/y sono effettivamente quelle di 
una velocità (LT). 

Il tempo 7/2 che impiega la perturbazione a percorrere la lunghezza / 
della corda e quello 7 impiegato per l’andata e ritorno sono 


1 n ) 
==1] , r=a)t. 


(1738) 


Il tempo 7 coincide dunque col periodo 7, della vibrazione stazionaria. 


c) Supponendo per ora che manchi la 7, la funzione /, rappresenta la 
forma della perturbazione 7 della corda per diversi valori di x, in un dato istante #. 
Ad es. per t = 0 si ha appunto 7)(r) = F,(x). Tale perturbazione può avere una 
forma qualsiasi ed essere estesa (in un dato istante) a 
un tratto x,-, qualunque (o a più tratti), come 
quella della fig. 1948, interessante all’istante t gene- 
rico il tratto x, - x, e che viaggia immutata verso 
destra, interessando successivamente tratti xi - x} 
della stessa lunghezza. 

Se invece si mantiene costante x e si varia t, la F, rappresenta anche la varia- 
zione di 7 in un dato punto al variare di # (perchè nel punto x passano successi- 
vamente le varie ordinate 7) della perturbazione che viaggia). 

Se si tratta di una perturbazione limitata a un tratto, dopo il suo passaggio la 
corda ritorna in riposo, cioè ridiventa rettilinea (124). 

Le stesse considerazioni valgono anche per la funzione F,. 

d) Le due funzioni F, ed Y, risultano determinate quando sono date le con- 
dizioni iniziali, cioè per £ = 0 (o in un istante qualunque t). 

Osserviamo anzi tutto che per t = 0 si ha dalla (1736) 


(a) n(e) = F.(x) + Fa(2), dnfdt = - Fi(2) + Fi(0)]. 


Fig. 1948. 


Consideriamo due casi semplici. 

La perturbazione iniziale (t = 0) consista in una deformazione di ordinate 
n = F(x) in un tratto x, - ©», e quindi la corda venga abbandonata senza impri- 
mere velocità iniziali ai punti del tratto deformato (d7/dt = 0). Queste due condi- 
zioni iniziali risultano soddisfatte sovrapponendo due perturbazioni F,(x — vt) ed 
F,(x + vt) viaggianti in versi opposti, tali che F,(x) = F.(x) = (1/2)F(x). Infatti, 
essendo anche F;(x) = F3(x), nelle (a) risulta d7/0t = 0 ed 7(x) = F(x). Perciò 


(3%) La perturbazione si vede viaggiare lungo la corda. Se si mette sulla corda (orizzontale) un 
leggero cavalletto di filo metallico, questo col suo saltellare indica il passaggio della perturbazione. 
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la perturbazione 7 = F(r) si scompone in due metà 7, ed F., (fig. 1949 a) che 
si propagano l’una verso destra e l’altra verso sinistra con velocità v, che si 
sovrappongono parzialmente durante un certo tempo (fig. 1949 b), e quindi si 
separano (fig. 1949 c) (125). 

La perturbazione iniziale consista invece nell’imprimere ai punti di un tratto 
£, - xy delle velocità (normali alla corda) rappresentate da dn/dt = g(r), senza 
spostamenti 7) iniziali. Queste due condizioni iniziali risultano soddisfatte sovrap- 


Fig. 1949. Fig. 1950. 


ponendo due perturbazioni F,(r — vt) ed F.(r + ot) tali che F,(r) = — F.(2) = 
= — (1/2) /g(x)dr, come si riconosce facilmente sostituendo nelle (a) (126). Perciò 
la.suddetta velocità.iniziale impressa genera due perturbazioni Y, ed 7, uguali 
e opposte (fig. 1950 a), le quali si compensano appunto nel tratto x, - x, ma che 
poi viaggiano e si separano (fig. 1950 b, c) (127) (128), 

e) Riflessione contro un punto fisso. Consideriamo una corda che ha un estremo 
nel punto B (fig. 1951 a), nel quale è mantenuta ferma, ed è illimitata verso sinistra; 
e supponiamo che una perturbazione 7, = F,(x — vt) viaggi da sinistra a destra 
verso B (129). Per soddisfare la condizione che in B si abbia costantemente n=0, 
si può pensare che il punto B sia reso libero, che la corda sia prolungata a destra 
di B, e che lungo tale prolungamento fittizio viaggi verso sinistra una seconda per- 
turbazione (ammessa dall’equazione (1725)) N, = F.(r + vt) simmetrica (e op- 
posta) della F,(x — vt) rispetto a B. Quando le due perturbazioni s’incrociano e si 


(115) Il fenomeno si comprende forse meglio se si pensa che le due perturbazioni F\=Fs=F:2 
esistessero anche prima dell’istante t = 0, e che si trovassero la Fj(x — vt) a sinistra del tratto 
z,-r, e la Fs(r + vt) a destra, a distanze uguali dal tratto T) - Tg: quindi, viaggiando la Fi 
verso destra e la F, verso sinistra, siano venute a sovrapporsi in X - To, generando appunto la 
F = F,+ Fg = 2F, = 2F>. Dopo di che ciascuna continua il suo cammino e si separano di nuovo. 

(3) Infatti, essendo F(r) = — F,(), F;(2) = — g(2):2v, F;(2) = (x): 2v, nelle (a) risulta 
appunto n(x) = 0 e dnfdi = (e). 

(!*) Analogamente a quanto si è detto nella nota 125, anche in questo caso si può pensare che 
le due perturbazioni Y,(r — vt) = — F>(x + vt) esistano anche prima dell’istante # = 0, che per 
t= 0 si sovrappongano in x] - 1, annullando gli spostamenti n e raddoppiando invece le velocità, 
e che poi proseguano separandosi. 

(15) Il primo di questi due casi corrisponde al caso delle corde pizzicate e quindi abbandonate 
(spostamenti :, iniziali dati e velocità dn/dt nulle); il secondo al caso delle corde percosse (sono 
impresse certe velocità iniziali ai punti del tratto percosso, mentre per t = 0 è ancora n= 0). I 
due casi sono studiati ampiamente nei Capp. VIII e X del volume di H. BovASSE: Cordes et mem- 
branes, Parigi, Delagrave, 1926. 

(!**) Per una perturbazione viaggiante verso sinistra non sussiste il problema della riflessione, 
perchè la corda si è supposta illimitata verso sinistra. 
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sovrappongono, sì ha 7 = 7), + 73- Ma nel punto B giungono contemporaneamente 
ordinate 7), ed 7, uguali e opposte (cfr. la nota 


131), per cui 7, è costantemente nulla. Poi le RR B a) 
due perturbazioni, proseguendo, si separano: la —--—-- ,, «e 
F,(x — vi) si può pensare che prosegua lungo mu 
il prolungamento fittizio, mentre la F.(x + vt) —v 
prosegue lungo la corda reale a sinistra di B, ei ______... BE E A 
costituisce la perturbazione riflessa dal punto db) 
fisso B (fig. 1951 Db). siti wo 

Fig. 1951. 


Pertanto, una perturbazione che giunge in 
un punto fisso viene riflessa sotto forma di una perturbazione di ordinate cam» 
biate di segno e disposte in ordine inverso. 

f) Se lungo la corda della fig. 1951 viaggia da sinistra verso B un treno d’onde 
di forma sinusoidale (fig. 1952 a), di lunghezza d'onda 4 (distanza fra due sommità 
consecutive dalla stessa parte) e distanziate nel tempo di 7 = 7/v (tempo che im- 
piega un’onda per giungere dove si trovava quella che la precede), la perturba- 
+ zione si può rappresentare con (130) 
s—_ 1 + 


nai t 


> o 
ELI, .In questo caso la perturbazione riflessa dal 
bali “punto B (n. 899 e) è costituita da un altro treno 


di onde viaggianti verso sinistra e aventi le stesse 
caratteristiche (fig. 1952 b), rappresentate da (191) 


t 
Fig. 1952. (e) Tilt: 9) = fe 61 27 (+ 7) ° 


La perturbazione risultante dalla sovrapposizione di 7, ed n, è (1°?) 


2rrx 2at 
ne, t) = N+N= 2m sen T° cos TT: 


(!5°) Le espressioni (b) e (c) sono dei casi particolari delle F(x — vt) ed Fy(x + vt), e hanno gli 
stessi significati. Infatti, se ad es. nella (b) si aumentano # di At e 7 di Ar = vAt, la parentesi diventa 
r+ Ar t+M_ c+vM t+M_ x, M_ to do x AM 0 At, 

7 TO ax uxtin rr rxtrT-_r' 
quindi il suo valore rimane immutato. Per conseguenza rimane immutato anche il valore di nm 
che viaggia con velocità v = 7/7. 

I divisori è di x e 7 di # servono a rendere x/} e #/T dei numeri puri, com'è richiesto in questo 
caso dal fatto che le funzioni 7, e fs sono il seno. 

Se si aumenta x di >, l’argomento varia di 24/7}. = 2x, per cui n e dn/dr non variano. Quindi 
2 è la lunghezza d’onda, ossia la lunghezza della quale bisogna spostarsi per ritrovare lo stesso an- 
damento della perturbazione nello stesso istante. 

Se si aumenta # di 7, l'argomento varia di 2x7/7 = 2x, per cui si ha ancora che n e dnlde 
non variano. Quindi 7 è il periodo della perturbazione viaggiante, ossia il tempo che deve trascor- 
rere affinchè si ripeta lo stesso andamento nello stesso punto. 

Se si sostituisce la funzione (b) o la (c) nell'equazione (1 725), risulta la relazione (4x?/7°2).;(c, t) = 
= a?(412/2%)m(2, t), da cui si ha ancora X/T =v=a. 

(151) In uno stesso istante (cioè a parità di #) e in due punti simmetrici rispetto a B (cioè la z 
nella (c) è di segno opposto alla x nella (b)), nella (6) c'è — x/è — #/T e nella (c) c'è 2/1 + #/T'; per 
cui risulta ny = — ne. 

(33°) Basta applicare la relazione 
sen (a — db) + sen (4 + db) = sen acosd — cosasenb + sen acosò + cosasend = 2senacosb. 
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ed è dello stesso tipo delle (1726), (1727). Perciò la corda risulta soggetta a una vi- 
brazione stazionaria (n. 898 b) di ampiezza 27)m (fig. 1952 c), di periodo 7, avente 
i nodi distanti 7/2 = v7/2 e le creste da una stessa parte distanti 7 = v7 = 
= VSg/AyT. Il punto fisso B è uno dei nodi (per a = 0 è sempre 7 = 0). 

g) Corda fissata in due punti A e B. In questo caso si ha una riflessione anche 
nel punto A delle onde (c) che viaggiano verso sinistra; per cui si genera un’altra 
vibrazione stazionaria avente la stessa Z = VSg/AyT di quelle generate dalla 
riflessione in B, e avente un nodo in A. 

Se accade che //2 sia contenuto un numero intero n di volte nella lunghezza 
1= AB (0 7 in 21), i nodi di una delle due vibrazioni stazionarie sono anche i nodi 
dell’altra. Quindi le due si identificano in un’unica vibrazione stazionaria (183). Se 
invece ciò non accade, le due vibrazioni stazionarie non hanno gli stessi nodi e 
perciò si disturbano reciprocamente; ciò che impedisce lo stabilirsi di un’unica 
vibrazione stazionaria. 


Nel caso suddetto in cui sia 7 = 27/n con n intero, si ha (1737) 
za_2 1_ 21/Ay 1_ny/Sg 
eden “dp “i di Sg” i=r= xy 


Perciò le vibrazioni stazionarie che si formano hanno il periodo e la frequenza 
uguali a 7, (1730) ed j, (1729) di quelle considerate nel n. 898 e corrispondenti 
all’integrale particolare della (1725): ossia sono appunto quelle stesse vibrazioni 
stazionarie (v. anche il n. 899 d). 

Si conclude pertanto che le vibrazioni stazionarie delle corde fissate alle estre- 
mità si possono considerare generate dalla sovrapposizione di onde sinusoidali 
viaggianti e di quelle riflesse dai due punti fissi estremi. Sovrapposizione che risulta 
possibile solo per determinate lunghezze d’onda 7 o per determinate frequenze f 
delle onde che passano per un punto. Perciò le onde viaggianti equivalenti avran- 
no tale frequenza privilegiata, e quindi anche il periodo 7 = 1/f, che sono quelli 
naturali f, e 7, della corda che si considera. 


Esercizio 2297. — Calcolare la velocità di propagazione in un filo d’acciaio 
teso in modo che o = 1000 kg/emq. 


(333) Consideriamo per semplicità il caso di n= 1, ossia di 7/2=1= AB. 

Partiamo dalla vibrazione stazionaria ACB esistente all’istante # nella corda (fig. 1953), e pen- 
siamola sdoppiata nelle due metà: 4C’B che viaggia 
verso destra e AC BC’ che viaggia verso sinistra. 
Alla prima corrisponde la riflessa BED, alla seconda 
la riflessa FGA. 


Sere sonsnoo 7 Fn) Seta se 
FASCI Gann ee i 5 Dopo 7/4 l’ordinata generica 1 va in 2 ela 3 va 
SA in 4 ad annullare la 2 (lo stesso si può dire per la 
Fig. 1953. ACBC' e la sua riflessa); per cui la corda passa per 


la configurazione rettilinea. 

Dopo 7/2 la 3 e la 5 vanno in 6 e sì sovrappongono; oppure, considerando tutte le ordinate, 
le due onde riflesse BED ed FGA vanno nel tratto reale 48 e si sovrappongono, dando la configu- 
razione simmetrica della 4CB. Invece le due onde dirette 4C’B e ACBC' non interessano più, 
perchè sono già uscite dal tratto AB. 

Il risultato è dunque una perturbazione che varia d’intensità nel tempo, ma che non si sposta 
lungo la corda; ossia è stazionaria. 

Si può ragionare in modo analogo nel caso di %/2 = 7/n (armoniche). 
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Soluzione. La (1737) dà 


fà «ai 
v= | =] PCR. tici am — di) he, 


y 0,008 
Se invece si ha o = 4000 kg/cmaq, la v risulta doppia. 


Esercizio 2298. — Idem, nel caso di un filo d’acciaio fissato in alto e sorreg- 
gente un peso P (cfr. la nota 20). Diametro del filo d = 2 mm, P= 5kg. 

Soluzione. Si ha g = 0,0314 - 0,008 = 0,00025 kg/cm = 0,025 kg/m. Quindi 
la (1737) dà 


va= 


Se il filo è lungo 22 m e viene perturbato in basso, l’onda riflessa in alto ritorna 
in basso dopo circa un secondo. 


Esercizio 2299. — Una tesata di una linea elettrica è costituita da filo di rame 
(y = 0,0089 kg/eme), d = 8 mm, 1= 180 m, f = 4,80 m. Calcolare la velocità 
di propagazione v e il tempo 7 per un’andata e ritorno. 
Soluzione. a) Si ha S= —H = ql?/8f = 0,45-180°/8 - 4,80 = 380 kg 
(o = 755 kg/cmq, valore accettabile). Quindi la (1737) dà 
Sg /880 - 9,81 
Ge | qu Vas 


b) Se si sostituisce l’espressione g7°/8f di S, si ha più semplicemente 


(Vg = V9,81 = 3,132) 
va ae 3,132 l sl A a 
(1739) v= —— -— = 1,107 7} 4 (2 ed f in metri) 


= 91,0 m/s. 


In questo caso v non dipende dal diametro e dal materiale del filo. A differenza 
dalla (1737), la v è proporzionale a 1, perchè qui lo sforzo S è proporzionale a 2. 
c) Il tempo per un’andata e ritorno è T = 2 - 180/91 = 3,96”. 
Per un calcolo diretto, si ha (1739) (184) 


278 
(1740) pae z_ 3.192 VÎ = 1,806 V/meiri - 


Quindi T = 1,806V/4,80 = 3,96”. 


Esercizio 2300. — Calcolare v e 7 nel caso di una tesata per l’attraversamento 
dello stretto di Messina, supponendo ! = 4000 m, f = 250 m. 

Soluzione. Nel caso di filo d’acciaio si ha o = y1?/8f = 0,008 - 400000?/ 
/8 - 25000 = 6400 kg/cmq, ammissibile in un acciaio ad altissima resistenza. 

La (1739) e la gra: danno 


000 ESA 
v = 1,107 = 280,1 m/8, T = 1,8067250 = 28,56”, 


750 


Come controllo, il prodotto v7 è uguale a 8000 m = 21. 


(**) Questa espressione coincide con la (1734) per quanto si e uctto nel n. 899 y). 
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900. Vibrazioni longitudinali delle barre. 


a) Consideriamo una barra (o trave) ad asse geometrico rettilineo 

e di sezione costante, che vibra longitudinalmente, cioè lungo il suo asse 
(acri sezione oscilla pendolarmente intorno alla sua posizione di riposo). 
Il moto vibratorio è determinato quando si conosce 
| lo spostamento È (misurato dalla posizione di riposo) 
ii Lu di ogni punto di ascissa x e in ogni istante t, ossia la 


N DM funzione È(2, 1). 
SÌ [Sì Nelle sezioni estreme S ed $S, di un tronco de (fig. 


1954) lo sforzo normale ha in generale valori legger- 
mente diversi N ed N, = N+ dN, per cui sul tronco 
dr agiste’la forza elastica (o di richiamo) d:N7 Nelle sezioni S ed $; lo spo- 
stamento è £ e É+ dé, e la dilatazione è (897) e= dé/dx ed e = dÉ/de + 
+ (2°€/d2°)de. Perciò si ha N= A- Ee= AEdé/da, N,= A-Ee,= 
= AE[dE/dr+ (d°É/da°)dr]). Quindi la forza elastica che tende a spostare 
il tronco risulta AN = EA(d°É/dr°)dx. 

La forza d’inerzia agente su de vale —(y/g)Adx + d°É/dt?. 

Quindi l’equilibrio dinamico del tronco de è espresso dall’equazione 


Fig. 1954. 


DE sl 
de 3a° 


EA 


ossia (a ha la dimensione LT- di una velocità) 


DE TE (a= 2) 
di? da? y 

L’equazione (1741) è formalmente uguale alla (1725) delle corde, per 
cui anche i risultati saranno analoghi a quelli dei nn. 898, 899. La caratte- 
ristica a? del nostro caso differisce da a = 0g/y delle corde per contenere E 
al posto di o. 

Nel ricavare la (1741) si sono fatte implicitamente le seguenti ipotesi: 1°) si è 
supposto che lo spostamento È sia lo stesso in tutti i punti di una sezione, ossia 
che le sezioni si spostino conservandosi piane; 2°) si sono supposte trascurabili le 
forze d’inerzia relative ai moti normali all’asse x della trave dovuti alla contrazione 
trasversale; forze che costituiscono una costrizione laterale che modifica la £, 
longitudinale e che fanno sì che non valga la legge di Hooke semplice 0, = Ée, 
(la e, diminuisce, come se si avesse un aumento, fittizio, di E). 


(1741) 


b) Per lo studio delle vibrazioni stazionarie, se si procede come nella 
nota 113 si trova che il fattore f.(7) della (1726) dev'essere (l’espressiune 
nxjl della (1727) è uguale a w/a, n. 898 c) 


(a) fa(e)= €, sen 2. x+ €, cos 5 CAR 
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Occorre anche il secondo termine per poter soddisfare le condizioni agli 
estremi, che qui possono essere di varie specie (!95). 
In un estremo fissato si ha /.(r)= 0. In un estremo libero dev'essere 
o=0 e quindi £=0, ossia dé/dr=f.(2)=(0/a)(C, cos @z/a—C, sen @r/a)= 
Nel caso delle due estremità A e B libere (fig. 1955 a) dev’essere f:(0)= 0 
}:(1)= 0. La prima condizione richiede che sia 


; ! resse 

C,=0, per cui f.(2)= C.coswr/a, f.(0) = F7 a) B 
=— (0/a) C,senor/a. La seconda richiede che sia eer===l 
(0) . A b) B” 


(5) On da az T Fig. 1955. 

Nel caso di A libero (18) e di B fissato (fig. 1955 b), si ha ancora C,= 0, 
f.(e) = C, cos wx/a; per cui la condizione f.() = 0 richiede che sia (v. anche 
la nota 140) 


O = i Ci-on_DT _2n_1, x /Hg 
(c) cos 7!=0, da cui l=(n-1)5, ©=73 1 
Nel caso delle due estremità fissate (fig. 1955 c) dev'essere /,(0)= 0, 
f.(1)= 0; per cui C,= 0, f.(r)= C, sen wr/a. Quindi si ottiene per @, la 
stessa espressione (b). 
Deducendo f, e T, da ©», si ottiene nel primo e nel terzo caso 


n \/Eg 21 
(1742) n=} T=% lg: 
e nel secondo caso 
2m—-1)/Eg 4 yy 
(1743) ie: Tescal: 


Le frequenze (1742) della fondamentale e delle armoniche variano come 
i numeri 1, 2, 3...; le frequenze (1743) come i numeri 1, 3, 5... . 

Le (1742) sono analoghe alle (1729), (1730) delle corde, còîi E al posto 
di 0; per cui, a parità di / e di y, qui la frequenza è molto maggiore. Inoltre 
non dipende dall’area A della sezione. 

Se la barra è tesa o compressa con uno sforzo $, la frequenza 1 non 
cambia, perchè S non ha influenza sulla differenza AN= N, — N (n. 900 a). 


c) Anche nelle vibrazioni longitudinali, i nodi sono quei punti nei quali è 
costantemente È = 0 (ossia che rimangono fermi), e i ventri quei punti nei quali 


(38) Nelle corde le due estremità sono necessariamente fissate, per cui (se la 2 si misura da un 
estremo) f,(0) =. 0, f,(1) = 0; quindi il termine C, cos ex dev'essere nullo. 
(**) Per il caso di una massa concentrata nell’estremità libera si veda l’esercizio 2305. 
À 
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pi è massimo (rispetto ai punti vicini). Quindi nei ventri è VÉdr = 0, ossia e ='0; 
= 0. Nei nodi è massima invece la dÉ/d7, ossia sono massime e e o. In altri 
termini, se C, D, E sono tre nodi consecutivi (fig. 1956), 


ic D ,E in uncerto istante tutti i punti fra C e D si muovono ad 
st | — | es. verso destra e quelli fra D ed £ verso sinistra. Per- 
ciò in prossimità di D i punti si addensano sia a sinistra 

Fig. 1956. che a destra, e quindi si ha una o di compressione. 


Invece in prossimità di C o di E i punti si diradano e 
la o è di trazione. Dopo 7,/2 questi vari fatti s'invertono. In prossimità dei ventri 
(punti di mezzo fra C e D e fra D ed E) lo spostamento £ è circa uguale nei vari 
punti, per cui la e è nulla (o = 0). 

d) L’esistenza delle armoniche e le loro ampiezze dipendono anche qui dal 
tipo di deformata che si è impressa inizialmente alla barra, ossia da é(r) per t = 0. 
Ad es., sela barra della fig. 1955 b) si era tesa in 4 con una forza P (che poi si è tolta 
improvvisamente), in un punto C distante x da A si aveva $= (P/E4)(1- x) = 
= e(l — x); per cui basta sviluppare c(f — x) in serie di Fourier per ottenere le 
ampiezze delle varie armoniche (18°). 
e) Per lo studio delle onde viaggianti si può ripetere quanto si è detto nel 
n. 899 (158) per il caso delle corde. 
La velocità di propagazione di una perturbazione risulta (199) (140) 
Eg _\/E 
o Vo 
(indipendente dall’area A della sezione e dalla lunghezza 1), e differisce dalla (1737) 
per contenere £ al posto di c; per cui, a parità di y, la v è molto maggiore. Ad es. 
per il ferro è dell’ordine dei 5000 m/s (es. 2306). La v è la stessa nei tre casi. 
Anche la riflessione avviene in modo analogo. Se si tratta di una perturba- 
zione di compressione che giunge a un’estremità A fissa, l’altra perturbazione che 
giunge dalla parte opposta (lungo il prolungamento fittizio della barra) dev'essere 


(1744) v=a= ] i (0 = y/9 densità) 


(1*) Diversi problemi di questo genere sono studiati nei nn. 51 e 52 del volume di S. TImo- 
SHENKO: Théorie des vibrations, Parigi, Béranger, 1939. 

(1*) Qui l'analogia col fenomeno del colpo d’ariete è maggiore che per le corde, perchè si tratta 
di spostamenti pendolari î in direzione longitudinale, che danno origine a zone di compressione o di 
trazione (mentre nel colpo d’ariete si hanno aumenti e diminuzioni della pressione statica). 

(19) Nel caso delle vibrazioni longitudinali in un mezzo elastico a tre dimensioni, irradiate da 
un punto a notevole distanza, sì che la fronte delle onde sia pressochè piana, la v ha un’espres- 
gione poco diversa: 

v=V(1—-vE:(1-v— 2v2)e. 


Questa velocità è un poco maggiore della (1744): ad es. per v = 0,3 è 1,16 volte maggiore. L’au- 
mento è dovuto al fatto che la contrazione trasversale è completamente impedita (n. 900 a). 

(**) La considerazione della velocità v, della lunghezza d’onda è, del periodo 7 e della relazione 
i « v7' consente di ottenere direttamente i risultati (1742), (1743). 

Nel caso di A libero e B fisso, B dev'essere un nodo e 4 un ventre; per cui la lunghezza l deve 
eoincidere con la distanza fra un dato nodo e un ventre qualunque, e quindi nella vibrazione fonda- 
mentale / dev” essere uguale a 4/4. Si ha così (nella fondamentale) X = 41 = v7,, da cui, avendo 
presente la (1744), si ricava T1 = 4l/ylEg. Invece nella prima armonica dev'essere i = 41/3, per 
ui si ricava 7, = (4/3) V/Y]Eg. 

Nel caso di 4 e B liberi, 4 e B devono essere due ventri, e nel caso di A e B fissati, Ae 
@evono essere due nodi. Perciò in entrambi i casi la luughézza l deve coincidere con n}/2. si ha così 
dh 2Un = vT,, da cui 7, = (2/mVxlEg. 
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tale che in A sia È = 0; quindi la perturbazione riflessa è anch’essa di compressione 
ed è uguale a quella incidente e simmetrica rispetto ad A. Se invece giunge a 
un’estremità A libera, ivi dev’essere g = 0 ed e = 0; quindi la perturbazione ri- 
fiessa dev'essere tale da annullare in A la o dovuta a quella incidente, per cui è 
uguale a quella incidente, ma è di trazione se questa è di compressione. 

Infine, anche in questo caso le vibrazioni stazionarie si possono considerare 
come generate dalla sovrapposizione di un treno d’onde viaggianti e di quelle ri- 
fiesse dalle due estremità A e B. 


Esercizio 2801. — La barretta d’acciaio dell’esercizio 2177 non ha il peso con- 
centrato nell’estremità libera. Calcolare f,. 
Soluzione. Per la vibrazione fondamentale si ha (1743) 


= 


72,15 - 109 - 981 - 
vo = 12837. 


0,008 


La prima armonica ha una frequenza tripla. 


Esercizio 2302. — Che lunghezza deve avere una barra d’acciaio libera in 4 

e incastrata in B per dare la nota la; (fi, = 435)? 
Soluzione. Dalla (1743) si ricava 

1 2,15 - 10° - 981 5 

‘= 7a) og  — een. 


Esercizio 2303. — Determinare la frequenza della vibrazione longitudinale 
mediante considerazioni energetiche. 

Soluzione. Supponiamo che la deformata dinamica sia dello stesso tipo di 
quella statica dovuta al peso proprio (141). L’abbassamento statico del È 
punto A, cioè l’allungamento statico della barra, è (es. 74) &j=41= B 
= yl3/2E = yAl?/2EA = ql°/2EA. L’abbassamento di un punto gene- 
rico C (fig. 1957), cioè l’allungamento del tratto 1— x, è £= d4(81— 

— x)=Al— Ax =q(l*— x?) : 2EA. Perciò gli spostamenti dinamici £ P 2 


e £, e le velocità v e v, massime sono tali che "f 
Xx 
Ta a Erto 12 ia Eri vs 3 
E=ÈE a’ vet. A 4 
Fig. 1957. 


L’energia cinetica massima (cioè negli istanti in cui diventano 
massime le velocità) del tronco de è dW = (9/g)dx + 02/2 = (g/g)de - vi( — 2)? : 204 
Quindi la massima energia cinetica totale è (w, pulsazione della fondamentale) 


1 
@Loezi s_ 2g —- _l° 380 _ 4 y4 : 
Fas 2gl* Va :) (1 x3)2dx = 2gli vi 15 a; IE. 


(4) Questa deformata, ad andamento parabolico, è più prossima alla deformata dinamica, 
sinusoidale, di quanto lo sia la deformata ad andamento rettilineo supposta nel n. $8$ «). Perciò 
l’approssimazione che si consegue è naturalmente migliore. 
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Nel caso statico l’energia elastica è (es. 74) 


VAR _2EA ql 2EA a 
6E 31 4E2°4® 31 ° 
Nel caso dinamico l’energia elastica massima (cioè negli istanti in cui diventano 
massimi gli spostamenti) si ottiene sostituendo /l con £,, e risulta L, = (254/ 
(Da (142). 
Per il principio della conservazione dell’energia dev'essere W = L,, da cui 
Vera 
o=v257] SE, ma !V; Pi 
y V2,5 


Questo valore approssimato di 7, differisce di 0,65% da quello esatto (1743). 


L= 


sEg 
2yl 


= 3,9738351 VE PR 


Esercizio 2304. — Una molla elicoidale di filo d’ottone di 0,6 mm di diametro 
(antenna radio da camera), avente 300 spire di 5 mm di raggio medio, è fissata 
alle due estremità. Calcolare 7, (14). 

Soluzione. a) Modifichiamo anzi tutto la (1742) per adattarla al caso delle 
molle (Q = yAl peso nel caso della barra): 


V_g _2/@.1_g3y/i 
Ta = 21&7 Vian? EA sl g 
essendo dò = QU/EA l'allungamento della barra qualora il suo peso Q agisse al. 
l'estremità (anzichè essere ripartito). Nel caso della molla di n spire si ha 
Q = 27En - 1r°y = 27°nRr®y. Quindi, usando l’espressione dell’esercizio 127, 
ò = 4n - 2a°nRr®y - R3/Gri = 87?n°R4y/Gr?. Sostituendo, risulta 


872n? sn? Riy 3 È 
Gg SET Gg ° 


T, = 2}, 
Assumendo y = 0,0085 kg/eme, G = 4 - 105 kg/cmq, si ottiene 


35 0,52 ]/ 0,0085 
ca 7 li , È = 9 "” 
T,= 4/27 - 300 0.08 | ai osi = 0208”. 


Il periodo non cambia se la molla è più o meno tesa, cioè non dipende da 1. 
b) Se p è la caratteristica della molla, al posto di ò si può porre Q/p, e si 
ottiene anche 
T,=2)}L. 
î | PI 


Quindi basta pesare la molla e determinare sperimentalmente la caratteristica p. 


(1) Si giunge allo stesso risultato anche ricavando da = &,(@2 —x?):12 la variazione d: che 
subisce è quando si passa dall’ascissa 7 a x + dr, che rappresenta l’allungamento Adx del tronco 
dz: 


A 
& = Ndx = =; 5 quindi006) di, ian. 


Poi s’integra da 0 al. 
: (î5) Queste vibrazioni sonò Torigitudinali soltanto in apparenza, ossia come moto della massa, 
mentre in realtà sono prevalentemente di torsione del filo. 
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Nel nostro caso si ha Q = 22,7 grammi = 0,0227 kg. Inoltre un peso di 
50 grammi provoca un allungamento di 22,9 cm, per cui p = 0,050/22,9 = 
= 0,00218 kg/em. Quindi si ha ancora T,= 0,206”. 


Esercizio 2305. — Barra prismatica di peso Q, fissata in A e avente un peso P 
concentrato nell’estremo libero B (fig. 1958). 

Soluzione. La condizione imposta dal vincolo in A è i.(0) = 0, per cui nella 
(a) è C, = 0; quindi si ha f,(r) = C, sen Wr/a, e per con. 


seguenza Py 


L 
(d) É(x, t) = C, sen È rsen mt. 


Fig. 1958. 


In Bla forza elastica AEe deve fare equilibrio alla forza d’inerzia agente su P, 
ossia dev’essere R 
dE Piè? 
ADI) SES 
Ge) 
Per la (d), questa condizione diventa 


(0) P 
AE — C, cos 2 Isen ot = + — °C, sen 2 1sen (ol) 
a a g a 
ossia 
ol 
n — 


pl È 
gu a 


Pr, peg) 
a a 


Ponendo ©l/a = f (numero puro) ed essendo Eg/y = a?, quest’ultima condi- 
zione si può scrivere 


pali 4 cos f = Polsenf, ossia cos f = Oi en $ . 
Perciò l'equazione che determina la pulsazione naturale ©, è 
(e) Big = Q/P. 


Dato il valore di Q/P, si ricava per tentativi il più piccolo valore Pi (184) (145) 
di $ che soddisfa la (e). Infine, noto f,, si hanno ©, fy, Ti: 


(1745) o = È = 83 7: h-t- i), 
2 9 5) 
T,= 51] ri adVk 
Per alcuni valori di Q/P i valori di f, e di c sono 
Q/P = 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0 Co) 
Bi = 0,3111 0,6533 0,8603 1,0769 1,3138 1,4290 7/2 
e = 20,1967 9,5977 7,2552  5,7357  4,7825 4,3969 4. 


(14) La (e) è soddisfatta da infiniti valori di }. Il più piccolo determina la pulsazione ©y della 
vibrazione fondamentale. 

(1) Quando Q/P è piccolo, sono piccoli anche f e tg f, e siha tg8 = $; per cui risulta B = 
= olla = VQ/P, e quindi © = V/Qa2/PR = VQEg/Py = VAX1E9/Pl2y = V9: (PUEA)= Vgli 
in armonia con la (1680). Quando invece Q/P non è piccolo, si ha tg $ +fi, e il risultato esatto diffe- 
risce dal risultato (1680). 
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Esercizio 2306. — Calcolare la velocità v di propagazione in una barra d’acciaio. 
Soluzione. Assunti E = 2,15 - 10% kg/cmq e y = 0,008 kg/eme, la (1744) dà 


Pa VEE EI = 513500 cm/s = 5135 m/s . 


Esercizio 2307. —- Data una barra prismatica, libera in A e fissata in B, 
dedurre v ed E dalla misura della frequenza f,. 
Soluzione. a) Essendo v = 7/T, = Zj, e (nota 140) 7 = 4l, si ottiene 


(î) v= dj, + 
Quindi per la (1744) si ha anche 


7 1671? 
Deir = CECA, 
(9) Po gi 
Basta dunque conoscere / e y. 
b) Ad es., el =1mey= 0,0078kg/cme, e se si è misurato f, = 1294, 
si ha 
v = 4 100 - 1294 = 517600 cm/s = 5176 m/s, 
16 - 0,0078 - 100? 


E= cenei esi 1294° = 1,272 - 1294° = 2,130 - 109 kg/cmq +. 


Esercizio 2808. - Conoscendo il peso Q e la caratteristica p di una molla eli. 
coidale avente le estremità fissate, determinare la velocità v di propagazione. 
Soluzione. a) Avendo presente l’esercizio 2304 bd), si ha (A= 27, nota 140) 

A 21 211/pg PI 
v=TnoT 32 toni nol 
Perciò se la molla si tende in modo che aumenti /, aumenta anche v. 
Invece il tempo 7, per un’andata e ritorno (uguale al periodo) è indipendente 
dalla lunghezza ! che si fa assumere alla molla tendendola, ed è T, = 2V0/pg. 
Nel caso dell’esercizio 2304, se la molla è tesa in modo che sia 1 = 2 m, risulta 
v = 20070,00218 - 981/0,0227 = 1940 cm/s. Come controllo, si ha T, = 2 = 
= 2- 200/1940 = 0,206”, come nell’esercizio 2304. 
b) Se invece la molla è fissata in alto e libera in basso, si ha 4=4/, T;= 
= 4V/0/pg, e si ottiene ancora v = lV/p9/2. 


901. Vibrazioni torsionali degli alberi cilindrici. 


Lo studio di queste vibrazioni è del tutto analogo a quello del n. 900. 
Infatti, i momenti torcenti M ed M,= M- dM che agiscono nelle due 
sezioni estreme di un tronco dx sono legati all’angolo di torsione (2, #) 
in modo che M= GJ,30/dx ed M,= GJ[d0/dr+ (d°0/d2r°)dx]. Quindi 
la coppia dM che tende a ruotare il tronco risulta dM = GJ,(3*0/dr°)dx. 
La coppia d’inerzia agente su de vale —Id*0/dt*= — (y/9)J,dx + d*0/dN. 
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Per l’equilibrio dinamico del tronco, la somma delle due coppie dev'essere 
nulla; per cui si ottiene l’equazione 
d°O d0 Gg 
= pei pra 
(1746) 3a = 3ai - (= al 
Per l’analogia di questa con la (1741), anche i risultati sono analoghi a 
quelli del n. 900, e si ottengono da quelli sostituendo £ con G. 
Così nel caso di un albero avente le due estremità entrambe libere 
o entrambe fissate; e nel caso in cui una sia libera e una fissata, si ha ri- 
spettivamente 


269 VE, 

(1747) nol. Teglg: 
_2m_-1) Gg __4l y 
(1748) k°<5 Vo» T=rmilà: 


Anche l’espressione della velocità con cui si propaga una perturbazione 

è analoga alla (1744): 
Gg G 

1749 se VE, 
(1749) 13=] 

Se v= 0,3, la f, ela v sono quelle del n. 900 c) moltiplicate per 0,62. 

I valori di f,, 7, e v sono indipendenti dal diametro dell’albero (18). 

Infine, lo studio di un albero fissato in A e avente un volano nell’estremo 
libero B non differisce da quello dell’esercizio 2305 (es. 2310). 

Valgono anche considerazioni analoghe a quelle del n. 900c, d, e). 


Esercizio 2309. — Calcolare la prima frequenza della vibrazione torsionale di 
un albero d’aeciaio lungo 4 m,-libero in 4 e fissato in B. 
Soluzione. La (1748) dà 
1 8,3 - 10% - 981 


bien" “appar — = MA 


Esercizio 2810. — Vibrazione di un albero incastrato a un estremo e avente 
un volano a disco nell’altro estremo. 

Soluzione. Il procedimento è del tutto analogo a quello dell’esercizio 2305. 
Al posto di Q e di P si hanno qui i momenti d’inerzia (y/9)J sal dell’albero e (Y/9)I 08 
del volano; per cui al posto di Q/P si ha J ,a0/I,,8 = r41/R4s. Quindi l'equazione (e) 
dell’esercizio 2305 diventa f tg f = r41/R's. Ottenuto il valore più piccolo f, che 
soddisfa, si deduce w, da f = wlja = @lVy/Gg. 


(14) Se si raddoppia il diametro. diventano 16 volte maggiori tanto Js che I, ossia tanto la 
eoppia elastica quanto quella d’inerzia. 
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902. Vibrazioni trasversali (o flessionali) delle travi prismatiche. 


Sono queste le vibrazioni che interessano maggiormente le strutture. 
Perciò le studieremo in modo più ampio, e useremo un metodo esatto 
per le travi di sezione costante e metodi approssimati per le travi di se- 
zione variabile (perchè lo studio esatto di queste richiederebbe mezzi ana- 
litici più elevati). 

a) L’equazione fondamentale. Consideriamo una trave ad asse retti- 
lineo e di sezione costante o variabile, che vibra in un piano contenente 
uno degli assi principali d’inerzia delle sezioni (flessione retta). Quando la 
trave è inflessa secondo una linea elastica 7(x), in ogni sezione si hanno un 
momento flettente M(x) e uno sforzo di taglio T(x), cui corrisponde un 
carico unitario g(), legati alla 7(#) dalle relazioni (cfr. le (235), (349,)) 


EJyn'=-M, @dEJy)\:de=—T, d(EIy’):de=q. 
Nel nostro caso si tratta di un carico fittizio g*, costituito dalla forza 


d’inerzia agente sull’unità di lunghezza, di massa m, che vale —md?y/dt = 
=— (y/g)Ad?*y/dt?. Per cui, essendo 7(x,#) funzione di x e di t, si ha (!) 


(pg 0 24, 
vi EI Sal = 9 3A: 
ossia 
mr 24.9, 2L| La = 
(1750) dt A I 5a) = 0 + 


(1750,) Letto, (a = Te) 


b) Limitando lo studio alle vibrazioni stazionarie (n. 898 db), la so- 
luzione è del tipo (x, t)= f.(©) - f.(t). In particolare, essendo il moto ar- 
monico (**), il fattore f;(t) è del tipo sen t (*°), e quinci 


n(c, t)= f.(1) sen wi +. 


(3) Avendo usato l’equazione EJn'” => — M, si è trascurata l’influenza del taglio sulla defor- 
mazione. Inoltre non si tiene conto delle coppie d’inerzia dovute alla rotazione che i tronchi dx 
subiscono durante la vibrazione; coppie che contribuiscono a equilibrare il momento flettente M. 

Tuttavia se la trave è abbastanza snella, cioè se l'altezza della sezione è piccola rispetto alla 
lunghezza della trave, sappiamo (n. 209) che la deformazione dovuta a 7 è trascurabile rispetto 
a quella dovuta a M. Ed è piccola anche l’infiuenza delle coppie d’inerzia dovute alla rotazione 
dei tronchi, rispetto a quella di g*; specie nella ricerca della frequenza della vibrazione fondamen- 
tale (mentre può essere sensibile quando si cercano le frequenze delle armoniche, causa la minore 
distanza fra nodo e nodo, e quindi il maggior valore delle n°’ a parità delle n). Si veda in pro= 
posito il n. 55 del volume di S. TIMOSHENKO citato nella nota 137. 

(34) Se non si oltrepassa il campo di validità della legge di Hooke e se le n sono piccole, così 
che la forza di richiamo sia proporzionale a nIv e quindi a n. 

(!*) Oppure cos wé o, più in generale, A sen ui + Bcosuwt (nota ll4). 
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Se la trave è di sezione costante, sostituendo le derivate d?7/dî° e d‘7/da* 
nella (1750,) si ha 


— w*f.(x) sen wt+ a°fi"(r) sen ot=0, 
ossia (la dimensione di % è L-1) 


(1751) (A) = kf.(0) - (re = i 2) 


L’integrale generale di questa equazione differenziale ordinaria del 
quarto ordine è (15°) 


(1752) f(x) = €; sen kr + C, cos Xe + Cs senh Ke + C, cosh ka . 


Le quattro condizioni di vincolo delle estremità della trave determinano 
nei vari casi è rapporti (non i valori (!)) fra le costanti Ci, ... C4, e l’equa- 
zione delle frequenze. Tali condizioni per ciascuna estremità sono: 

Se è appoggiata dev'essere 7= 0, M= 0, ossia f.=0, fl'=0. 

Se è incastrata dev’essere 7=0, 7°7=0, ossia f.=0, fi=0. 

Se è libera dev'essere M=0, T=0, ossia f'=0, f1""=0. 

c) Trave appoggiata alle estremità. Se si misura la x da un’estremità, 

le quattro condizioni di vincolo sono 


f:(0)=0, 2(0)=0, f()=0, -(0)=0. 


Le prime due danno C, + C,= 0, — k°C,+ k°2C,= 0, per cui C,= C,= 0. 
Le altre due diventano (si tralascia il fattore 
comune k?) 
C, sen &1-+ C,senh K/=0, 
— C, sen k14 C,senh K{=0.. 
Sommandole si ha 2C;senh #/= 0, per cui 
dev'essere C,= 0. Rimane così 


f.(r)= C,sen ke, 
n(e, t)= C, sen kr senwi . 


La deformata dinamica è dunque una sinusoide (fig. 1959 a) (*2); per cui 
n varia con legge sinusoidale sia lungo 2, sia nel tempo &. 


(+) È forse superfluo ricordare che l'equazione niv = &4n è soddisfatta dalle funzioni sen ke, 
cos kx, senh kx, cosh Xx, mentre l’equazione niv = — 4k4n (in questo caso conviene porre il coef- 
ficiente uguale a 4k4) è soddisfatta dalle funzioni sen #z senh #r .sen #7 cosh kr .cos kz senh kx 
cos kr cosh kx (nn. 254 b, 679 a). 

(151) Risultano determinati soltanto i rapporti C2/C1, C3/C, C4/C, e non i valori delle C, perchè 
le equazioni di condizione che contengono le C hanno il secondo membro nullo; per cui se ammettono 
una soluzione diversa da zero, ne ammettono infinite, proporzionali tra loro. Oppure perchè se si 
raddoppia la f,(x), l'equazione (1750) è ancora soddisfatta. 

(353) La deformata dinamica è una sinusoide solo nel caso della trave appoggiata. Negli altri 
casi l'equazione fy(x) della deformata contiene anche funzioni iperboliche. 
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La condizione f.()= 0 richiede che sia sen #/= 0, cioè X1= na. Quindi 
si ottiene 


/EJQ nn \/EJg 
Wn = ka] Ay = 13 J Ay , 
da cui 
Ta 1)/EJg 
(1754) hens-G| Ay T.= Lia, 
La frequenza e il periodo della vibrazione fondamentale sono (9? = J gp (18) 
EJ9 DE Eg 
(1754,) f= 1,5708- | F;, = 15708 S| o T=0,6866— "VE TE 


Il periodo è direttamente proporzionale a 12 e a Vv; inversamente a 9 
ea VE. Travi dello stesso materiale e geometricamente simili hanno i 
periodi proporzionali alle dimensioni lineari (1). 

Nel caso della sezione rettangolare di lati d e %, se la vibrazione avviene nel 
piano normale a bd si ha 

(Ego 23/ 
= È = 2,205 Zi 
(1755 fi = 0,4534 z| a T, = 2,205 | 2 
La frequenza è proporzionale ad % ed è indipendente da b. 

Le armoniche sono sinusoidi a più semionde (fig. 1959 b, c), di equazione f,(r) = 

= Csennax/l. Le loro frequenze crescono come i numeri 1?-2?-32-42..., 
d) Trave a mensola. Se si misura la x dall’estremità incastrata 
(fig. 1960 a), le quattro condizioni di vincolo sono 


f(0)=0, f(0)=0 , 2()=0, 2 )=0. 


Le prime due danno C,+ C,=0, C+ 0;=0, per cui C,=— Cy 
Ci=— Cl, Quindi 


(a) f(x) = Ci(sen Xe — senh Xx) + C,(cos fe — cosh kx) . 
Le altre due (tralasciando i fattori comuni %? e %?) diventano 


b ( C; (sen X/+ senh #2) + C, (cos X7-++ cosh k1)= 0 
(0) ( C;, (cos #1+- cosh #1) — C, (sen X1— senh #1)= 0. 


(3) La prima delle (1754,) si può scrivere (4y = qa, g2= @) 


1,5708 g 
V48 * QR/ASET ds a 
Perciò basta far agire in mezzaria un carico Q uguale al peso della trave e misurare l’abbassa- 
mento òx: 9 (in em); quindi si applica la (1754). 
In modo analogo (caso d), si trova che il coefficiente che dà 7) è 0,099 (Q nell’estremità libera). 
(!*) Il rapporto delle frequenze f, ed f; delle vibrazioni longitudinalî (1742) e trasversali (1754) 
di una stessa trave (salvo la differenza dei coefficienti numerici) è dell’ordine di grandezza di /e. 
Quindi la frequenza delle prime è molto maggiore di quella delle seconde. 


» T=0,141V3,0- 


(0262,) f,=1 6708 t dEi 


LE VIBRAZIONI 359 


Esse costituiscono un sistema di due equazioni lineari omogenee nelle 
incognite C, e C,, che possono perciò avere valori diversi da zero soltanto 
se il determinante dei coefficienti -è nullo (5). Sviluppandolo e semplifi- 
cando, si giunge all’equazione delle frequenze 


(c) cos kl cosh X1=—1. 
I primi degli infiniti valori di %l che soddisfano la (c) (autovalori) sono 
kl = 1,8751 - 4,694 - 7,855 - 10,996 - 14,137 - 17,279. 


Al primo valore corrisponde la vibrazione fon- 


damentale e agli altri le armoniche successive. e 
Si ha dunque per la fondamentale (fig. 19602) tà 


ESSA _—— b = 0,227 
_ a PI9_ Lernia EJg ag " 1.7 
Wi= ] 4y — E Ay ? gi seen 
da cui Fig. 1960. 
ù 3,5160 1/EJg o \/Eg Bi/y 
(1756) = a] 5 = 05596 Gr | CA, T= 1,7870- | ori 


(La vibrazione è 2,8 volte più lenta di quella della trave appoggiata.) 
Eccettuata la fondamentale, le armoniche hanno le frequenze quasi esatta- 
mente proporzionali ai numeri 3? - 5? - 72 - 9? - 112... (156). La deformata dinami- 


ca della prima armonica è rappresentata nella fig. 1960 b). 
Nel caso della sezione rettangolare (piano di vibrazione normale a b) si ha 


(1757) f, = 0,1615 E] a i T,= 6,190 7 5 . 

e) Altre condizioni di vincolo. Il procedimento per determinare le 
costanti C,,... C, della (1752) e l’equazione delle frequenze nei vari casi 
è analogo a quello usato in c) e in d), per cui ci limitiamo a riportare i 
risultati. 

Se la trave è perfettamente incastrata alle due estremità, l’equazione 
delle frequenze risulta 
(d) cos £l cosh K1=1. 


La prima soluzione X7= 0 non serve. Le successive sono X1= 4,730 - 
7,853 - 10,996 - 14,137 - 17,279; le prime differiscono pochissimo da quelle 
del caso d) (a partire dalla seconda di queste), e le successive sono prati- 
camente uguali. 


('55) Si giunge alla condizione (c) anche ricavando il rapporto C/C, da entrambe le equazioni 
e ugualiando le due espressioni. 

(15) Infatti, eccettuata la prima soluzione XI = 1,8751, le successive differiscono pochissimo 
da 3x/2 - 52/2 - 7x/2 - 9x/2 - 11x/2-.... Perciò i coefficienti numerici dell’espressione di f, risultano 
0,5596 - 3,5068 - 9,8200 - 19,2337 - 31,8079 - 47,5179 ..., e sono uguali a x/8 moltiplicato per 1,425 - 
8,930(— 32) - 25,006(— 5?) - 49,003(- 72) - 80,998(— 92) - 121,003(— 112)... 
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Per la vibrazione fondamentale (fig. 1961 a) si ha 


o \/Eg By 
(1758) fi= 3,5608477) 7,» Ti=0,2808 a) 5° 


Come nel caso d), le frequenze della fondamentale e delle armoniche 
(fig. 1961 b) sono quasi esattamente proporzionali ai numeri 3? - 52 - 72... . 


sa 
-_" Seu 


Pad nu so 
TT, 7 x 
ì 27° Be 
a) a) 


b) db) 


-_, 
- DIE 


Pai ione 


< SN 


Pie S 
Ne ” 


Fig. 1961. Fig. 1962. 


Se la trave è libera alle estremità, l'equazione delle frequenze è ancora 
la (d), per cui valgono gli stessi risultati. La fondamentale e la prima ar- 
monica sono rappresentate nella fig. 1962. La trave può essere sostenuta 
in corrispondenza di due nodi. 

Se la trave ha un’estremità appoggiata e l’altra perfettamente inca- 
strata, l'equazione delle frequenze risulta 
(e) tg k=tghkl, 


e le soluzioni sono K7= 3,9266 - 7,069 - 10,210 - 13,352 - 16,493... . 
Per la vibrazione fondamentale si ha 
(1759) fg= 2,4539 4 ce i B- 0,4075-] Dr, : 

f) Travi continue. Con procedimento analogo si ottengono anche le 
frequenze delle vibrazioni naturali delle travi continue. Tuttavia i calcoli 
sono assai più laboriosi, perchè se la trave ha » campate si devono de- 
terminare 4n costanti d’integrazione (197). 

9) Quando si deforma la trave (ad es. mediante una forza applicata 
nel mezzo nel caso c) o nell’estremità libera nel caso d) poi si abbandona, 
ben difficilmente essa vibra secondo la fondamentale o secondo una delle 
armoniche. Perchè ciò accadesse, la deformata che si è impressa inizial- 
mente dovrebbe coincidere con la deformata dinamica della fondamen- 
tale o di un’armonica. Quando invece la deformata iniziale ha una forma 
qualsiasi, la trave comincia a vibrare secondo una deformata dinamica 
composta di tutte le armoniche che figurano nello sviluppo in serie di 
Fourier della deformata iniziale. Tuttavia le armoniche sono le prime a 
smorzarsi (perchè dissipano maggiore energia. n. 898 c), e dopo un certo 
tempo resta la fondamentale, che si smorza per ultima. 


(1°) I casi di due e di tre campate sono studiati nella nota di W. KAUFMANN: Ueber Bie- 
gungsschwingungen stabformiger T'riger, «Zs. î. angew. Math. u. Mech.», 1922, Heft 1. 
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h) Propagazione delle perturbazioni lungo la trave. Anche la (1750,) può am- 
mettere l’integrale generale (1736), che nel caso di un treno d’onde sinusoidali viag. 
gianti lungo una trave illimitata diventa la somma della (b) e della (c) del n. 091. 
Se si considera ad es. la (b), cioè (2, t) = 7m sen 2rx(0/7 — t/T), si ha d*nfdi? = 
= — 47°(1/T?)n(2,t), d'nfda* = 1674(1/74)n(£,t); quindi sostituendo nella (1750,) 
si ottiene la relazione che determina la velocità v = 7/7 di propagazione (7 tempo 
necessario affinchè la Pa percorra la lunghezza d’onda 4) 


— 47? 73/10, t)+ 16724, A > (2,1) =0, 


da cui 1/T = 27a/à?, ossia 


a _À e a _ /EIg (Eg , 
(1760) = 27 224] dy = 2 n6 22 y 

Nel caso delle vibrazioni trasversali la velocità v non è dunque indipendente 
dalla lunghezza d’onda 7 della perturbazione (come lo era nel caso delle vibrazioni 
longitudinali, (1744), e nel caso delle corde, (1747)), ma è inversamente propor- 
zionale a Z; per cui le onde brevi si propagano con maggiore velocità (1%), 
Inoltre v è proporzionale al raggio d'inerzia 0 =/J/A della sezione. 

La velocità (1760) è uguale a quella data dalla (1744) moltiplicata per 2710/4.; 
quindi è molto minore, perchè la lunghezza d’onda 7 è molto maggiore del raggio 
d’inerzia o della sezione. 

Nella trave di lunghezza finita è 4? = ©/a = 2x/aT. Inoltre abbiamo trovato 
dianzi che 72= 27aT. Quindi, moltiplicando, si ha k)= 27. Sostituendo 1/7 = 
= k/2x nella (1760), si ottiene v = }V/£Jg) /Ay. Ma trattandosi di onde sinusoidali, 
la trave dev'essere appoggiata (nota 152). ue (n. 902c)è 4= nz/l1; per cui risulta 


(1760,) v=na3 i] EJg . 
A4y 
Nelle varie armoniche la v è dunque proporzionale a n (ossia è inversamente pro- 
porzionale a , come si è visto dianzi). 
Si ha poi anche 7 = 2a/k = 22: (na/l) = 2I/n, che per n=1 dà = 2; 
ciò che è naturale, per quanto si è visto nel n. 899 g). 


Esercizio 2311. — Una trave di ferro a T N 14, lunga m 4, è appoggiata alle 
estremità. Calcolare la frequenza della vibrazione fondamentale nel piano del- 
l’anima. 

Soluzione. a) Si ha g* = J/A = 573/18,2 = 31,48 cm?, o = 5,61 cm. Quindi 
la (1754,) dà 

5,61/2,1 - 105 - 981 
200? | 0,0078 


b) Il peso Q= 57 kg della trave, applicato in mezzaria, provoca l’abbassa- 
mento ò,, = 0,0632 cm. Perciò anche la (1754) dà 7, = 0,141V0,0632 = 0,035”, 


f, = 1,5708 = 28,3, T,=0,0353". 


(***) Questa differenza del comportamento non deve stupire, perchè mentre le (1725), (1741), 
(1746) sono del tipo. y--= a?y”, la (1750) è invece del tipo y*= — n2yIY; per cui, se si procede 
come nel n. 899 a), si ottiene v°7"'(2) = — a2FIV (2), è la: 7” in generale non si elimina con la FIY, 
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Esercizio 2312. — Idem, nel piano normale all’anima. 
Soluzione. Si ha g* = 35,2/18,2 = 1,934 em’, Q = 1,39 em. Quindi 


tg SELE 108 - 981 
400? 0,0078 


Oppure f, = 28,3(1,39/5,61) = 7,01. 


fx = 1,5708 =7,01=-=7, T,= 0,143”. 


Esercizio 2313. - La trave dell’esercizio 2311 sopporta un sovraccarico di 
300 kg/m. 

Soluzione. Nella (1754) Ay è il peso della trave per unità di lunghezza 
(14,2 kg/m). Nel nostro caso la reazione d’inerzia è dovuta invece al peso 14,2 + 
+ 300 = 314 kg/m = 3,14 kg/cm, che si deve sostituire ad Ay; per cui si ha 


f, = 1,5708 — 


2.1 - 105 - 573 - 981 
1 V 2,1 - 106 - 573 - 981 = 6,02. 


400? 3,14 
Se il sovraccarico fosse di 500 kg/m, si troverebbe f, = 6,02(3,14/5,14) = 4,7. 
Esercizio 2314. — Una trave di ferro da ponte a parete piena, lunga 25 m e 


avente J = 3800000 cm', sopporta un peso complessivo di 4000 kg/m. 
Soluzione. La (1754) dà 


/2,1 - 108 - 3800000 - 981 
fi = 1,5708 on " = 3,52. 
Esercizio 2815. - Una trave di cemento armato di sezione rettangolare 


H=l1m,b= 0,35 m, lunga 15 m, è appoggiata alle estremità. Calcolare la fre- 
quenza della vibrazione nel piano verticale. 
Soluzione. Assumendo E = 3 - 10° kg/mq, y = 2400 kg/me, la (1755) dà 


f, = 04534 = 7,06 , T= 0,142”. 


1 /3 - 10° - 9,81 
18 | 2400 


Se invece si usa il centimetro, si ha 


{= 0,4534 100 VEE 
n =— » 


15008) —g,0024 = 799 - 


Esercizio 2816. — La trave dell’esercizio 2311 vibra con l’ampiezza di 1 cm 
nel punto di mezzo. Determinare il momento flettente massimo. 
Soluzione. a) Nell’istante in cui il fattore sen mt è massimo, la deformata 
dinamica è 
IT : "” x 
N) = Mm SD 7; da cui n =- Fim FP. 
Quindi il momento flettente risulta 


EJ 


E 
H=- Ely = È nen ®, marM=an°—- E n 
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b) Si ottiene immediatamente lo stesso risultato usando la proprietà del 
n. 826, ossia la (1517), che in questo caso è esatta, perchè la deformata dinamica 
è sinusoidale come quella d’instabilità per carico di punta. 
c) Coi dati numerici del problema si ottiene 
2,1 - 106 - 573 
400? 


Il momento che la sezione può sopportare è M = XW = 1200 - 81,9 = 98280 kgem. 


max M=an? 1= 74225 kgem , 


Esercizio 2317. — Idem; determinare il valore massimo dell’azione esereitata 
sopra un appoggio, ossia della reazione dell’appoggio. 
Soluzione. Dalla 7(x) si ricava 7°(x) e quindi lo sforzo di taglio: 
nr 


er 1° ha IZZÀ EJ Di 
n" @) = — Fr Mm 008 7» T=_- EJy"”= n Um ] 
Si ha così (159) 
.1- 108 » 
max T= Ei Mn = ed OI_ 583kg, 


Esercizio 2318. — Calcolare la poni in altro modo. 

Soluzione. Si ha f, = 28,3, ©, = 177,8. Quindi la massima accelerazione (in 
mezzaria) e il valore medio dell'accslerazione nell’intera trave valgono (il valore 
medio della funzione sen g da 0 a 7 è 2/7) 

07m = 177,8? + 1 = 31613 em/s®, (2/7)31613 = 20125 em/8?, 

La massa della trave è Q/g = 56,8/981; quindi la massima forza d’inerzia 

totale è 


(56,8/981)20125 = 1165,2 kg , 1165,2/2 = 582,6 = — 583 kg. 


Esercizio 2319. — La trave dell’esercizio 2311 ha un’estremità libera e l’altra 
incastrata. Calcolare la frequenza fondamentale. 
Soluzione. La (1756) dà 


e 2:61 2,1 08 - 981 
| 


f, = 0,559 = 10,08, 7,= 0,0992- 


6 400° 0,0078 


(1°) Dalla n(2, ?) = n, sen x2/l sen ©4f si può invece dedurre l’accelerazione massima neltempo, 
d°n/di? = Om sen xz/l, e quindi la forza d’inerzia agente su mezza trave, integrando (y/g) Adx * 
s OMM sen az// da 0 a 7/2. Risulta così (1/3)(1/9) 4102 m> e sostituendo ©) con 2x},, si ottiene 4x(0/9) 
pura Questa espressione è preferibile quando non si conoscono £, J, ma si conosce il peso Q della 
trave e si è misurata la frequenza f,. Nel nostro caso si ha (Q = 14,2 -4 = 56,8 kg) 

47 * 56,8 + 28,32 - 1 
981 

Infine, se dalla n(x) si deduce niv(2) = (14/14)m, sen az/l e da questa il carico fittizio corrispon= 
dente g* = EJnIV, si ottiene la forza cercata anche integrando qdx da 0 a 7/2, e si ritrova il risultato 
REIVn/88. 

Può sembrare strano che l’espressione 13EJn,,/1* della reazione non contenga l’area 4 della 
sezione e il peso specifico y, ossia il peso Q o la massa m da cui dipende la forza d’inerzia. L’altra 
espressione 47(0/0)èM contiene invece Q, come sembrerebbe giusto. In realtà però la reazione 
non dipende da Q o da m, perchè se si raddoppia Q diventa metà il quadrato fi della frequenza, e 
quindi il risultato non cambia. Lo stesso dicasi per il momento fiettente (es. 2316). 


= 583 kg. 


364 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


Esercizio 2320. — Una piattina d’acciaio larga 1 cm e spessa 1 mm, lunga 
50- cm, è libera a un’estremità e incastrata all’altra. Calcolare la frequenza fonda- 
mentale. 
Soluzione. La (1757) dà 
0,1 


f, = 0,1615 ne) 


2,15 - 10° - 981 _ _ z 
= oo — = 3:32, Ti= 0,801” 


Esercizio 2321. — Idem, essendo la lunghezza di 10 em. 


Soluzione. La lunghezza è 5 volte minore, quindi la frequenza diventa 5% 
volte maggiore, ossia f, = 83,0, 7, = 0,012”. 


Esercizio 2822. — Nel caso dell’esercizio 2319 calcolare il momento flettente 
massimo (cioè all’incastro) quando l’ampiezza della vibrazione nell’estremità 
libera è 7, = 1 cm. 

Soluzione. a) Da una delle (d) (meglio dalla seconda) si ricava C, in funzione 
di C;: 
cos kl + cosh KI 


Ge sen kl — senh kl ’ 


quindi si sostituisce nella (a), che si calcola per © = le si uguaglia 2 Ym: 


cos kl + cosh = (cos Kl — cosh K1)| = 17m. 


C;|(sen kl — senh 41) + cena 


Da questa (riducendo) si ricava C,, e quindi si ha anche 04: 
o =_- 3 kl — senh KI 0, = — 298 kl + cosh El 
17 7 3 sen kl senh kl lm > * 7 7 2 sen KI senh Kl  * 


Si sostituiscono C, e C, nell’espressione di }{'(x) calcolata per 2 = 0, cioè 
all’incastro (sen 0 = senh 0 = 0, cos0 = cosh0= 1) esiottiene (salvo il segno) 
,0s El + cosh KI 


2 sen Xl senh KI !" * 


Essendo kl = 1,8751, e quindi sen kl = 0,954056, cos #1 = — 0,299629, senh K1 = 
= 3,184066, cosh X} = 3,337405, la frazione risulta uguale a 0,5000. Perciò si ha 
1!(0) = K°Mm = 3,5160 Yn/lt. 

Infine si ha (160) 


1(0) = k20,-2= 2% 


Mo = EJji'(0) = 3,5160EJN/l?. 


b) Si ottiene una diversa espressione di M,_, (che non contiene EJ) so- 
stituendo 4? con @V4y/EJg, w, con 2xf,, e ricordando la (1756) (nota 159, in 
fendo): 


Mx = EI, Vir Om = 271f, ] 


__ 21 ,@ 
= 05596 


/ETAY ., _ 0,5596 2 Ayj/EJg 
Nm = 27% 5506 Fg | 47 n= 


= = 11,23 È fim. as) 


(34) Noto Ci, si può determinare anche il taglio 7 all’incastro. Le sollecitazioni Mp0 © Tot 
sono anche le reazioni del vincolo, che equilibrano le forze d’inerzia agenti sull’intera trave. 

(19) Sostituendo a f, la sua espressione (1756), è facile riconoscere l'equivalenza delle due espres- 
sioni di M__o- 
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c) Sostituendo i valori numerici, si ottiene 
M._o = 35160 - 2,1 - 109 - 573 - 1/400° = 26440 kgem . 


Potendo la sezione sopportare M = 98280 kgcm (es. 2316 6), l'ampiezza della 
vibrazione potrebbe raggiungere il valore 77m = 3,7 cm (182). 


Esercizio 23823. — Trave appoggiata alle estremità, di peso Q e avente un 
peso P concentrato in mezzaria. 

Soluzione. In questo caso l’equazione (1752) vale da 0 a 7/2. Le condizioni 
f:(0) = 0, f£'(0) = 0 danno ancora 0, = C, = 0 (n. 902 c). Le altre due condizioni 


sono (234) 
f1(1/2) = ©, cos kl/2 + C; cosh k1/2 


1 _ P/2 d?77(2,t) 
n08 (rante uan 22-18) 
P_, (UN 
= % 2 1(3) ht)= — Da ia (5) w? sen Wi , 


dove T,_;/s è lo sforzo di taglio dovuto alla forza d’inerzia agente sulla sola massa 
P/g, perchè per la massa @Q/g il taglio in mezzaria è nullo. Si ha così 

P 
2EJg 
Sostituendo ©? con k1EJg/Ay e C cosh 47/2 con — C, cos kl/2, e sopprimendo il 
fattore comune %*, si ottiene facilmente gr delle frequenze 


1 (— 0, cos + 0, cosh =— (a, sen — Ha O,senh ) ot, 


Q 
(d) Figo tt ALE 


Dato il rapporto 20/P, si cercano per tentativi i valori di 41/2 che soddisfano 
questa equazione trascendente. Ad es., se P = Q, 2Q/P = 2, si trova la prima 
soluzione (vibrazione fondamentale) %7/2 = 1,1916; se P = 2Q, 2Q/P = Ll, si 
trova k1/2 = 1,0480. Da. nei due casi si ottiene 

/EJg = o 1 /EIg 
ww f, = 0,699 #] n - 
Se P= 0, 2Q/P = co, si trova k/2 = 2/2 e si ricade nella (1754,). 


f= 0, 90394; 


Esercizio 2824. - Trave con un’estremità libera e 
l’altra incastrata elasticamente (fig. 1963). 

Soluzione. L’incastro è caratterizzato dal momento 
m, necessario per provocare il cedimento angolare g = 1. 

Le condizioni che determinano le costanti C della 


(1752) sono ato 
f(0)=0, f:(0) = — M/m, = (EJ/m))fz'(0) , 2(0)=0, fa''(1) = 0. 
La prima dà C, = — 0. Posto EJ/m, = c, la seconda dà 

C+ 0 0,4 0 
k(0,+ 0) = &k80,— 0) =— 280,4, 0,=— dti , a Sta, 


(18) Non per molto tempo, altrimenti è prudente ridurre il carico di sicurezza X = 1200 kg/cmq 
cui corrisponde .M = 98280 kgem, per tener conto del possibile incrudimento del materiale dovuto 
alla fatica» 


366 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


Sostituendo nelle ultime due condizioni C, e C, mediante C, e Cy; si ottiene il 
«sistema di due equazioni omogenee 

C,(— 2ck sen Kl + cos KI + cosh KI) + C.(cos X1 + 2ck senh K1 + cosh KI) = 0 
tI C,(— 2ck cos kl — sen kl + senh K1) + C,(— sen X1 + 2ek cosh K1+ senh K) = 0. 


Si hanno soluzioni C, e C; diverse da zero se il determinante dei coefficienti è nullo. 
Riducendolo, si ottiene l'equazione delle frequenze 


n kl cosh kl — cos kl senh K _ ml 
(9) 1+ cos El cosh KI — EJ ° 


Dato il valore di m,1/EJ, si cercano per tentativi i valori di #1 che soddisfano 
la (9); quindi si deducono ©, f, T. Si può utilizzare la stessa tabella della nota 164. 


Esercizio 2325. — Trave perfettamente incastrata a un’estremità, di peso Q 
e avente un peso P concentrato nell’altra estremità libera 
_---2. (fig. 1964). 


nn — SA Soluzione. Le condizioni che determinano le costanti 
Q C della (1752) sono f,(0)= 0, f{(0)=0, j2'() = 0 (188) ed 


Ja 


A n Nan x 
tesi EJfi''(1) sen @t = (P/g9)- n, cp (P/9)f:(1) ©? sen wi è 
Le prime due danno C, = — C., Cè = — C;; per cui la quarta diventa 


k3(— ©, cos k1 + C, sen kl — C, cosh K1 — C, senh k2) = 


— ps (C, sen X2-+ C, cos k1 — C, senh K1— C, cosh KH) , 
Sostituendo w? con k4E.7g/Ay e C, in funzione di C, ricavato dalla terza condizione, 
cioè dalla prima delle (è), dopo qualche riduzione si ottiene l’equazione delle 
frequenze (154) 
(a) 1 Se kl cosh kl — cos kl senh kl a P 

1 + cos KI cosh #1 Qu 


(1*3) Si ritiene che sia trascurabile il momento d’inerzia / della massa del peso P, altrimenti 
essa reagirebbe con una coppia d’inerzia uguale a — 1d?n/di? = 

(34) Diamo i valori della funzione j(X1) che figura nel primo membro, per alcuni valori di kl 
(limitatamente alla vibrazione fondamentale, cioè per Xl < 1,8751); per interpolazione si ottene 
gono anche valori intermedi. 

La tabella serve anche per il caso dell’esercizio 2324, perchè il primo membro è lo stesso nella 
(9) e nella (Ah). 


kl HKD kl HkEl) kl HKl) 
0 0 0,90 0,2300 1,40 1,841 
0,10 0,00003 1,00 0,3617 1,45 2,270 
0,20 0,00054 1,05 0,448 1,50 2,822 
0,30 0,00270 1,10 0,552 1,55 3,560 
0,40 0,0085354 1,15 0,676 1,60 4,575 
0,50 0,0209 1,20 0,326 1,65 6,064 
0,60 0,0436 1,25 1,008 1,70 8,420 
0,70 0,0816 1,30 1,230 sie. 1,80 22,61 


0,30 0,1409 1,35 1,503 1,8751 (o) 
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Esercizio 2326. — Una molla piatta d’acciaio avente la sezione di 0,2 x 3,0 cm, 
lunga 50 cm (e pesante Q = 240 grammi), è incastrata perfettamente a un’estre- 
mità e ha un peso concentrato P = 240 grammi nell'altra estremità libera. Calcolare 
la frequenza della vibrazione fondamentale. 

Soluzione. Il primo membro della (4h) assume il valore Q/P = 1 del secondo 
membro per %/ = 1,248. Quindi risulta (165) 


1,248 11/E59 _ 004 /2,15 - 105 - 0,002 - 981 _ 
h="xg E] d4y Vai 19 37) 0,6 - 0,008 ici 

Esercizio 2827. — Trave prismatica appoggiata ri- 
gidamente in A e sopra una molla in B (fig. 1965). 0 __+-277777777" B 
Determinare la frequenza naturale. ani 

Soluzione. a) Le condizioni che determinano le co- . 
stanti C della (1752) sono (p caratteristica della molla) Fig. 1965. 

(0) =0, f{(0)=0; f.'@=0, TO=- EJf"U=_- pf). 


Le prime due danno C, = C, = 0, per cui la f.(x) diventa 
f.(r) = C, sen kx + O, senh ke 
Quindi le altre due condizioni danno le due equazioni 
— €, sen k1 + C, senh kK1 = 0 
— EJk*(— C, sen kt + C; senh kl) = — p(C, sen 41+ O, senh K1) . 
Dalla prima si ha C, = C, sen #7/senh #1; sostituendo nella seconda ed eliminando 
C, si ottiene l'equazione delle frequenze 


è s Sen KI cosh k1 — cos kl senh kl _ pl? 
(@) 2 sen kl senh i BI 


b) Se si vuole che la trave abbia una data frequenza f, si ha @ = 2rf, 
ka = o Ay[/EJg; quindi si conoscono & e kl. S'introduce il valore di %7 nella (i) 
e si calcola la funzione g(kl) del primo membro, che è anche il valore del secondo 
membro, dal quale si deduce il valore della caratteristica p che deve avere la molla. 

Diamo alcuni valori della funzione g(k1): per k1 = x si ha p(kl) = co, per 
cui p = co (appoggio rigido). Per #l = 3,0 - 2,5 - 2,0- 1,0 si ha g(kl) = 108,273 - 
13,3079 - 5,97989 - 0,33547. 

Se invece si conosce p, ossia il secondo membro, si ricava per tentativi il valore 
di %l che soddisfa la (i). 

ce) Ad es., se K1 = 1,0, si ha k?=1, k= 12 = &VvA4y/EJg, da cui 
= (1/12) VEJg9/4y, che è 7° volte minore del valore (n. 902 c) corrispondente 
ai due appoggi rigidi. 

Così nel caso della trave dell’esercizio 2311 la frequenza risulta f = 28,3/72 = 
= 2,867, mentre d’altra parte da pl/EJ = (1) = 0,33547 si deduce la carat- 
teristica necessaria 

p= 0,33547EJ/ = 0,33547 - 2,1 - 10° - 573/400* = 6,31 kg/cm . 


(4) Col metodo approssimato del n. 905 a) (es. 2351) si ottiene il coefficiente numerico 0,2480 
invece di 0,2479, con l’errore di 0,4/1000. 


368 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


Esercizio 2328. — Idem, considerando rigida la trave. 
Soluzione. Con la stessa trave, pesante Q = 56,8 kg, e con p = 6,31 kg/cm, 
‘usando il risultato dell’esercizio 2251 si ottiene 


T, = 0,2v56,8/3 - 6,31 = 0,3464”, fn = 2,887. 


903. Travi di sezione variabile. Metodo energetico. 


a) Se nella (1750) si sostituisce la soluzione caratteristica delle vibra- 
zioni stazionarie (7, t)= n(x) sen wî, si ottiene l'equazione differenziale 
ordinaria del quarto ordine 


2 2 2 
(1761) C An(a)= 2 (3 eo) ; 
L’integrazione di questa equazione presenta difficoltà analitiche conside- 
revoli, assai maggiori di quelle relative all’integrazione dell'equazione (1508) 
del carico di punta nel caso della sezione variabile, ed è possibile soltanto 
in pochi casi. Perciò in pratica si usa il metodo seguente (di lord Rayleigh), 
che può dare approssimazioni spinte fino al grado desiderato. 

b) Una trave che vibra possiede energia elastica dovuta alla defor- 
mazione ed energia cinetica dovuta alla velocità delle varie particelle. 
Queste energie si scambiano continuamente tra loro: ora aumenta la prima 
e diminuisce la seconda, ora aumenta la seconda e diminuisce la prima; 
e la loro somma rimane costante per il principio della conservazione del- 
l’energia. 

Negli istanti in cui la deformazione diventa massima, è massima anche 
l’energia elastica ed è nulla l'energia cinetica, perchè si annulla la velocità. 
Come sappiamo (n. 817 c), se 7(2) è la deformata della trave, l’energia 
elastica è 


LI 
(1762) = + Ù EIn'2(e)da . 
0 


Negli istanti in cui la trave passa per la posizione rettilinea, si annulla 
l'energia elastica e diventa massima l’energia cinetica, perchè è massima 
la velocità (o perchè, annullandosi la prima, deve diventare massima la 
seconda). Se 7(2,t)= n(x) sen wi è l'equazione del moto, la velocità è 
dn/dt= n(£) @ cos wt, il cui massimo è @n(x). Quindi l’energia cinetica di 
un tronco de è (1/2)(y/g)Adx - w*7°(x), e quella totale risulta 


1 2 
(1763) = ri o | Arp(a)de 


0 


Poichè L, si è trasformato in W (o viceversa), dev'essere L,= W, da 
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cui si ricava (186) 
1 


| nda 
- EII « 
(1764) = 1° it 
| n°da 
o 
se la sezione è costante, altrimenti (9) 
2 
| In" 
(1764) wi=t0. i, 
y È. 
J An?da 


(L) 


È evidente l’analogia delle (1764), (1764,) con le (1500), (1500,), spe- 
cialmente se si scrivono nella forma 


Ri L 
| y2da = | Ind 
A VIDA Elfi. 
Ay 2 ’ On = | y 3 
| n*da J An>da 
0 


l) 


(1764), (1764/) 


L'importanza della (1764’) è limitata dal fatto che per le travi di se- 
zione costante si conoscono le soluzioni esatte (n. 902); tuttavia essa può 
servire in casi più complessi (ad es. per le travi continue), che richiedono 
un lungo lavoro se studiati in modo esatto. La (1764/) riesce invece uti- 
lissima per lo studio delle travi di sezione variabile. 

c) Se nelle espressioni suddette s’introduce la deformata dinamica 
n(x) vera, si ottiene il valore esatto di w. In pratica la n(x) vera di solito 
non si conosce; perciò, come nel caso delle travi caricate di punta (n. 817 e), 
si usa invece una funzione arbitraria (2), tale però che soddisfi le con- 
dizioni di vincolo. Il risultato che in tal modo si ottiene è sempre appros= 
simato in eccesso, per la stessa ragione indicata nel n. 817 e); ed è sempre 
soddisfacente anche se la 7() è notevolmente diversa da quella vera (in- 
cognita) (n. 903 d). 


(**) Se la n(x) è la deformata dinamica dell’armonica n, si ottiene la ©, di tale armonica 
Di solito si vuole la ©}, e quindi si usa la deformata n(x) della vibrazione fondamentale. 
(3°) Anche in questo caso (come nella nota 35 del Cap. XXXII) si può ottenere la (1764,) 
in modo analitico, senza considerare l'energia. Basta moltiplicare i due membri della (1761) per n 
e integrarli da 0 a I, poi integrare ripetutamente per parti il secondo membro: 
o | L ? "N 
tri ] An?dr = fa (Jn”Y'dx = ICAO 2 | (InYn'dx = [n(Jn"Y nn + I Jn' 2da. 
o) O) o o 
Il termine fra parentesi quadra è nullo, perchè per z = 0e perr=l/ènullanedè nulla n’ in una 
estremità appoggiata o n’ in un’estremità incastrata. Dall’uguaglianza che rimane si ricava wi, 
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Se si studia una trave di sezione costante mediante la (1764’), il se- 
condo fattore dà il coefficiente numerico, diviso per /?, da moltiplicare 
per /EJg/Ay per avere w. A parità della. n(2), esso è uguale a quello 
dato dalla radice della (1500), da moltiplicare per EJ per avere P.,, perchè 
è lo stesso nelle due formule. 

Di solito si sceglie una 7(x) priva di punti intermedi di ordinata nulla, 
e si ottiene il valore di ©) della vibrazione fondamentale (come si ottiene il 
primo valore di P.,, nel carico di punta). Se si vogliono i valori di @, per 
qualche armonica, che qui possono interessare praticamente, si deve sce- 
gliere una n(x) che si annulli anche in punti intermedi (es. 2344). Lo 
stesso si deve fare nel carico di punta se si vogliono i valori successivi di 
P.:, che però hanno soltanto un significato teorico. 

d) I valori approssimati di @, dati dalle (1764’), (17641) non solo 
sono sempre maggiori del valore esatto (incognito) qualunque sia la fun- 
zione n(x) che si assume, ma la loro variazione, se si cambia la n(e), è 
inoltre stazionaria nell'intorno del valore esatto; ossia quest’ultimo è un 
vero minimo. Questa proprietà assicura (cfr. il n. 818 a) che tali valori 
sono dotati di approssimazione soddisfacente anche se la n() assunta si 
scosta notevolmente da quella vera, e offre anche il modo per accostarsi 
finchè si vuole al valore esatto di ©. 

La dimostrazione (!8) è analoga (formalmente) a quella del n. 818 db), e 
si può esporre in modo parallelo. Come quella, è fondata sul principio della 
minima energia totale, che è applicabile alla deformata dinamica (2) 
vera, perchè questa (se © ha il valore @, esatto) soddisfa in ogni punto 
e in ogni istante l’equilibrio dinamico fra le forze d’inerzia e le reazioni 
elastiche (mentre non lo soddisfano quelle arbitrarie). 

Qualunque sia la struttura che vibra, la vera deformata dinamica si 
può sempre rappresentare mediante una serie di funzioni arbitrarie (cia- 
scuna delle quali soddisfa le condizioni di vincolo) 7,(2), n2(), 73(2), ... : 


n(e)= cim(c)+ conse) + coma(e) +... 4 
dove c,, C3, C3; ... SONO coefficienti da determinare (nota 49 del Cap. XXXII). 
L'energia cinetica massima (1763) si può rappresentare con 


W= °° fe(C1 Ca Ca) 3 


dove f., è una funzione nota di c;, €», Ca... , che esprime W quando © = 1. 
L’energia elastica massima (1762) si può rappresentare con (nota 50 del 
Cap. XXXII) 

Ly= f;(013 025 (3, ....) è 


(*) O. BELLUZZI: Sul criterio energetico per la determinazione delle frequenze naturali delle wi- 
drazioni, « Memorie Acc. d. Scienze », Bologna, 1953-54. 
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Per il principio della conservazione dell’energia si ha 


W=Lg, ossia 07° fe) = f(0,) ; 
da cui 
(a) wi = pla È (è l'equivalente delle (1764), (1764,)) 


La vera deformata dinamica che la struttura vibrante assume sponta- 
neamente è tale da soddisfare in ogni punto e in ogni istante l’equilibrio 
dinamico suddetto (se w ha il valore esatto). Perciò i valori dei parametri 
c, che a essa corrispondono sono tali che se si varia di pochissimo uno 
qualunque di essi, senza variare ©= @,, è nulla la variazione prima 
dell’energia totale. Quindi si ha (19) 


detto) i fe) =0, ossia A gal o, 


Da questo punto in poi la dimostrazione procede come nel n. 010 b) e 
conduce alla proprietà 


dwilder= 0, e quindi donde, = 0. 


Questo risultato, unito al fatto già riconosciuto che i valori approssimati 
sono sempre maggiori del vero valore di @,, consente di concludere che 
questo è effettivamente un minimo rispetto ai valori approssimati che si 
ottengono introducendo nelle (1764) (1764,) una funzione (e) arbitraria 
ma verosimile, diversa dalla vera. 
Nel caso di A e J costanti, la proprietà di minimo della (1764’) è vera 
senz’altro, perchè è vera per la (1500) che contiene gli stessi integrali (19). 
e) La proprietà di minimo di ©, rende possibile il calcolo del suo 
valore con l’approssimazione che si desidera, usando un’espressione di 
(+) contenete uno o più parametri c, indeterminati. Vale in proposito 
quanto si disse nel n. 818 c). 


(1°) Ai fini didattici, questa espressione merita qualche chiarimento. 

Anzi tutto la parentesi quadra della quale si considera la variazione non contiene l’energia 
totale, bensì la differenza fra l’energia elastica L; che è sorta e l’energia cinetica W che è scomparsa 
nel passaggio dalla configurazione rettilinea a quella di ordinate massime: differenza che è nulla. 
Per considerare veramente l’energia totale, la parentesi dovrebbe contenere l’energia iniziale Ein 
aumentata di L, e diminuita di W, cioè E,, + f;(c) — ©? * f, (c,), che rappresenta l’energia totale 
nella nuova configurazione. Ma dovendosi computare la variazione che tale energia subisce quando 
si pensa di alterare uno dei parametri c,, cioè quando in luogo della configurazione vera si considera 
una configurazione n(x) arbitraria leggermente diversa da quella, è inutile includere anche l’energia 
Ein, perchè questa ha un valore fisso. Per cui la variazione interessa soltanto gli altri due termini, 
funzioni dei c,, cioè j;(c,) — 02 * f, (c,). Lo stesso dicasi per l’analoga parentesi quadra del n. 818 d). 

Inoltre, mentre nel n. 818 b) la parentesi quadra conteneva veramente la differenza fra l’au- 
mento AL; dell’energia elastica per effetto della sopravvenuta inflessione e la diminuzione ALe 
dell’energia potenziale del carico P per effetto della sua discesa, ora contiene invece la differenza 
fra tutta l’energia elastica che è sorta e tutta l’energia cinetica che è scomparsa. 

(*’’) Purchè la trave sia articolata alle estremità, perchè se fosse ad es. a mensola, nel caso 
del carico di punta l’integrale di n°dr che figura nella (1500) diventerebbe quello di (f — n)?dx 
(es. 1922), mentre nella (1764) resterebbe invariato. 
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f) Indichiamo un’altra espressione approssimata per il calcolo di wi, (0, 
pulsazione della vibrazione fondamentale), che può essere utile in quei casi in 
cui l'integrale al numeratore della (1764,) non sia facile da calcolare. 

Assumiamo come funzione 7(r) non una: deformata arbitraria, bensì quella 
provocata dal peso proprio della trave agente in modo statico. In tal caso all’energia 
elastica L, si può sostituire il lavoro esterno compiuto dal carico g, cioè 


1 1 
1% VI. 
L=5|qd-n=3|And. 


do o 
L’energia cinetica W è ancora espressa dalla (1763). Dall’uguaglianza L = W si 
deduce 


Ù E 
| Andx J Andx 
(1765) o=9°, , avi. 
| An*dr J Arda 
ò () 


Anche questa espressione, essendo dedotta da considerazioni energetiche 
come le (1764), dà sempre valori di ©, approssimati in eccesso. Naturalmente il 
risultato coincide con quello che dà la (1764;) se in questa s’introduce la VICA) 
provocata dal peso proprio della trave. 

La (1763) ottenuta nel n. 894 per i sistemi a » gradi di libertà è del tutto 
analoga alla (1765). 


Esercizio 2329. — Trave prismatica appoggiata alle estremità. 

Soluzione. Il fattore della (1764’) contenente i due integrali è lo stesso che 
figura nella (1500); per cui, assumendo per 77(r) espressioni di 2° - 3° ... 6° grado, 
si ottengono gli stessi coefficienti dell’esercizio 1934. Ad es., usando la n(e) di 
quarto grado si ottiene w, = 9,8766(0/°)\VEg/y, f1 = 1,5719(0/12\VEg/y (invece 
di 1,5708; errore di 7,0/10000). 


Esercizio 2330. — Studiare la trave prismatica a mensola assumendo per Ui(2) 
una parabola. 
Soluzione. Si ha n = Cx?, y'” = 2C. Quindi risulta 


1 275 l 
fua= 2, fr s01, 
o 
e si ottiene 
_ 7/EIg9 1/40 _ sa 1/EI9 _ o /Fa . 
a= VER | casja = V?O z| Ap © 1472186 Kr / ; 


fi, = 0,7118(9/l°)/Eg/y (invece di 0,5596; errore di 27,2%). 


Esercizio 2381. - Idem, assumendo una curva di 3° grado. 
Soluzione. Assumiamo come (x) la deformata dell’esercizio 1923, relativa 
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a un carico concentrato nell’estremo libero; ossia 7 = C(3l2° — 2), da cui 7” = 
= 0 - 6(1— x). Si ha così 


330207 
35” 


1 ì 
| paa = [ufan = 1208, 
È 


21 


e si ottiene ©, = 3,5675(0/12)\/Eg/y, f, = 0,5678(0/1°)VEg/y (errore di 1,47%). 


Esercizio 2332. — Idem, assumendo una curva di 4° grado. 
Soluzione. Assumiamo per 7(r) la deformata dovuta al peso proprio (es. 186) 
(x misurata dall’estremità libera): 


m= C(ai— 4B8x + 304), ny” = 120°. 
Si ha così 
: è 
° 1040219 1440245 
2 __ 112 e 
] ny?da = 5 * IL, da = 5 A 


e si ottiene @w, = 3,5301(0/12)/Eg/y, f = 0,5618(0/1°)VEg/y (errore di 0,39%). 


Esercizio 2333. — Idem, assumendo una 7)(r) contenente un parametro inde- 
terminato. 

Soluzione. Assumendo la stessa deformata dell’esercizio 1932 (la distanza 4 
si considera come parametro indeterminato), e usando le espressioni di 771, Ns 
ed ni’ di tale esercizio, si ha 


Pat 


U a Ri l 
/ gdo = J nide + ] ide = 5 (10528 — 105/2a + 35la? — 2a3) , } ni'*da = 120°a8, 


Quindi si ottiene (a/l = y) 
_ 420 (1. EJg 
— 105y — 1057? + 35x° — 27 # A4y° 


wi 


Il valore minimo di ©} si ha quando il denominatore è massimo. Per tentativi 
si trova y = 0,802 e sostituendo risulta 


/ 420 0 1/Eg o 1/Eg : 
©; = | 53,5000#| > = 3,5198 5] 7: (errore di 1,06/1000) 


Esercizio 2884. — Determinare la frequenza della vibrazione della trave a 
mensola di sezione variabile dell’esercizio 1936. 

Soluzione. Misurando x dall’estremità libera, si ha J=J/l, A = Axl. 
Assumiamo come deformata arbitraria una parabola, la cui equazione è 
n= (fl —- 2 = C(12 — 2lx + 2°) (7 si misura dall’asse primitivo della trave); 
e quindi 7” = 2C. Si ha così (9? =J/A=J;/A,= costante) 


i LI 
Jontrae = 20°Jl, fAntaz = C*A;/30 ; 
S 0 
_ Es [POTE _ fa 19 _ o /a 
|Fosso = VO x Vip = 17400 “2. 
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Quindi si ottiene f, = 1,2328(0/22)\/Eg/y. Confrontando col valore esatto (171) 
f, = 1,1390(9/12)VEg/y, l'errore è di 8,2%. La frequenza non dipende da b,. 

Se la larghezza fosse costante, il coefficiente (1756) sarebbe 0,5596 e la fre- 
quenza sarebbe circa la metà. 


Esercizio 2335. — Idem, assumendo una curva di 3° grado. 
Soluzione. Misurando x dall’estremità libera, si ha 7 = C(a° — 3lr+ 249), 
n” = 6Ca, 


3 - 70241? 
[ In'rax = 902J?, | Arda = E ; 
, 4 
_ 1/Eg/ 907 360. 1], ET.g Eg 
=] o Vico = Vi El ago h= 1188 S| y° 


(errore di 0,20%) 


Esercizio 2386. — La trave dell’esercizio 2334 è costituita da una lamiera di 
ferro lunga ! = 2 m, spessa s = 2 cm e larga alla base ad es. è, = 30 em. 
Soluzione. Si ha (69,) o = 0,289 - 2= 0,578 em (costante). Quindi si ottiene 


= 1,1390(0,578/200°)y/2,1 - 105 - 981/0,0078 = 8,46. 
1 / 


Esercizio 2837. — Determinare la frequenza della vibrazione della trave a 
cuneo della fig. 1966 a) (la stessa dell’es. 2334, ma vibrante nel piano normale). 


Soluzione. Si ha J = J 3/18, A = Axr/l. Assumendo * tornata parabolica 
(fig. 1966 b) 7 = C(02— 2le + 22), 7” = 20, si ottiene 
== | 1 3 2 475 
i È I Jny*de = CJ], | Apfde = SE : 
(isla SI I; D) o 
n ©, = V/30 Ep fi = 0,8717 2: |/Ed 
Fig 1966. 7 sla ’ ca DA aa 


Il coefficiente esatto (172) è 0,8459, per cui l’errore è di 3,05%. 


Esercizio 2338. — Idem, assumendo una curva di 3° grado. 
Soluzione. Assumendo (es. 2335) 7 = C(x° — 3122 + 20°), 77 = 60%, si ottiene 


Li 
n 7024)" 
Ù Ind = 60°I}, fArpaa = è 
(.)] o 
/240 ET 9g /Eg - . 
=V37: n ro ,- fi 0,98198 |/3 . ©. (errore di 10,1%) 


Quindi la parabola dell’esercizio 2337 è più prossima alla curva vera. 


(11) H. BOUASSE: Verges et plaques, cloches ei carillons, Parigi, Delagrave, 1927, n. 67. 
(1) H. Bouasse (nota 171), n. 65. 


LE VIBRAZIONI 375 


Esercizio 2339. — Idem, assumendo una 7(x) contenente un parametro in- 
determinato. 
Soluzione. Assumiamo la funzione ($ = x/1) 


gq=01— £+ 0.61- PF - 01-84 0 — = 
= C(1—- 2É+ E2+ cé — 2eé? + cd3) 
contenente il parametro indeterminato c (0 non conta, perchè si elimina). Si ha così 


C2Ji 


L , 

È “’ = C?A,l 
fontran= 7 (5+40+ 20), fAntar — 
0 0 


840 


(28 + 16c + 3c?); 
5+ 4+ 2 1 EJg 
28 + 1604 3e 24 Ay 


Procedendo come nell’esercizio 1930 e ponendo ©&°#A,y/EJg = k (da non 
confondere col % del n. 902 bd), si ricava l'equazione 


(28% — 840) + (16% — 672)c + (3% — 336)c® = 0; 


wî = 168 


e uguagliando a zero il discriminante, si ha l'equazione di 2° grado 
80%? — 26208% + 677376 = 0, 


la cui radice minore è & = 28,2875. Quindi, per la posizione fatta, si ottiene 


/EIg Eg = 21/9 
D) 2875 19 _ IS mn) = Sl 
= v28,28 5 Ay Sede E] y” e ARA | v° 


In tal modo l’errore è ridotto a 0,71/1000. 


Esercizio 2340. — La lamiera dell’esercizio 2336 vibra nel piano di maggiore 
rigidezza. 
Soluzione. Si ha 0, = 0,289 - 30 = 8,67 cm. Quindi si ottiene 


Î, = 0,8459(8,67/2002)/2,1 - 105 - 981/0,0078 = 94,2 . 


Esercizio 2341. — Determinare la frequenza della vi- 
brazione di una trave a forma di cono o di piramide (fig. 
1967 a). 

Soluzione. a) Si ha J= J;éij A = A;$?, essendo 


x/lI. Assumendo la parabola 7 = C(1— £? = C(1— <“e=z 


B- 
— 25 + #2), d*y/dx® = (1/1°)d?y/déÉ® = 2C/1°, si ottiene Fig. 1967. 
3 20 402 
fontras == 1521 f ca = cia . farro = A:0% Sea — bat = a : 
n 
(420.1 y/ETg 0:1/E9 _ vano DEI 
= J Va = 01981 #| cd fi, = 1,4587 5) a 


Il valore esatto (1°) è fi = 1,3875(0,/12)\VE9/y, per cui l’errore è di 35,1%. 


(*?*) H. Bovasse (nota 171). n. 63. 
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Il risultato vale per il cono e per la piramide. Nel caso del cono, se r, è il raggio 
della sezione incastrata, il risultato esatto è f, = 0,694(r,/l2) VEg/y. 
b) Ad es., per una barra conica di ferro avente r, = 2 cin, {= 1 m, risulta 


f, = 0,694 


2 e Ri na, 


100? } 0,0078 


Se la barra fosse cilindrica, il coefficiente (1756) sarebbe 0,280 e la frequenza 
sarebbe 2,48 volte minore. 


Esercizio 2342. — Trave appoggiata agli estremi, avente J = (47,/l2)(lx — 22), 
A = (4A,/l*)(lx — x?) (ad es., sezione rettangolare di altezza costante e di larghezza 
variabile con la legge parabolica di e J e di A, fig. 1769). 


Soluzione. Assumendo 7 = C(lx — 22), n” = — 2C, si ottiene 
"Trax = SOI Parpan = CA, 
Joaa=zha J a gg ® 
Ù) D) 
/280 1 EJ,g _ Eg co-a 011/E9 
1=)3 va ie — 9,6609477, fi = 15376 #]/7 
Esercizio 2343. — Idem, usando una 7)(r) contenente un parametro inde- 
terminato. 
Soluzione. Ponendo xl = £, si ha A = 4A4,(É— £2), J = 4J,(E— £2) 
Se assumiamo la deformata 7)(x) = C(É — £° + cé2— cf3), si ha 7° = d?y/de = 
= (20/12)(- 1+ c— 3c$). Quindi gli integrali della (1764{) risultano 
} 4021). iù C2A,I 
/ Jn'*da = A 1 (10-+ 10c+ 223c2) , ] Arda = "0 (18+ 18c+ 185c2). 


Il minimo del loro quoziente si ha per ce = 0; per cui la 7)(x) parabolica (es. 2342) 
è più attendibile. Quindi si ottiene lo stesso risultato dell'esercizio 2342. 


Esercizio 2344. — Determinare la seconda frequenza (cioè quella della prima 
armonica) per la trave prismatica a mensola. 

Soluzione. Una curva 7(r) che ha un punto inter- 
medio di ordinata nulla (cfr. la fig. 1960 b) è ad es. la 


x 7 linea elastica di una trave con un appoggio e un incastro, 
caricata uniformemente, quando l’appoggio subisca un 
Fig. Ivos. innalzamento (fig. 1968). A tal fine basta pensare che 


la reazione dell'appoggio sia maggiore di 3g*1/8. 
Lasciamo indeterminata tale reazione, ossia indichiamola con A = eg*l 
(c indeterminato). Dall’espressione di M = Ax — q*x?/2 = cq*le — q*x>/2, si de- 
duce l’equazione della linea elastica 


= C(12e08x — 4cla8 — 8cli + xi — 4Br + 308), “= 0(— 24clx + 122). 
YI N 
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Quibii si ottiene 


Sat naz (728 — 37170 + 47520?) , î ntdz = 73 (8— 150 + 200); 
— To ; 
3- 150+ 20° 1 EJg 


e — i 
= 3024 3 ato + anse Ap * 


Procedendo come nell’esercizio 2339, si ottengono per % le due radici 


k, = 04 e n = 509,919. Dalla DIA si deduce a = 3, 918001) 12) \VEJg/Ay, 


un l'amore di o ,54/1000. Dalla seconda si dedloca W, = 22, 5814(1/ 112) \VEJg/A AV, 
ia = 3,5939(0/1°)VEg/y, che corrisponde alla prima armonica (nota 156) con l'errore 
di 2,5%. 


Esercizio 2345. — Determinare la frequenza della vibrazione di una trave 
prismatica con un’estremità appoggiata e l’altra incastrata. 

Soluzione. Basta porre A = 3g*1/8, ossia c = 3/8 nell’esercizio precedente, 
Si ottiene così (1759) 


1 = 15,4511(0/12)\VEg/y , fh=24 2\VEg/y . (errore di 0,21%) 


Esercizio 2346. — Determinare la frequenza della vibrazione della trave pri- 
smatica a mensola mediante la (1765). 


Soluzione. Usando la 7(x) provocata dal peso proprio, si ha (es. 2332) 
1 x 1 
J nda = > A mentre abbiamo già | nda = 
Ù o 


Quindi la (1765) dà 


1 104 C?19 
45° 


608/5 279 


2 


Wi 7 9 104039745 — 5208 © 


In questo caso rimane C al denominatore, per cui occorre ricordare (es. 186, 2332) 
che C = q/24EJ. Sostituendolo, si ottiene lo stesso risultato dell’esercizio 2332, 
com’è naturale (n. 903 j). 


Esercizio 2347. - Studiare la trave a cuneo dell’esercizio 2337 mediante la 
(1765). 

Soluzione. a) Troviamo anzi tutto l’equazione della linea elastica dovuta al 
peso proprio. Se g, = A4,y è il peso unitario all’incastro, ossia per x = /, in un 
punto generico si ha q = q:r/l, M = — q28/61. Quindi l'equazione differenziale della. 
linea elastica è 


M _qr3/601_ ql 
JI Ia 6I, 


En!” s s ql? 
qn=t ossia EJ n” = 6° 


Integrando due volte, risulta la parabola 


n= (ql*/12EJ )(x°— 2a + 4°) = C(e°- 2 +12), n’ = 202, 
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b) Si ottiene così (A = A,2/1) 
1 


i 3 
FA CA C2A 35 
find sd i x(a2— 2lx + 22)dr = Bo’ fara = * è ; 
1 04812 30 30 _ go 1. EI 
©1799 G4A/80 — 1202 — Il 12EJ)e ©“ Ay °° 


che coincide col risultato dell’esercizio 2337, perchè anche in esso si è usata una 
(x) parabolica. 


904. Metodo di successive approssimazioni. 


Anche nello studio della vibrazione delle travi si possono usare i pro- 

‘ cedimenti dei'nn. 821-823, intesi a evitare le difficoltà analitiche che spesso 

possono presentarsi e a migliorare l’approssimazione dei risultati. Non ripe- 

teremo quanto si disse nel n. 822 a) sul calcolo numerico dei due integrali 

della (1764;). Indicheremo invece un procedimento equivalente a quello 

del n. 821 c), per migliorare finchè si voglia l’espressione della funzione 
arbitraria n(). 

a) Sappiamo (n. 903 a) che l'eliminazione di # nell’equazione (1750) 

alle derivate parziali la trasforma nell’equazione differenziale ordinaria 

(1761). Se in questa si tralascia la costante w?y/Eg, si ha più semplicemente 


(1761,) (Jyp\)'=An, 


dove J e A sono date funzioni di x. 

L’integrazione della (1761,) è resa ardua dal fatto (n. 821 a) che il 
secondo membro contiene la 7, mentre se esso fosse una funzione di %, 
basterebberc quattro quadrature successive. Per renderlo tale, sostituiamo 
la funzione incognita 7 con una funzione arbitraria (7), che soddisfi 
però le condizioni di vincolo della trave. Si ha così 


(1761) [J(c)m '(2)])" = A(e)no(2) . 


Integrando due volte, il primo membro diventa J(2)n:'(x) e il secondo 
diventa una funzione {(x). Quindi, dividendo ambo i membri per J(2), 
si ha 71'(2)= f(x) :J(x), dove il secondo membro è ancora una funzione 
di x. Perciò integrando ancora due volte, si ottiene la nuova funzione 
n:(€); e sappiamo (n. 821 5) che la (x) è più prossima alla vera funzione. 
incognita 7(x) di quanto lo fosse la funzione 7,(7) dalla quale siamo partiti. 

Si ripete il procedimento sostituendo nel secondo membro della (1761,) 
la n0(7) con la 7;(), e si ha 


[J(2) ns (0)]" = A(e)n:(2) ; 


quindi si ottiene una nuova funzione n,(r) ancora migliorata. E così 
di seguito, fino a ottenere una funzione 7,(7) che si ritiene soddisfacente; 
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ossia fino a quando il rapporto (2) : 7n-1(7) sia circa costante per qualun- 
que valore di 2. 

Il procedimento è convergente per la stessa ragione detta nel 
n. 821 bd) (194) (195). 

A tal punto si può calcolare w? introducendo di nuovo la costante 
w?y/Eg nella (1761,), che diventa 


(1776) (Im)"= (0°y/Eg)Am, da cui = E(Iny'Y":(y/9)Am , 


e impiegando i valori di Ayn, (7n, )” calcolati in un punto x; qualsiasi. Tut- 
tavia si consegue una migliore approssimazione se s’introduce la Yn(2) 
nella (1764;). 

b) Quando non sia possibile effettuare in modo analitico le quattro 
integrazioni successive della (1761,), si può procedere in modo numerico, 
come nel n. 822 5), eseguendo la divisione per J(x) prima di procedere alla 
terza integrazione. 

Si può anche procedere in modo grafico, come nel n. 823 a) 0 db), so- 
stituenGo (n. 904 a) le prime due integrazioni col tracciamento di una 
funicolare e le ultime due con una seconda funicolare (170) 


Esercizio 2848. — Studiare la trave dell’esercizio 2334 (J = J c/l, A = Axe/l) 
col metodo di successiva approssimazione. 

Soluzione. a) Partiamo dalla funzione di 3° srado N = C(r38— 82r + 203), 
che nell’esercizio 2335 si è dimostrata già soddisfacente. Tralasciando non solo 
w?y/Eg ma anche CA,/1, la (1761,) diventa 


(Jni')" = oi — 3x4 298r . 
Integrando una prima volta e determinando la costante O, in modo che per 
x =0 sia nullo il taglio T = EJn"), risulta 
(Jni') = 28/5 — Po + Bo, 
Integrando una seconda volta e determinando C, in modo che per x =0 sia 


Jn” = 0, risulta 
Tni' = 26/30 — lr4/4+ B28/3, 


(1"*) La convergenza di questo procedimento, ossia l’aderenza man mano migliore delle n, (x} 
alla vera n(z) incognita, risulta anche dal fatto che le funzioni No(7), n3(7); na(), ... hanno un nu- 
mero di termini man mano maggiore; per cui si costruisce a poco a poco lo sviluppo in serie di po- 
tenze della funzione n(z). 

(1*) In questo caso esiste inoltre un motivo specifico molto più decisivo. 

Supponiamo che la ny(r) sia ad es. la deformata dovuta al peso proprio g agente staticamente. 
N secondo membro della (1761,) è allora il prodotto di 4(x) (proporzionale a d= Av) per no(z) 
(proporzionale all’accelerazione ong); per cui è proporzionale alla forza d’inerzia in ogni punto 
dovuta al moto ne. Confrontando con la (235), si riconosce che la n3(7) che risulta dalle quattro 
integrazioni è la deformata non più dovuta al peso proprio g, bensì alla forza d’inerzia derivante 
da esso e dal moto. Quindi la ni(7) è certamente molto più prossima alla n() vera di quanto non 
lo sia la ng(2). 

(174) J. BARTA: Calculation of the vibration frequency oj towers, «Acta technica Academiae 
Scientiariusa Hungaricae », T. II, fasc. 2-4, 1951. 
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A questo punto si porta J = J,x/l a dividere il secondo membro, per cui, tra- 
lasciando //J,, si ha 
ni' = 28/30 — ?28/4 + Br?/3 . 


Integrando una terza volta e determinando C; in modo che per £ = I sia 7 = 0, 
risulta 
ni = 29/180 — 1224/16 + 18x3/9 — 1315/240 . 


Integrando una quarta volta e determinando C, in modo che per £ = sia 7 =0 
risulta 
N, = 2°/1260 — 125/80 + 1824/36 — 137%x/240 + 417/105 . 


Il minimo comune multiplo di questi denominatori è 5040. Riducendo a questo 
denominatore l’espressione di 7), e anche quella di 71’, per poter tralasciare in en- 
trambe il divisore 5040, si ha 

nil = 1685 — 1260/23 + 1680737? 
ni = 40° — 63125 + 14008r1 — 27315x + 19277 , 
Ci arrestiamo alla 12 fase, sufficiente per illustrare il procedimento. 


b) Sostituendo la 77, e la 71’ nella (1764;), si ottiene 
LI 


L 
Ty !12dy = 867 or. 1453910342! — 
) Ini'*do = 8678671, Bi Ande = PT; 
_ q/86786- 8580 1 /ETG n iecica- L/F9 
= | ‘14559108 P] dy © 7190489] 


e quindi f, = 1,1390(0;/1?)VEg/y. praticamente uguale al valore esatto (es. 2334). 
Ciò che conferma l’ottima convergenza del procedimento, 


905. Masse ripartite e concentrate. Formula di Dunkerley. 


Lo studio esatto di una trave che sopporta una massa concentrata in 
un punto è abbastanza semplice solo quando la sezione sia costante 
(es. 2323, 2325). Per studiare il caso della sezione variabile e di una massa 
concentrata, oppure il caso in cui esistano più masse concentrate, è facile 
‘estendere il procedimento energetico approssimato del n. 903 b). 

a) Quando in un punto C (o in più punti) della trave esiste una massa 
concentrata di peso P, la sua energia cinetica è W,= (1/2)(P/9)w?nî, se 
n. è l’ordinata n(r) nel punto C. Quindi l’energia cinetica totale è la somma 
della (1763) e di questa; per cui uguagliando all’energia elastica (1762) 
si ottiene 


(4 
[ In'2ax 
(1767) o=Eg —'——— . 
y | An*dc+ Pat 
o) 


Nel caso di più carichi, l’addendo al denominatore è P,n7 + Pini + ... è 
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Il valore di @ dato dalla (1767) è approssimato in eccesso rispetto al 
valore vero, come nel caso della (1764). 

b) Partendo dalla (1767) si ottiene facilmente un’altra formula per 
il calcolo approssimato di w? o di f?, che oltre al pregio della grande sem- 
plicità ha anche quello di dare un valore approssimato în difetto rispetto a 
quello vero incognito, per cui questo risulta compreso fra un limite supe- 
riore dato dalla (1767) e uno inferiore. A 

Indichiamo genericamente con m,, m, due masse, che possono essere 
quella ripartita della trave e quella concentrata in un punto, oppure due 
masse concentrate in due punti se la massa della trave è trascurabile. 
Siano W,, W. le energie cinetiche delle masse m,, m, quando © = 1, per cui 
W= W,+ W., e sia L; l’energia elastica della trave. 

Se si calcola ©? mediante la (1767) e si suppone di usare la 77(r) vera 
del caso di entrambe le masse m, ed m, si ottiene il valore esatto @*; 
per cui si ha 

da Li 5 1_W_W+W._W,W. 
(a) w°= tn Wi W' ossia e 5” Di gni “ale 


La 7(x) suddetta è diversa dalle 77,(1), 7,(2) vere dei casi in cui esistano 
soltanto m, o soltanto m,; per cui L;/W, ed L;/W,, ottenuti mediante la 
7(x), sono valori approssimati in eccesso di wî e di wî relativi alla sola m, 
o alla sola m,; cioè si ha 


i; Li W. 1 W 1 
4 a i. = n 1 1 2 
Tm >, UA >@5 , da cui BA < al’ IL <# . 
Quindi per la (a) 
1 1 1 
(0) dit Di >: 


Pertanto, se si conoscono i valori esatti w, e @, per i casi in cui esistono 
soltanto m, 0 m,, un valore approssimato della per il caso in cui esistono 
entrambe le masse (o più di due) si può calcolare mediante la formula 
(di Dunkerley) 


(1768) == 


Il valore di 1/0? che così si ottiene è maggiore, per la (5), del valore 1/03, 
e per conseguenza w? è minore del valore vero @? incognito. 
Essendo 1/0*= T?/4x?, dalla (1768) si deduce anche 


(1769) T=T+T+T+.., 


che dà 7 approssimato in eccesso. (Le (1764), (1767) danno 7 in difetto). 
c) Se si calcola @” mediante la (1767), si è certi che il valore vero 
@ incognito è minore di ©”, ma non si sa di quante. Se si calcola anche w° 
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mediante Lea (1768), si è certi che © è maggiore gi o’. Quindi si ha 
W <<"; ossia © è compreso fra i due. 

d) Il valore di © dato dalla (1768) è dotato di buona’ approssimazione 
quando le deformate 7(2), 7,(2), 7.(7) sono poco diverse tra loro; ciò che 
non sempre accade. Ad es., nel caso di una fune tesa e soggetta a m, in Ci, 
oam.,inC,0am,edm,inC,e C., l’approssimazione della (1768) non 
può essere buona, perchè le tre deformate sono profondamente diverse 
tra loro (es. 2353). Se invece di una fune si ha una trave di massa trascura- 
bile, soggetta a m,0am,,0am,ed m., l’approssimazione è assai migliore 
(es. 2354, 2355). 


Esercizio 2349. — Trave prismatica appoggiata alle estremità, di peso Q e 
avente un peso P concentrato in mezzaria. 

Soluzione. Assumendo la deformata di 3° grado dell’esercizio 1918, valgono 
gli stessi integrali allora calcolati, mentre l’ordinata 7, in corrispondenza di P è la 
freccia f. Quindi la (1767) dà 


EgJ + 48/218 168079 1680 1 EJg 


dc IN pa EOS o a sms 
| yA- 17f°1/35+ Pf? 17Ayl + 35(P/)Ui 174 35P/Q UU Ay 
Ades., se P= Q,siottiene = 5,6840(0/l2)/Eg/y,f = 0,9046(0/12)V Eg/y, 
invece di 0,9039 (es. 2323); per cui l’errore (in eccesso) è di 0,77/1000. 


Esercizio 2850. - Idem mediante la (1768), nel caso di P= Q. 
Soluzione. a) Nel caso di P = 0 (1754,) e in quello di Q O ((1681) nella 
quale ò,, = P1°/48EJ) si ha 


Il 


cea EJy Li V48 (EJQ _ 93 V/EI9 
fe = 1,5708 ] op: Pala 1,1027 | "p * 
Quindi, operando sui soli coefficienti (le due radici sono uguali), si ottiene 


1 1 1 


au aa © Li i = 0,9024.. 
P 1,5708 + 1,10273 1,2277 , da cui f= 0,9024 


:Il coefficiente esatto (es. 2323) è 0,9039, per cui l’errore (in difetto) è di 0.17%. 
b) Il coefficiente esatto (se fosse incognito) è certamente compreso fra 0,9024 
e 0,9046 (ossia è limitato inferiormente e superiormente). 


Esercizio 2351. — Trave prismatica a mensola, di peso Q e avente un peso P 
concentrato néll’estremità libera. 

Soluzione. Assumiamo la stessa deformata dell’esercizio 2331, per cui val- 
gono gli stessi integrali. Inoltre l'abbassamento del puntò d'applicazione di P 
è 7, = 2088. Quindi la (1767) dà (y Al = %) 

EgJ - 12C°8 420EJg” 420 1 EJq 


LA TA - 3303735 + P-4058 — 334yl + 140(P/)& — 334 140P/Q È A4y° 


Ad es., se P= 0, si ottiene ©, = 1,5581(0/1?)\/Eg/y, f, = 0,2480(0/°)\VEgiy 
invece di 0,2479 (es. 2336); per cui l’èrrore è di 0,4/1000,° 
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Esercizio 2852. — Idem, mediante la (1768), nel caso di P=Q. 
Soluzione. Nel caso di P = 0 (1756) e in quello di Q = 0 ((1681) nella quale 
ò,, = PR/3EJ) si ha 


EJg N: FEIg : /BJg 
OR * fe=sclpa 0,2757 | Sa * 
Quindi si ottiene 
1 1 1 ; 
= 55081 09757 = 19,8494, da cui f= 0,2473. 


Il coefficiente esatto (es. 2336) è 0,2479, per cui l’errore (in difetto) è di 0,24%. 


Esercizio 2358. — Studiare la fune dell’esercizio 2271 b) mediante la (1768). 

Soluzione. Nel caso di una sola delle due masse, si ha dò, = 279/98, per cui 

wì = 9/Ò,, = 4,5S/ml. Se esiste soltanto l’altra massa, si ha ©, = @,. Quindi la 
(1768) dà 

A me 1 di 


1 2 
o 0 0 


bi da cui * = 2,258/ml, 
Il valore esatto è 0? = 3S/ml; per cui l’errore è di 25% (n. 905 d). 


Esercizio 2854. - Idem, per la trave dell’esercizio 2273 b). 
Soluzione. Nel caso di una o dell’altra delle due masse, si ha d,, = 8mgl/486EJ, 
0? = © = 9/d, = 486E7/8ml*. Quindi la (1768) dà 


1/02 = 2/07 , da cui w° = 486EJ/16ml8, ® = 5,511VEJ/m}, 

Il valore esatto è © = 5,692-VEJ/ml* (errore di 3,2%). 

Esercizio 2355. — Idem, per la trave dell’esercizio 2274. 

Soluzione. Nel caso della prima o della terza massa e nel caso della seconda, si 


ha dò, = 18mgl8/1536E7, ò,, = 32mgl8/1536EJ, w@î = wî = 1536E7/18ml8, wî = 
= 153657/32ml. Quindi la (1768) dà 


1/0? = 1/0î + 1/03 + 1/03 = 68m13/1536EJ , da cui = 4,753/EJ[mb, 
Il valore esatto è @ = /0,0317 - 768 V/EJ/ml = 4,934 VEJ/ml? (errore di 3,7%). 


906. Influenza dello sforzo assiale sulla frequenza della vibrazione (!7). 


La frequenza della vibrazione naturale di una trave può essere alte- 
rata in misura anche profonda dalla presenza dello sforzo assiale: la fre- 
quenza aumenta se lo sforzo è di trazione e diminuisce, anche fino ad an- 
nullarsi, se è di compressione. Lo sforzo assiale può essere dovuto a due 


(1) O. BELLUZZI: Sul periodo di ‘vibrazione di una struttura in presenza di carichi di punta, 
« Giornale del Genio Civile », 1951, fasc. 4°. 
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forze uguali e contrarie agenti alle estremità della trave (o anche in punti 
intermedi), oppure al peso proprio quando l’asse della trave è verticale. 
Quest’ultimo caso interessa nello studio della vibrazione delle antenne e 
delle torri. 

a) Nel caso delle travi prismatiche e dello sforzo assiale costante, se 
la trave è articolata alle estremità lo studio è immediato. L’equazione dif- 
ferenziale del moto, che è la (1732) (‘*), dà ancora per w? l’espressione (4) 
del n. (898), che ora si può scrivere (indicando con P lo sforzo, anzichè 
con $) 

oB= ae . i nîn? Pg ma. DIN 4 __P i . 
y > Ay 4 Ay\ n°n2EJ [12 


Il fattore esterno alla parentesi è il quadrato di ©, trovato nel n. 902 c) 
nel caso di P= 0, mentre n°72EJ/l? è il valore critico P., di P se agisce 
per compressione (P., è quello corrispondente alla deformata con n se- 
mionde, conformemente a @,). Per cui si può scrivere 


(1770) © = @(1+ P/Pa),  @=@1— PP). 


Vale la prima se P è di trazione, la seconda se è di compressione. 

Nei casi delle travi vincolate in altri modi, delle travi di sezione va- 
riabile e delle travi soggette a P variabile lungo l’asse (torri), lo studio di- 
venta molto arduo, e si affronta di solito con procedimenti approssimati. 
Tuttavia se si esamina il problema in modo intuitivo (v. d), per capire il 
motivo per cui le (1770) valgono soltanto nel caso suddetto, si riconosce 
che le (1770) si possono usare in ogni caso con buona approssimazione. 

b) Sappiamo (n. 903 bd) che la trave in vibrazione è sede di continua 
trasformazione di energia. 

In un primo caso sia P= 0. Quando la trave si trova alla massima di- 
stanza dalla configurazione rettilinea di equilibrio, possiede la massima 
energia potenziale elastica L, ed energia cinetica nulla perchè la velocità 
si annulla. Quando passa per la configurazione rettilinea non ha più energia 
elastica e possiede la massima energia cinetica W perchè in ogni punto la 
velocità diventa massima. Per il principio della conservazione dell’energia, 
W è equivalente a L,. In altri termini, tutta l’energia elastica L; diventa, 
in questo caso, altrettanta energia cinetica W. La frequenza della vibra- 
zione è f, la pulsazione è @ = 2xf e il periodo è T = 1/f. 

In un secondo caso, la trave, disposta verticalmente (fig. 1752 a) per 
maggior evidenza, è soggetta in sommità al carico P= P., che la comprime. 
Se si pensa che sia inflessa e che si raddrizzi, essa impiega tutta la sua 
energia elastica L, per risollevare di ò il carico P.,, che richiede appunto 


(1?) Nello studio delle corde il fatto accessorio era la rigidezza della corda, e quindi il termine 
accessorio era EJ Iv; invece nello studio delle travi il fatto accessorio è lo sforzo assiale, e quindi 
il termine accessorio è — Sn”. : 
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(n. 8125) un lavoro esterno L.= L. ma: = Li; per cui non resta energia 
disponibile per produrre energia cinetica. Quindi la trave non ha alcuna 
tendenza a ritornare nella configurazione rettilinea, e se vi ritornasse 
lo farebbe in modo lentissimo, cioè senza vibrazioni (f=0,0= 0, 7= 00). 

In un terzo caso (il nostro), se la trave è soggetta a un carico generico 
P<P.,, solo una parte di ZL; si trasforma in lavoro esterno Eye Es inaa 
richiesto per risollevare P di dò, e la parte rimanente L;— I, resta dispo- 
nibile per trasformarsi in energia cinetica W'< W, provocando vibra- 
zioni di frequenza f'<f, di pulsazione w <@ e di periodo T'> 7. 

Se accade che la deformata della trave in vibrazione abbia la stessa 
forma sia in assenza che in presenza del carico assiale P, e sia uguale anche 
alla deformata d’instabilità provocata da P.,, per una deformazione di data 
entità (ad es. di data freccia) il lavoro interno L; è lo stesso in tutti e tre 
i casi suddetti. Il tratto ò di cui P deve risollevarsi è pure lo Stesso, per cui 
L.= Pò è proporzionale a P, e si ha L. nax= Li quando P= P.,. Con- 
frontando il terzo e il secondo caso si ha perciò 


LP 
(a) Lizzioa Poe 


L’energia cinetica W del primo caso è uguale a LZ, e quindi anche a 
IL: max; Mentre la W/ del terzo caso è uguale a L;— L, e quindi anche a 
L. mor — Le Si ha così, avendo presente la (a), 


W si L. max = P& ° 
Ma l’energia cinetica W' è proporzionale al quadrato della pulsazione 
' (n. 903 5) o della frequenza Y’, per cui si ha W:W=f?:f. Quindi si 
ottiene (1°°) 
pd__W _ Pe—_P 
f_ W° Ps 
Se P è di trazione, il segno — diventa +. 
Si ha dunque nei due casi (18°) 


, dacu f?=f 1-5) P 


(1771) p=i13#. oppure r=T:|137- 


(1?*) Il ragionamento che si è fatto è un po’ lungo come discorso ma è breve come concetto. 
Riassumendolo, si riduce a questo: quando P = 0 tutta l’energia elastica L, si trasforma in energia 
cinetica W, ed è proporzionale a P,, perchè quando invece si ha P = P,,è tutta necessaria per risol- 
levare P.r; quando P < Pr l’energia elastica si divide in due parti, una proporzionale a P che 
serve per risollevare P, e una proporzionale a P,- — P che diventa energia cinetica PW”. Perciò si 
ha W::W=p"2:f2 = (P:.-—P):Por ; 

(!**) Si può scrivere la formula per la frequenza fi dell’armonica con n semionde (e in talcaso 
si deve considerare il P,, corrispondente). Tuttavia in pratica la (1771) si usa di solito per cal- 
colare la frequenza fj della vibrazione fondamentale. 
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Per quanto si è detto, le (1771) sono esatte se la forma della deformata 
della trave in vibrazione non ‘cambia per la presenza di P e se inoltre 
è dello stesso tipo di quella provocata dall’instabilità quando P= P.,. 
Questa circostanza si verifica nel:caso della trave prismatica articolata 
alle estremità e soggetta alle due forze P agenti alle estremità stesse, perchè 
tali deformate sono tutte sinusoidali (!8'). In tutte le altre condizioni di 
vincolo la deformata provocata dall’instabilità è sinusoidale, mentre 
quella di vibrazione è espressa da funzioni trigonometriche e iperboliche, 
e cambia ancora se agisce P. Inoltre le tre deformate sono diverse anche 
nel caso della sezione variabile e in quello di P variabile lungo l’asse. 

Tuttavia le (1771) danno certamente risultati dotati di ottima appros- 
simazione anche negli altri casi, perchè sappiamo che la ©* data dal cri- 
terio energetico, cioè dalla (1764;), è stazionaria, cioè si scosta pochissimo 
dal valore vero (che è il minimo) anche per no- 
tevoli scostamenti della deformata arbitraria 
assunta 7(r) dalla vera deformata. 

ce) Se P è di compressione, la diminuzione di f 
al crescere di P in principio è lenta (occorre P= 0,75P,, 
per dimezzare f) e diventa rapida quando P si avvi- 
cina a P., (parte a sinistra di 0 della fig. 1969). Diamo 


Fig. 1969. alcuni valori: 
P= 0,25 0,50 0,60 0,70 0,75 0,80 0,90 0,95 0,98 0,99 1,00 - P, 
# = 0,866 0,707 0,632 0,548 0,500 0,447 0,316 0,224 0,141 0,100 0 - f 


Se P è di trazione (parte a destra di 0 della fig. 1969), per P = 1,0 - 5,0 - 
10,0 > P., si ha fa = 1,414 - 2,449 - 3,317 - f (152). 


d) Le (1771) sono particolarmente utili nei casi più complessi che 
non si prestano allo studio diretto ed esatto, ad es. nel caso di travi verticali 
soggette al peso proprio, e quindi ad azione di punta o a trazione variabile 
lungo l’asse. La buona approssimazione delle (1771) anche in questi casi 
è verosimile perchè il ragionamento fatto in d) è valido in ogni caso, e di- 
venta approssimato soltanto a causa della forma diversa della deformata 
dinamica e di quella provocata dall’instabilità. 


(31) Le (1771) sono esatte anche in altri casi: ad es. in quello dell’esercizio 2357, perchè la 
trave rimane rettilinea in tutte e tre le condizioni. In generale è esatta nei sistemi a un grado di 
libertà. 

(353) Per saggiare l’attendibilità della (1771) in casi anche molto diversi da quello della trave 
prismatica appoggiata, consideriamo la trave a mensola, disposta verticalmente, incastrata in 
alto e con un peso P nell’estremità inferiore. Ricordando (1681,) che fo = 5/Vòd,; e che (se P è 
molto maggiore del peso proprio della trave) è,;= P18/3EJ, la {= fo V1 + P/Pc, sì trasforma nella 
j= 5V3EJ/8 VI/P +1/P,,: Essendo P,,= (xÈ/4)EJ/?, per P+ co si ha fz;m = 0V3EJ/18 V1/P.5= 
= 5,51/V 1. Ma per P+ ce la forza di richiamo dovuta all’elasticità della trave (o piattina) diventa 
trascurabile rispetto a quella dovuta al peso P; per cui il comportamento diventa quello di un 
pendolo semplice di lunzhezza 1, la cui frequenza (n. 878) è f= 5/V I. Quindi anche in queste 
caso molto sfavorevole l’approssimazione della (1771) è del 10%. 
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Se la trave è prismatica e incastrata in basso, la (1564) dà Q.-= (9).-= 
= 7,837EJ/l*. Per il nostro scopo è preferibile risolverla per il peso specifico 
critico ye, (‘#), che risulta (Q= yA2) 


EJ « 1: . 
(1772), (1772,) yva= 7,837 AR: ese la sezione è circolare y., = 1,96 2, 


Come si è detto, il ragionamento fatto in 3) vale con buona approssi- 
mazione anche quando la deformata dinamica e quella d’instabilità sono 
diverse, e vale non solo quando il peso P che si deve risollevare è posto 
alla sommità della trave, ma anche quando si tratta di pesi gdr situati 
a diverse altezze lungo la trave. Per cui nelle (1771) si può sostituire P/P., 
con g/d:r, oppure con Y/y:r, e si ottiene 


(1773) rea, t=T:|137Z. 


La frequenza e il periodo naturali f e 7 quando N=0 sono dati 
dalle (1756). 

È facile studiare anche le travi verticali di sezione variabile, soggette 
a Pin sommità oppure al peso proprio (es. 2359-2361); e si può studiare 
una torre tenendo conto anche della elasticità del terreno (es. 2362). 

e) L’ottima approssimazione delle (1771), in casi anche molto diversi da 
quello della trave articolata e soggetta a N costante, è confermata da una serie di 
esperienze (nota 177) eseguite su aste di trafila d’acciaio di 2 - 3 - 4 mm di diametro 
e di diverse lunghezze, disposte verticalmente e perciò soggette al peso proprio che 
genera uno sforzo assiale variabile. Il vincolo era l’incastro a una delle estremità, 
l’inferiore o la superiore, mentre l’altra era libera. La differenza fra i valori cal- 
colati mediante le (1773) e quelli misurati è stata circa di 0,5 - 1,0%. Una di tali 
aste è considerata nell’esercizio 2358. 

}) Si può anche usare una formula analoga alla (1764,), che si ottiene os- 
servando che l’energia elastica è la somma di quella (1762) di flessione e di quella 
relativa a N, che vale (n. 898 d) (1/2) / N7'?dx. Si ha così 

2 1 
E | Jny'?dx + | Ny'?dx 
(1774) oa £._& d 


n) 
i | Anfda 


(i) 
Si usa il segno — se N è di compressione. 
Il valore di @’ dato dalla (1774) è sempre approssimato in eccesso (n. 903). 
g) Si può ottenere anche una formula che dà un valore di @ approssimato 
în difetto, valida nel caso generale di due (o più) forze di richiamo quali che siano. 
Indichiamo genericamente con L,, L, le energie elastiche dovute a due forze 
di richiamo (nel nostro caso la reazione di flessione e quella relativa a N). Se si 


(3) È quel peso specifico che renderebbe indifferente l’equilibrio, con i valori dati di E, J, 
» 7, se fosse possibile variure soltanto /. 
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calcola ©? mediante la (1774) e si suppone di usare la 77(r) vera del caso dato, si 
ottiene il valore esatto w*; per cui si ha (184) 


(a) © = (LL +L):W=L/JW+Ly/W. 


La 7(x) suddetta è diversa dalle 7,(2), 77.(r) vere dei casi in cui agisca soltanto la 
prima forza di richiamo o soltanto la seconda; per cui L,/W ed L,/W, ottenuti 
mediante la 77(7), sono valori approssimati in eccesso di @î e di wî relativi alla 
prima forza di richiamo o alla seconda; cioè si ha 

LJW>W@î, Ly|W>@dî. 
Quindi per la (a) 
(b) dî +0 <@d. 


Pertanto, se si conoscono i valori esatti w, e ©, dei casi in cui agisce soltanto 
la prima o soltanto la seconda forza di richiamo, un valore approssimato in difetto 
della © del caso in cui agiscono entrambe si può calcolare mediante la formula 
(di Southwell) (185) 

(1775) o=D +. 


In tal modo, se ©” è il valore di © dato dalla (1774) e @’ è quello dato dalla 
(1775), siha @<@< ©”: ossia il valore vero @ incognito è compreso fra i due, 
h) La (1774) e la (1775) si possono usare anche in casi diversi da quello 

delle travi soggette ad azione di punta (es. 2365). 


Esercizio 2356. — Una trave di ferro a T N 14, lunga 4 m, ha le estremità 
articolate e impedite di spostarsi. Calcolare la frequenza della vibrazione nel piano 
normale all’anima quando la temperatura è superiore di 8° a quella di posa in opera. 

Soluzione. Il riscaldamento di 8° provoca lo sforzo di compressione P = 
= EAa;4t = 2,1 - 108 - 18,2 - 0,000012 - 8 = 3670 kg. D’altra parte il carico 
critico minimo è P.r = NEI min = n° - 2,1 - 108 - 35,2/400° = 4560 kg. 

La frequenza della vibrazione naturale è (es. 2312) f1 = 7,01. Quindi la (1771) dà 

3670 


fi= 7,01 V 1- a = 701-0,4418= 3,1. 


Esercizio 2857. — Determinare la frequenza della vibrazione 
di una barra rigida disposta verticalmente (fig. 1970), con un 
peso P in sommità e incastrata elasticamente alla base. 

Soluzione. Se m, è il momento col quale reagisce l’incastro 
quando © = 1, e se si trascura il peso proprio della barra (18), 
l’energia potenziale totale (elastica dell’incastro e di posizione del 
peso P) quando l’angole è g risulta 


L= (1/2)Ìmp:g—- Pò = mp/2— PU — cosg). 


Fig. 1970. 


(1%) L’energia totale può essere L, — L, anzichè L, + La (ad es. nel caso della N di compres- 
sione), nel qual caso nella (1775) il + diventa —. 

(3) La (1768) di Dunkerley vale dunque nel caso di più masse, e la (1775) di Southwell vale 
nel caso di più forze di richiamo. Si confronti col n. 843. ° 

(184) Si tiene conto anche del peso proprio Q della barra sostituendo Pò con Pd + 03/2 e Plg 
con (P+ Q/3):g (noto 72). Gli ulteriori cambiamenti sono ovvi. 
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Sviluppando in serie cos g e trascurando le potenze di g superiori alla seconda (si 
considerano le vibrazioni di piccola ampiezza), siha 1— cosp=1—(1— g?/2)= 
= p?/2. Quindi 
L= mp?/2 — Plg*/2 = (g*/2)(m, — PI) 
L’energia cinetica massima è 
= (P/gltha/2 = (P/Mo'g:2 = (Pop . 
Per l'uguaglianza W' = L si ottiene 


Pw'?1? ; i m P m P 
vini ali. da cui o= Di — PR PIT). 

Il fattore esterno alla parentesi è m, : [(P/9)]?] = m, : I (essendo I il momento 
d’inerzia della massa P/g rispetto all’articolazione), e per la (1691) è il quadrato di 
© nel caso in cui la barra ruotasse intorno a un asse verticale, e quindi P non desse 
azione di punta (ossia non si abbassasse e alzasse). La frazione entro parentesi è 
P:(m,/l) ed m,/l è P., (per la (6) del n. 812). Per cui si ottiene w'? = w? (1 — P/P.). 

È naturale che in questo caso la (1771) sia esatta, in armonia con ciò che si è 
detto in db), perchè la barra rimane rettilinea in tutti e tre i casi. 


Esercizio 2358. — Asta di trafila d’acciaio di 3 mm di diametro, lunga 180 cm, 
disposta verticalmente e incastrata in basso o in alto (18°). 
Soluzione. Assumendo E = 2,1 - 105 kg/emq e y = 0,008 kg/eme, quando 
l’asta è orizzontale la (1756) dà 7, = 1,52” (183). 
Dalla (1565,) si deduce 
2,1 - 106 - 0,15? 


Ver = 1,96 sa — = 0,0159 kg/emo 


Quindi mediante la (1771) si ottiene 
0.008 2,16” cresce di 42,09 
Ti — 182]13 0,008 _ $ 7 ( x) 
0,0159 — | 1,24 (cala di 18,4%) 


Il periodo misurato sperimentalmente (su 20 vibrazioni complete) è stato 
(nota 177) nei due casi 2,16” e 1,25”, con errori di 0 e di 0,8%. 


Esercizio 2359. — La lamiera dell’esercizio 2334 è soggetta a carico di punta 
P = 1200 kg. Calcolare la frequenza della vibrazione. 
Soluzione. Il carico critico vale (es. 1939, n. 830 c) 


P,, = 1,446EJ,/I2 = 1,446 - 2,1 - 10° - 20/200°* = 1518 kg . 
Nell'esercizio 2336 si è trovato f, = 8,46. Quindi la (1771) dà 
fi = 8,461 — 1200/1518 = 8,46 - 0,4577 = 3,87. 


(1°) Quando l’asta è incastrata in basso è stabile, perchè la (1565,) dà 1, = 226 cm. 

(188) Anche il periodo naturale 7’ si è controllato sperimentalmente, per avere una conferma 
dei valori assunti per E e Y. 

Non potendosi disporre orizzontalmente a mensola un’asta così esile e lunga, si è misurato 
T, per 3= 100 cm (7, = 0,47”) e si è moltiplicato per 180°/100°. 
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Esercizio 2360. - Un palo conico di ferro ad asse verticale, alto 30 m, ha 
10 cm di diametro alla base. Calcolare la frequenza della vibrazione, 

Soluzione. Dalla (1571) si ricava 
Er -,2,1-109-52 
e = 7:63 oo 


La frequenza naturale è (es. cn 


Yor = 7,63 = 0,0148 kg/eme. 


2,1 - 106 - 981 


fi = 0,694 3008 30003 ] 0,0078 


= 0,198, (T, 


Il 
a 
(©) 
(DI 
x 
_ 


Quindi la (1771) dà 
fi = 0,198V1 — 0,0078/0,0148 = 0,136 . (Ti = 7,35") 


Se invece fosse incastrato in alto, si troverebbe f{ = 0,245, Ti = 4,08” 


Esercizio 2361. — Un abete sfrondato (circa conico), alto 40 m, ha il diametre 
alla base di 24 cm (189). Calcolare la frequenza della vibrazione, 
Soluzione. Assunto E = 105 iii si ha (es. 2360) 
105 . 


Ver = 7,63 — ci = 0,001717 . 


Assunto y = 0,0008 kg/eme (abete umido), si ha (es. 2341) 


12 /105 - 9sÌ 
= n 2. = 5,5” 
Î, = 0,694 zo008 00008 = %18 (T,= 5,5”) 
Quindi la (1771) dà 
f1 = 0,182V1 — 0,0008/0,001717 = 0,133 . (T= 7,5") 


Esercizio 2362. - Calcolare la frequenza della vibrazione della torre del- 
l'esercizio 2038. 

Soluzione. Al peso unitario gq., = 60500 kg/m, trovato nell’esercizio 2038, 
corrisponde 7, = der/A = 60500/10,08 = 6000 kg/me. 

Nel caso in cui non esistesse l’azione di punta dovuta al peso proprio, la fre- 
quenza fi è stata calcolata nell’esercizio 2324. Si ha (es. 2038) m,7/2J = 0,271, che 
è il valore di f(k7) dell’esercizio 2324; cui corrisponde (interpolando nella tabella 
della nota 164) %! = 0,93. Quindi risulta 


0,932. 1 1/EJg 1 j/0,5 - 10° - 30,24 - 9,81 cali 
her ‘E) “a 48 al gg “it. = 
Quindi la (1771) dà 

fi = 0,16771 — 1600/6000 = 0,143 . (T = 7,0”) 


Esercizio 2863. — Idem, nel caso dell’incastro rigido al suolo. 
Soluzione. Dalla (1564) si deduce 


EJ 0,5 - 10° - 30,27 _ N 
Ver = 1,837 75 = 1.837 posse = 9404 kg/mo . 


(**) La stabilità dell’equilibrio è assicurata, perchè la (1571) dà L,,= 51,63 m. 


LE VIBRAZIONI 391 


La frequenza naturale è (1756) 


1 ] /0,5 - 10° - 30,24 - 9,81 


Î = 06096 x 16130 


= 0,679. (T,=1,477) 
Quindi la (1771) dà 


fi = 0,679V1 — 1600/9404 = 0,619 . (Ti = 1,62”) 
Esercizio 2364. - Risolvere l’esercizio 2356 nei casi di At = 7 8°, mediante 


la (1775). 
Soluzione. Se la trave si considera come una corda, ossia soggetta alla sola 


forza di richiamo N = 3670 kg di trazione (se At = — 8°), la (1729) dà f1 = 6,295. 
Quindi nei due casi di At = # 8° la (1775) dà (nota 184) 
5 è { 88,77 { 9,42 
pen 24 6,295 = | = 
Î 7,01? + 6,295 } 951’ Î } 3,08° 


Questi risultati sono esatti, perchè la 7(r) è sinusoidale sia nel caso della 
trave appoggiata che vibra sia nel caso della corda. 


Esercizio 2365. — La trave a mensola dell’esercizio 2319 ha l’estremità A 
appoggiata sopra una molla a elica (fig. 1971) avente 


p = 32 kg/em. 

Soluzione. Si hanno due forze di richiamo: la rea- p3* T: 
zione elastica della trave e quella della molla; per cui - 
si può usare la (1775). Fig. 1971. 

La trave senza la molla ha f, = 10,08. Se invece la 
trave fosse priva di reazione elastica e la molla sopportasse (n. 888 3) 33/140 del 
peso Q = 56,8 kg della trave, ossia 13,4 kg, si avrebbe 

6, = 13,4/32 = 0,419 cm, T,= 0,2V/0,419 = 0,1295”, f= 7,72. 

Quindi la (1775) dà (con approssimazione in difetto) 

fa = 10,082 + 7,722 = 161,20 , p=ibt. 


907. Vibrazioni forzate delle travi. 


Lo studio delle vibrazioni naturali delle travi, del quale ci siamo occu- 
pati nel n. 902 e che determina le frequenze naturali f,, non è fine a sè 
stesso, ma è la premessa necessaria per lo studio delle vibrazioni forzate. 

Note le fn, si può giudicare anzi tutto se la frequenza } del disturbo 
impresso è abbastanza distante da una delle f,, sì da non dover temere la 
risonanza; altrimenti si cerca di evitarla modificando la f del disturbo 
o le {, della trave. Inoltre si studiano le caratteristiche della vibrazione 
forzata, per valutare le massime sollecitazioni provocate nella trave. 

I casi che più interessano nello studio delle travi sono quelli di una forza 
periodica impressa, di-un moto periodico impresso ai vincoli, di carichi 
mobili sulla trave (nel caso dei ponti). 


392 CAPITOLO TRENTATREESIMO 


e _[1e——_ —_ IL 


Anche questo studio si può svolgere in modo naturale e spontaneo, 
senza ricorrere alle coordinate e alle forze generalizzate e senza l’impiego 
delle equazioni di Lagrange (n. 891 d). 

a) Consideriamo una trave prismatica appoggiata alle estremità, 
soggetta a una forza (!°°) pulsante g(, #), distribuita con legge qualunque 
lungo la ® e variabile periodicamente nel tempo #. L’equazione differenziale 
del moto della trave differisce dalla (1750) per avere il secondo membro 
uguale a g(w, t) anzichè a zero (m= yA/g massa della trave per unità di 
lunghezza): 
(1776) PI 4 mò mi = = q(2,1). 

Studiamo da prima il caso semplice, al quale si possono ricondurre 
molti casi più complessi, in cui la forza è 


(a) g(e, t)= q, sen nax/l - sen wi . 


Essa è distribuita secondo » semionde di sinusoide (fig. 197 2), e la sua pul- 
sazione © ha un valore qualun que, in- 

sp A dipendente dalla ©, = (n*?/)\/EJ{m 
naturale che ha la trave quando vi- 

Fig. 1972. 

bra secondo la sinusoide a n semion- 

de: gq, è l'ampiezza della forza, ossia la sua massima intensità nei punti in 

cui sen nax/l= 1 e negli istanti in cui sen t= 1. 

In questo caso un integrale particolare della (1776) è 


(b) n(c, t)= a,sennaa/l - sen wi . 


Infatti, sostituendo nella (1776) e sopprimendo il fattor comune 
sen nzx/l - sen wi, si riconosce che la (1776) è soddisfatta se 


n'ns 
5 + EJa,—Mo'a,= Gr ; 


da cui (n'7'EJ/ml4= wî, n. 902 c) 


In i 
(0) IS niniElfi— mo moi 0) | 


L’integrale generale della (1776) si ottiene aggiungendo alla (5) V'in- 
tegrale generale della (1776) resa omogenea, cioè avente il secondo membro 
nullo, che (1753) è 7(2,t)=c, sen naz/l - sen ©,t. La costante indeterminata 
©n si determina imponendo le condizioni iniziali, cioè per t= 0. Ad es., se 


(1) Spesso si tratta di una vera forza. Quando invece si tratta di un carico pulsante o alterna- 
tivo, di solito si trascura l’inerzia dovuta alla sua massa, che renderebbe complesso lo studio, e si 
considera come una forza pulsante. 
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all’inizio si ha 7=0, d7/di=0, si trova facilmente c,.=— a.(W/Ws) 
Quindi in questo caso l’integrale generale risulta 

(1777) n(£, 1) = sani sen 222 (sen ot —<- sen 04) & 

Se si sviluppa, il primo termine rappresenta la vibrazione forzata, di fre- 
quenza f uguale a quella della forza g disturbatrice (1), e il secondo la 
vibrazione naturale, di frequenza fn. 


La vibrazione naturale, di ampiezza a,(0%/0n), è transitoria, cioè scompare 
dopo un certo tempo causa le resistenze passive; dopo di che permane la sola vi- 
brazione forzata. Però nella fase transitoria la prima può sommarsi a quest’ul- 
tima, aggravando notevolmente le sollecitazioni (cfr. il n. 883 e). Nell'ipotesi che 
lo smorzamento della prima sia molto lento (o nullo), è facile determinare gli istanti 
nei quali la parentesi della (1777) diventa massima. Tuttavia si riconosce senz'altro 
che essa potrà al massimo valere 1 + ©/0w,, per cui l'ampiezza di 7 sarà, nella 
peggior ipotesi (mm? = n'74EJ/l4, n. 902 c), (192) 

a da ql! Doe E 
MOn(Wn— 0) nreEI1- /0,) 1- 0/0 
b) Quando © = ©,, la (1777) assume la forma indeterminata 0/0. In tal 
caso, ponendo © = @, — ©” (@' piccolissimo), la (1777) diventa (sen @' = w', 
cos © = 1) (193) 
I NILE Ù 


, (A) 
no Cos v) sen 1 sen Wnt — W't cos Wwdrt (1 a sen os . 


UIC2 i)= 


Quindi per w' + 0 si ottiene 


_ In nax _ 
(1778) n(2,t) = Imi sen — (sen Wnt — W7t c08 Wat) , 


nella quale il secondo termine della parentesi cresce col tempo. 


c) Trascorsa la fase transitoria, rimane dunque la vibrazione forzata, 
di ampiezza (1°) 


tri n In = In mic Int sue fu 
(179) @= mei 7 nali a)? i a Aa 
dove 1:(1— @?/0n) è il fattore di amplificazione. Quindi la (0204) vale 
anche in questo caso, per le varie ampiezze a,. 


(***) Mentre nelle vibrazioni libere una trave può avere solo determinate frequenze În, nelle 
vibrazioni forzate assume la frequenza f del disturbo, anche se f non coincide con nessuna delle la 
(come nei sistemi a un grado di libertà, nn.883-385). 

(*) La frazione gnl‘/nix4EJ e la freccia statica f,, che sarebbe provocata dalla I, sen naz/l 
agente staticamente, come si riconosce (235) integrando quattro volte a(x) e dividendo per EJ. 

(°**) R. V. SOUTHWELL: An introduction to the Theory of elasticity, n. 537, Oxford, University 
press, 1941. 

(***) La (1779) vale soltanto se la forza g è sinusoidale e se la trave è appoggiata. Tuttavia 
anche nel caso di un carico alternativo ad es. concentrato in un punto, e nel caso di una trave co- 
munque vincolata, se w è dell’ordine di grandezza di @j (non delle altre ©, nota 199) si ha ancora 
con buona approssimazione a, gin ="v dj gg: (1— 0?/of), dove ©] è la pulsazione naturale corri- 
spondente alla vibrazione fondamentale (n. 907 d,es. 2366, 2368). 
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d) Se sulla trave agisce una forza alternativa distribuita con legge 
qualunque g(x), basta svilupparla in serie di Fourier e trattare ciascun 
termine g, sen nzx/l come si è fatto in a). Quindi la deformazione dinamica 
si ottiene sovrapponendo le varie deformazioni, che hanno ampiezze aa 
date: dalla (c) (es. 2366, 2368). 

e) Spesso invece di una forza impressa viene impresso un moto 
alternativo a uno o a più punti della trave (di solito a uno o a più ap- 
Poggi) (!*), come accade ad es. nel caso di uno scuotimento sismico 
(es. 2369-2371). 

f) Spesso il disturbo periodico (forza o moto impressi), di pulsa- 
zione © qualsiasi, è localizzato in un punto (o in pochi punti isolati), mentre 
negli altri punti è g(2, )= 0. In tal caso lo studio è semplice e si effettua 
facilmente anche per travi con vincoli diversi dai due appoggi. 

Infatti, la (1776) diventa omogenea, ossia coincide con la (1750,), 
per cui il suo integrale è (1752) 


(e) n(x, t)= (C, sen kr + C; cos kr + C; senh Xe + 0, cosh %r) sen ot. 


Le costanti C,,... C, si determinano tenendo conto delle condizioni di 
vincolo e del disturbo impresso. Quando questo sia un moto n(t)= a sen wt 
impresso in un punto x,, una delle condizioni è 7(,, t) = a sen wi (es. 2369- 
2371); quando invece sia una forza impressa P sen wt in un punto t,, la 
condizione riguarda lo sforzo di taglio prima o dopo il punto x; (es. 2372, 
2373). 

9) Lo scopo principale dello studio della vibrazione forzata è la 
determinazione dell’ampiezza (o valore massimo) del moto (e delle solle- 
citazioni corrispondenti), che in questo caso non è indeterminata come 
nel n. 902, bensì dipende dall’ampiezza del disturbo impresso. 


Esercizio 2366. — Trave prismatica appoggiata, soggetta a un carico pulsante 

P concentrato in mezzaria. 
Soluzione. Il carico P si può sviluppare in una serie di Fourier di carichi si- 
nusoidali ripartiti, che risulta (198) 
2P 


0 n-1 
ge) = 2 (— 13 sen TE 
l155.. 1 


Quindi, applicando la (1777) e tenendo conto soltanto della vibrazione forzata, e 


(**) In ultima analisi è sempre una forza che agisce. Tuttavia non si conosce l’ampiezza di 
questa, bensì l'ampiezza del moto impresso. Ad es., nel caso sismico la forza può avere valori 
Illimitati, ed è commisurata alla reazione che la struttura oppone al moto. Invece è determinata 
l'ampiezza del moto, che è quella dello scuotimento sismico e che è praticamente la stessa, qua» 
lunque sia la reazione opposta dalla struttura. 

(!*) Si veda il n. 215 e in particolare la nota 22 del Cap. X: nella (d) la funzione g(7) è nulla 
in tutti i punti dell’intervallo 0 — 1, salvo nel punto x = a (a ascissa di P) in cui g(2)dr = P; quindi 
l’integrale si riduce a P.sennxa/l; per cui si ottiene An = (2PI1) sen naa/l. DI caso di a=//2, il 


seno risulta diverso da zero solo per dispari, e si ha gy = (2P/1)-(—1) 3. 
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gicordando la (1779) (1°), si ottiene 


2P} -1 sen sen nsrx/l ( _ 21 

n(e, 8) = gg PA Di a Tini wi. Bi = di; 

. Il secondo termine della .serie è già trascurabile rispetto al primo, perchè il 
suo divisore è 81 — fî. Perciò si ha (cfr. la nota 194) 


PI. sen sen 7x/l 


n() = “ I7EI cer (invece di 48) 


Esercizio 23867. — Idem. Nel caso di © = ©; (risonanza), calcolare l’am- 
piezza della freccia dopo un tempo uguale a cinque periodi. 

Soluzione. Si ha @,t = ©, 5T, = 107; sen mx = 0, cosmt = 1 

Quindi per n = 1 la (1778) dà (nel punto di mezzo in cui sen 72/1 = 1) 

1 PI8 PI 
n= 3805) 00 L= sa 

Questo valore è circa 15 volte maggiore della f,;. Però in pratica viene diminuito 

dallo smorzamento. 


Esercizio 2868. — Trave prismatica appoggiata, nel caso di un carico pul- 
sante g uniformemente ripartito. 
Soluzione. In questo caso lo sviluppo in serie di q è (199) 


4 ge 1° nax 
dI ta 
Quindi, applicando la (1780), si ottiene 
4g £ 1 sen dn. fl ©\ 
== I s ta ( a 
n(2,8) NEI 1,85... n ni Bi Senio) Ba DO 


Se si tiene conto soltanto del primo termine (!9°) si ha (cfr. la nota 194) 


14 sen sxr/l Ò A 
n(2) = PERI : 1=R 3 (invece di 76,8) 


(1) Essendo oz= nto? =n4x4EJ/ml4, la (c) si può anche scrivere 


In_.__1 In 1 In. _1 
MEJ 1-00 EIA nolo MEI ni—pì° 


(1780) an= 


(1?) Per z = //2 la serie diventa 1/1 — 1/3 + 1/5 — 1/7 + ...., che vale 2/4; e ha questo valore 
anche per qualunque altro valore di x. Perciò risulta g(r) = g = costante, come dev'essere. 

(**) Mentre il divisore del primo termine è 1 (se ®© = 0, cioè nel caso del carico statico), il 
‘divisore del secondo termine è 243. 

Se © è dell’ordine di grandezza di w,, viene notevolmente amplificato il primo termine, perchè 
è diviso per 1— 68/02, ma non vengono sensibilmente amplificati gli altri termini, perchè ad es. 
_îl secondo è diviso per 81 — 08/02; ciò che si riconosce anche dalla (1780). Se invece w è dell’or- 
dine di grandezza di 0g, viene amplificato il secondo termine, che però è poco importante, perchè 
molto minore del ‘primo. è © 
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Esercizio 2369. — Studiare la vibrazione forzata di una 
"ag , trave prismatica appoggiata alle estremità, quando gli ap- 
poggi sono soggetti a un moto verticale a sen wt (terremoto 
ò z  sussultorio) (fig. 1973). 
Soluzione. a) Le condizioni che determinano le costanti 


De DE C della (e) sono 


n'(0)=0, n(0, t) = asen wi ; y'1)=0, n(1, t) = asen wi. 
Le prime due danno C, = C, = a/2, per cui l’espressione di 7)(r) diventa 
n(x) = C, sen kx + (a/2) cos ke + C; senh kr + (a/2) cosh kx . 
Quindi le altre due condizioni danno il sistema di equazioni in C, e 04 


| C, sen kl — 0, senh XK! = — (a/2) cos 1 + (a/2) cosh kl 
{ C, sen %/+ Cs senh 4 =a— (4/2) coskl— (a/2) cosh kl, 


la cui soluzione è 


a l-cosk_a kl a l—coshk] a kl 


a de sen kl =3'87> 2 senh ka —— 383° 


L’equazione del moto diventa così 
(f) n(x,t) = (a/2)(tgk7/2 sen kx + cos kr — tgh k1/2 senh kx + cosh kz) sen wi. 


È facile verificare che per x = 0 e per x = 1 risulta n(t) = a sen ot. 
b) L’equazione (f) del moto consente di determinare tutte le quantità 
(spostamenti, rotazioni, sollecitazioni) che interessano. 
Ad es., l'ampiezza del moto in mezzaria risulta (29) 


l 1 1 
15) ie (s cos kJ2 * 3 cosh ma) . 
Se © + 0, si hak=0e risulta 77(/2) = a (2%) (com’è naturale, perchè il moto è 
lentissimo e la trave si sposta senza deformarsi). Se © = ©; (pulsazione naturale 
della trave), si ha (n. 902 c) K. = x, cos k7/2 = 0 e risulta 7(1/2) = co (risonanza). 
Se, ad es., è ®© = ©%;/2, si ha kl = 7/2 = 2,2214, cos kl/2 = cos 1,1107 = 0,444034, 
cosh 1,1107 = 1,682906 e risulta 77(2/2) = 1,423 a. Se w>@,, (1/2) risulta di segno 
contrario a quello di a, per cui il moto è in opposizione a quello impresso (n. 885 bd). 

Il momento flettente è dato da — EJn'(x). Ad es., in mezzaria, nel caso di 
© = ©;/2, risulta Mar = + 0,414 ar*EJ/l? (292). Esso è indipendente dall’even- 
tuale sovraccarico della trave, purchè © sia la metà di ©, corrispondente a tale 
sovraccarico. 


(**) Il fattore fra parentesi è il fattore di amplificazione che trasforma l’ampiezza a del moto 
impresso agli appoggi nell’ampiezza del moto in mezzaria. Nel caso dell’esercizio 2371 un fattore 
analogo trasforma a in n(l). 

(3°!) Dalla (7) si riconosce che non è soltanto n(1/2) = a, ma che si ha n(z, #) = asenot, ossia 
che la trave segue come corpo rigido il moto degli appoggi. 

(*°*) Lo spostamento relativo in mezzaria è 1,423 4—a = 0,423 a. Il momento M,,-è un po’ 
diverso da quello che si otterrebbe moltiplicando (1517) 0,423 a per P > =ZEJ/I?, perchè in questo 
caso la deformata non è una sinusoide come nell’es. 2316. 
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c) Ad es., nel caso della trave a I N 14 dell’esercizio 2311, lunga 4m, se 
a=lcm e se f= f,/2, risulta 


Mmaz = 0,414 < 1- 7° - 2,1 - 10% - 573/400® = 30730 kgem . 


Esercizio 2370. — La trave appoggiata è soggetta al moto verticale a sen mt 
soltanto nell’appoggio di destra (fig. 1974). 

Soluzione. a) Le condizioni che determinano le costanti pr cai > 
C della (e) sono < 


asenoti 
n(0)=0, y7(0)=0; 
n(l, t} = asen wi, y'1)= 0. Sie 154, 
Le prime due danno C, = C4 = 0, per cui l’espressione di N(c) diventa 
n(e) = C, sen ke + 0, senh ke. 
Quindi le altre due condizioni danno le due equazioni 
C, sen K1 + C3 senh kl =a, — O, sen k1+ C,senh kK1=0, 
la cui soluzione è 
C,= (a/2) sen kl, C, = (a/2) senh KH. 
(9) n(2,t) = (a/2)(sen kx/sen kl + senh kx/senh 41) sen wi. 


b) La (9) consente di calcolare tutte le quantità che interessano. 
Per determinare ad es. il momento flettente massimo, si cerca anzi tutto 
l’ascissa x per la quale il taglio è nullo, e quindi 77/(x) = 0. Perciò dev'essere 


_ coska , cosh ka _ 0 ossia cos ke _ senti 
sen kl | senhkl ©? cosh kx — senh KI * 


Dato , si conosce anche %7 e quindi il valore del secondo membro; per cui si deter- 
mina facilmente il valore di Xx che rende il primo membro uguale al secondo. 
Se, ad es., © = ©,/2, si ha Kt = x/V2 = 2,2214, e il secondo membro risulta 
uguale a 0,17858; quindi per tentativi si trova kx = 1,2322 (29). Noto kx, si ottiene 


Man = — EInfiaa = — EI E° (- sen kr , senh da 


212 sen kl senh kl 
Da 4 A (- 0,94322 1,56855 na Q 
mr 202 DIA 0,79572 145589) ARI gar * 


ed è indipendente dall’eventuale sovraccarico (es. 2369 d). 

c) Selatraveè a I N 14, lunga4m, esea = 1em,f = f,/2= 14,1 (es. 2311), 
risulta M,az = 15460 kgem, per x = 222 cm. 

d) Sela stessa trave è sovraccaricata con 300 kg/m, si ha (es. 2313) f, = 6,0. 
Quindi se f = f,/2 = 3,0, il momento flettente totale nella stessa sezione risulta 
(tenendo conto anche dell’effetto statico dovuto al peso, M,=gx(1—x):2) 


M, 27 = 15460 + 3,14 - 222 - 178/2 = 77500 kgem . 


(®**) Il valore di x non è necessario; tuttavia volendolo, si ricava conoscendo KI = 2,2214, per 
cui 7 = (1,2322/2,2214)7 = 0,55471. 
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Esercizio 2371. - Studiare la vibrazione forzata di una 
trave prismatica a mensola, quando il vincolo è ‘soggetto 
al moto verticale a sen wi (fig. 1975). 

Soluzioni. a) Le condizioni che determinano le costanti 
Fig. 1975. C della (e) sono 


n7(0)=0, n(0, t) = asen wi ; ny") =0, ny") = 0. 
Le prime due danno 0, = — C,, CK = a — 05, per cui la y(x) diventa 
n(x) = C, sen kr + 0, cos kr — C, senh kr + (a— C;) cosh ke, 
Quindi le altre due condizioni danno il sistema 
( C; (sen #1 + senh &1) + 0, (cos #1 + cosh kl) = a cosh KI 
! C, (cos E. + cosh kl) + C, (sen %1— senh #1) = asenhkl, 


la cui soluzione è 


a sen kl cosh K1 + cos KI senh KI 0, = £.50 kl senh kl — cos KE] cosh kK1 — 1 
s=- 


2 1+ cos kl cosh KI : 2 1 + cos kl cosh KI ù 


L’equazione del moto risulta così determinata, e con essa tutte le quantità che 
interessano. 


b) Ad es., l'ampiezza del moto dell’estremità libera risulta 


” cosh k7(1 + sen? kl + cos K1 cosh kl) — sen #1 senh KI (cosh XI — cos 41) 
1 + cos 1 cosh KI . 


Se w + 0, siha% = 0erisulta 7(1) = a. Se w = ©, si ha (n. 902 d) X1 = 1,8751, 
1 + cos k7 cosh kl = 0 e risulta 77(1) = co. Se, ad es., © = ©;/2, si ha KH = 
= 1,8751//2 = 1,3259 e risulta (1) = 1,268 a. In questo caso il massimo valore 
del momento all’incastro risulta max M(0) = + 1,511 aE7/??. 


0, = 


n(0) = 


Esercizio 2872. — Studiare la vibrazione forzata di una 
trave prismatica appoggiata alle estremità, soggetta in mez-- 0 _.--777 qs a 


zaria a una forza sinusoidale P sen wt (fig. 1976) (differisce £—T_ Penoi A 


dall’esercizio 2366 soltanto per il procedimento di risoluzio- 
ne, che non richiede lo sviluppo in serie di P). 
Soluzione. a) Le condizioni che determinano le costanti C della (e) sono 


n(0)=0, n'(0)= 0; n'(1/2)=0, — EJn''(/2) = P/2. 
Le prime due danno C, = C, = 0, per cui la (x) diventa 
n(x) = C, sen kx + 0, senh ke . 


Fig. 1976. 


Quindi le altre due condizioni danno il sistema di due equazioni - 
( C, cos K1/2 + 0; cosh k1/2 = 0 
) C, cos kl/2 — Cs cosh k7/2 = P/2EJ3? , 

la cui soluzione è 


0, P P 


— 4EJk® cos kij2” 03 = — TE così kij2 ° 


La soluzione del problema è così completamente determinata. 
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b) Ad es., l'ampiezza del moto in mezzaria risulta (29%) 
1 PR 12/, kl kl) 
3) = an pre 07). 


Se © = ©; (risonanza), si ba X1 = x, K1/2= 7/2 e risulta N(1/2) = co. Se m= %;/2, 
si ha 41 = 2,2214, 47/2 = 1,1107 e risulta 77(1/2) = 1,3287(0/2),; (295) (296). 


Esercizio 2878. — Studiare la vibrazione forzata di una 


trave prismatica a mensola, soggetta nell’estremità libera q_____..-- £ 
a una forza sinusoidale P sen wt (fig. 1977). 3 TL dra 


Soluzione. a) Le condizioni che determinano le costanti 


O della (e) sono bici 
n(0)=0, n(0)= 0; py'0=0, — EJy") = P. 
‘Le prime due danno C, = — C,, 03 = — C;, per cui la y(r) diventa 


n(x) = Ci(sen Xx — senh kx) + C, (cos kx — cosh ka) . 
Quindi le altre due condizioni danno il sistema di due equazioni 


C; (sen X7 + senh XI) + C, (cos k1+ cosh kl) = 0 
C; (cos K1 + cosh kl) + C, (senh 41 — sen KI) = P/EJL}, 


la cui soluzione è 


cos #1 + cosh KI P n sen kl + senh kl P 


Gi + cos kl cosh kl 2EJk® ? Samntig + cos KI cosh Ki 2EJk® * 


La soluzione del problema è così completamente determinata. 
b) Ad es., l'ampiezza del moto dell’estremità libera risulta 


D= Pî3 . 3(sen kl cosh kl — cos KI senh kl) 
vi ai K*T8(1 + cos FI cosh FI) 


Se © = ©;, si ha 1+ cos XK! cosh X1=0 (perla (c) del n. 902) e risulta 7(1) = co. 
Se, ad es., 0 = €%,/2, si ha 41 = 1,3259 e risulta 77(2) = 1,3247(1)y (29). 


908. Trave percorsa da un carico costante. 


Un caso speciale di vibrazioni forzate si ha quando un carico P, che 
può essere costante oppure variabile nel tempo, percorre una trave (di 
solito un ponte) con velocità v (fig. 1978). Lo studio del problema e i risul- 


(3) Il fattore che segue il punto è il fattore di amplificazione che trasforma l'ampiezza n(1/2) Pini 
= P1°/48EJ nell’ampiezza n(7/2)gin- Un fattore analogo si trova nel caso dell’esercizio 2373. 
Questi fattori differiscono pochissimo dal solito fattore 1:(1— 112) della (1696) (cfr. la nota 205). 

(3) Questo risultato è circa uguale a quello che si ottiene mediante la (1696) per i sistemi 
a un grado di libertà, cioè ny: (1 —0%/02) = ny: (1 — 1/4) = 1,333 ny 

(3*) Questo risultato coincide con quello che si ottiene ponendo <= //2 nell’espressione di 
n(2, i) trovata nell’esercizio 2366. 
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tati che si ottengono sono profondamente diversi secondo che il peso della 
trave è molto grande o molto piccolo rispetto al carico P mobile. 

a) Sein un certo istante # l’ascissa del carico 
a P 5 P costante (considerato come una forza, cioè privo 
eee, di massa o d’inerzia) misurata dall’estremità sini- 


1———+;jijyo o stra della trave è a, in quell’istante il carico si 


può sostituire (nota 196) con la serie di Fourier 


Fig. 1978 
7 QP : ; 
q(x) = 2g, sen ue E 5 un un E, 
l l1,2,3.. l 1 


Se t si misura dall’istante in cui P entra sulla trave da sinistra, siha a= vi; 
quindi 

2P ® navi nauxa 
(a) q(x,t)=-<=- 2 sen i a; 

liga. l l 

In questa espressione il carico è funzione di x perchè i carichi parziali 
Q, sen nax/l variano con x, ed è funzione di # perchè al variare di t varia 
la posizione di P e quindi anche le ampiezze 4g, dei carichi parziali. Queste 
ampiezze valgono dunque 


(b) Qn(6) = ci sen Le = 25 sen nati è 


La (b) è del tipo (2P/1) sen wî, dove @= nao/l (29). 

Sostituendo g,=2P/l nella (1777) e tenendo conto soltanto del primo 
termine (n= 1), si ottiene l’equazione del moto (0= 20/l, 0? = 7'EJ/ml, 
©,= 27r/T, pulsazione propria fondamentale della trave, 7,= 27/v tempo 
impiegato da P a percorrere il doppio della lunghezza della trave) 

2P zi av 70 
mia — e) ( 220]R) sen + 7 (sen i. sen os) = 
2P II mv av ‘ 
= EIA — [Ro ST 7 (sen i" fg; i) 
O hd , n mv IT, 2rt 
= nm» ] \sen IT, sen 7.) é 


(1781) n(0,))= 


Il numeratore Pl*/48,7EJ è la freccia statica f,; relativa a P fermo în 
mezzaria (approssimata per aver trascurato i termini successivi al primo). 
Una prima amplificazione è data dal divisore 1 — T?/T?. Un’altra ampli- 
ficazione si può avere negli istanti # in cui i due termini della parentesi 
hanno lo stesso segno; e al massimo varrà 14 7./T, nel caso peggiore possi- 


(38°) In questo caso, non essendo il carico alternativo, manca il vero fattore sen at, che è so- 
stituito da sen navi/i. 
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bile in cui i due seni siano uguali (0 quasi) a uno. Pertanto, il valore mas- 
simo possibile della freccia dinamica fa;n è (in armonia con la (d) del n. 907) 


d T, 
peg 0+ =. (=7) 


Se fosse T7,= T,, si avrebbe la risonanza (tuttavia l’ampiezza non di- 
venterebbe infinita; es. 2376); ma in pratica ciò non accade, perchè il 
tempo T,= 27/v è sempre molto maggiore del periodo naturale T,. Per le 
normali velocità dei treni moderni, la fi,, data dalla (1782) può superare 
la fs di circa il 10% (11 — 12% nei ponti di piccola luce, e 8 — 9% in 
quelli di grande luce; es. 2374, 2375). In realtà l’effetto dinamico è assai 
minore, causa lo smorzamento che non manca mai. 

Nel caso di un treno di carichi basta sovrapporre gli effetti. 

5) Nello studio precedente si è trascurata l’inerzia della massa del 
carico P mobile, supponendo P piccolo rispetto al peso della trave. Se 
invece si suppone che sia trascurabile il peso, e quindi l’inerzia, della trave 
(che è il caso estremo opposto), l’effetto dinamico è dovuto soltanto alla 
forza centrifuga del peso P che percorre la deformata elastica della trave 
anzichè una retta, e risulta insignificante (es. 2377, 2378) (2°). Nel caso 
reale (inerzia della trave e del carico), l’effetto dinamico sarà intermedio. 


(1782) fain = 


Esercizio 2374. — Travata di 20 m di luce; v = 120 km/ora. 

Soluzione. Per 1 = 20 m la frequenza naturale è mediamente f, = 8, per cui 
T,= 1/8= 0,125”. Per v= 120 km/ora = 33,3 m/s si ha 7, = 2l/o = 2 - 20/ 
33,3 = 1,2”. 

Quindi 8, = 0,125/1,2 = 1/96 = — 1/10, e il coefficiente dinamico della 
(1782) risulta 1: (1— 1/10) = 10/9. La freccia statica aumenta dunque di 1/9 = 
= 11,1%. 


Esercizio 2875. — Travata di 100 m di luce; v = 120 km/ora. 

Soluzione. Per 1 = 100 m la frequenza naturale è mediamente f = 2, per 
cui T, = 1/2 = 0,5”. Inoltre si ha 7, = 2- 100/33,3 = 6”, 

Quindi #, = 0,5/6 = 1/12, e il coefficiente dinamico risulta 1: (1— 1/12) = 
= 12/11. La treccia statica aumenta dunque di 1/11 = 9,1%. 


Esercizio 2376. — Studiare il caso in cui fosse 7. = T,. 
Soluzione. Si deve sostituire q, = 2P/l nella 1778) (anzichè nella (1777)), 
che diventa (tenendo conto solo del primo termine, n= l; @? = T'EI/mli) 


PE 
n(2, t) = E] 3 F (sen @ — wi cos wt). 


La parentesi diventa massima per i = T,/2, cioè quando P esce dal ponte; 


(**) In a) non si è tenuto conto di questa forza centrifuga, perchè si supponeva trascurabile 
la massa del carico P. . ° 
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per cui si ha @,t=@;T,/2= ©,T,/2= x. Quindi il valore massimo di 7, per x = 1/2, 
risulta 
___PRE __,__Hk PR 
fimo S BI "  78ES 31EI 


Questo valore è circa una volta e mezza la freccia statica P1*/48EJ relativa a P 
statico in mezzaria (29). 

Un effetto dinamico così elevato non si raggiunge mai, perchè 7, è sempre 
molt> maggiore di 7’. 


Esercizio 2877. — Trave prismatica appoggiata, percorsa da un carico con- 
centrato P avente la velocità v. Si suppone trascurabile la massa della trave. 

Soluzione. La trave, priva di massa, non vibra. Causa la deformazione della 
trave, il carico percorre una curva disposta in un piano verticale; quindi il suo peso P 
aumenta della forza pra (P/g)v*/r (r raggio di curvatura sotto P) e diventa 
P,= P(1+ 0°/rg) = — ©°/9). 

La deformata sentita con la posizione di P,, e la sua ordinata sotto P, è data 
(283) da 7 = P,x°(1 — x)?/3EJI. Sostituendo a P, la sua espressione, si ottiene 


_ _ 2° dna 2) 
n=P(1 a dai) sun * 


Per evitare l'integrazione molto complessa, si potrebbe procedere per succes- 
sive approssimazioni, assumendo la 7, dovuta a P, ossia )o = Pe? — x)?/3EJI; 
quindi si otterrebbe una 7); più approssimata, e così di seguito. Tuttavia è sulfi- 
ciente la prima approssimazione (22). 

La derivata 76° è massima per x = 1/2 e vale — Pl/3EJ. Quindi si ottiene 


P,=P(1+% To) 


DE} v? tl 


Îain = fa( +3 35 


Anche a velocità elevata, ad es. v = 140 km/ora = 40 m/s, si ha v°/g = 
= 402/9,81 = — 160 m = 16000 cm; PI/3EJ = (16/12)PB/48EJ = (16/0°)f. = 
= 16/22 se f,; = 1 cm. Quindi il secondo termine della parentesi risulta (se { = 50 m) 
16000 - 16/5000? = —'0,01. Pertanto, la freccia dinamica supera quella statica 
appena dell’1%. 


Esercizio 2378. — Idem, nel caso di un carico uniforme gq che percorre la trave 
con velocità v. 

Soluzione. Procedendo in modo analogo, la deformata dovuta a qg ha (es. 187) 
l'equazione 70 = (9/24EJ)(8x — 2la8 + 24), da cui 73' = — (9/2EJ)(lr — 2°), che è 
massima per x = 1/2 e vale — gl?/8EJ. Se si scrive gl?/8EJ = (48/51)5ql4/384EJ = 
= (9,4,12)ò,,, si riconosce che, anche sostituendo la 7°’ variabile col suo valore 
massimo, l’effetto dinamico è 9,6/16 = 0,6 di quello dell’esercizio 2377. 


(3°) Questo aumento dinamico è in armonia con quello trovato nell’esercizio 2367, perchè 
ora invece di ft = 57) si ha # = 0,57), che è 10 volte minore. 

(3°) Si tratta soltanto di riconoscere che l’effetto dinamico è molto piccolo, e non di valutarlo 
esattamente. Tanto più che esso è falsato dalla curvatura dovuta al peso proprio, che qui non si 
mette in conto, e dall'eventuale curvatura iniziale verso l’alto che spesso esiste. 
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909. Trave percorsa da un carico alternativo. 


Effetti dinamici assai più gravosi si hanno quando il ponte è percorso 
con velocità v da un carico variabile P sen wt (pensato privo di massa), 
dovuto all’azione alternativa di masse non equilibrate (ruote con masse 
eceentriche, bielle, ecc.). Tali azioni costituiscono i così detti colpi di mar- 
tello. Se v è la velocità del treno e c è la circonferenza di tali ruote, la fre- 
quenza dei colpi è f= v/c, e alla massima velocità è circa Î= 6. 

a) In questo caso, avendosi due cause di dipendenza del carico dal 
tempo t, il primo termine della serie (a) (n. 908), al quale ci limiteremo, è (211) 


(2P/1) sen wt - sen avi/l - sen 2xfl = (2P/1) sen 2aft - sen 2af.t * sen za/l , 


essendo dunque f la frequenza dei colpi di martello ed f,= 1/T,= v/21 
quella relativa alla velocità ©. 
Per la discussione è più opportuno usare la forma seguente (°°): 


(a) (P[cos 2r(f— fat — cos 2r(f+ f.)t] sen nel, 


dalla quale si riconosce che il carico in questione equivale alla sovrappo- 
sizione di due carichi alternativi concentrati (2!) 


(b) (P/2) cos 2a(f— ft e — (P/2)cos 2a(f+ folt 


fermi in mezzaria e dotati di frequenze f— f, ed {+ f.. 

Per studiare la situazione corrispondente a una velocità v qualsiasi si 
può usare la (1777) opportunamente modificata. Per studiare invece la situa- 
zione in condizioni di risonanza si può usare la (1778), come vedremo in db). 

b) Il massimo effetto dinamico si ha quando sussiste la risonanza, 
ossia quando la frequenza f— f, 0 la f+ f, di uno dei due carichi equiva- 
lenti (5) coincide con quella naturale f, della trave. Al crescere della velo- 
cità v crescono insieme f ed f,; per cui la prima frequenza che raggiunge 
il valore f, è la maggiore, ossia f+ f,.. Quindi la prima risonanza si ha 
quando f+ f,= fi (se ne avrà un’altra quando f— f.= fi) (24). 

La funzione 7(v, t) si ottiene sostituendo nella (1778) ot con 2aft= 
= 2a(f+ f.)t. Ma il massimo valore utile di # è #= 7/v, corrispondente al- 
l’istante nel quale il carico esce dal ponte; per cui si ha @,t= 2rf, * Lo = 


(311) Fra le varie trattazioni seguiamo quella esposta nei nn. 540, 541 del volume di R. V. 
SOUTHWELL già citato (nota 193), che è una delle più semplici. 

(**) In virtù della relazione sen a sen d = (1/2)[cos(a — d) — cos(a + d)]. 

(*!*) Poichè l’ampiezza g, generica della serie di Fourier che rappresenta un carico P posto 
in mezzaria vale g, = 2P/I, se invece si vuole il carico concentrato in mezzaria equivalente a una 
serie di Fourier il cui termine è g, = P/I, esso vale P/2. 

(*!*) La risonanza non è possibile nei ponti di piccola luce, perchè f,= 8 + 10, mentre, come 
si è detto, 7 < 6. Nei ponti di grande luce la risonanza è possibile soltanto con la prima frequenza 
naturale f,, perchè le successive fa, f3, ... sono troppo elevate. 
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= nf, : (0/21)= xf./f.. Quindi il valore massimo della freccia dinamica 
risulta (g,/mw?= (P/l) (n*EJ/t= PR/niEJ) 


1 PE fi -2PB_ na fi a hh 


(1783) Maxfan=" mf" well 4. 4 pla 


Pertanto, il coefficiente dinamico in condizioni di risonanza risulta 
(7/4)f./f,= 0,785f./f., è ha un valore veramente cospicuo, perchè f, è 
molte volte maggiore di f,. Si deve tuttavia osservare che tale coeffi- 
ciente dinamico opera sulla freccia statica f,, dovuta alla sola forza P 
non equilibrata, che di solito è una piccola frazione del peso della locomo- 
tiva; mentre la parte rimanente, che percorre il ponte senza pulsare, è 
soggetta all’effetto dinamico modesto studiato nel n. 908. 

c) Fortunatamente in pratica il coefficiente dinamico viene diminuito 
in forte misura per diverse cause. Anzi tutto esiste lo smorzamento dovuto 
alle immancabili resistenze passive, del quale non si è tenuto conto. Inoltre 
si è supposto che la risonanza, cioè f+ f,= fi, sussistesse durante tutto 
il tempo 7, = //v, mentre in realtà la frequenza naturale f, varia continua- 
mente con la posizione della massa che si muove sul ponte; per cui la riso- 
nanza sussiste solo in qualche istante. Infine gli impulsi impressi dalle 
varie ruote munite di masse non equilibrate e dalle bielle non sono, di 
solito, in fase tra loro, per cui gli effetti in parte si neutralizzano. 


Esercizio 2879. — Luce del ponte 71 = 40 m, frequenza naturale f, = 5. Quattro 
delle ruote della locomotiva, del diametro di 1,50 m, sono munite di un peso 
p = 50 kg avente l’eccentricità r = 0,60 m. Calcolare il coefficiente dinamico in 
condizioni di risonanza. 

Soluzione. La circonferenza delle ruote è e = 4,7 m; per cui la condizione di 
risonanza f + f, = f,, che determina la velocità v necessaria, diventa 
v 
2 4,7 


80 - 4,7 


=, da cui "= 80F47 


= "a 5= 22,2 m/s = 80 km/ora . 
Quindi si ha f = 4,72, @ = 274,72 = 29,7; fy= 0,28. 
Al peso p corrisponde la forza centrifuga 


(p/9)c08r = (50/9,81)29,72 + 0,60 = 2700 kg , 


e per le quattro ruote, supposte in fase, P = 4 - 2700 = 10800 kg. È questo il 
P.so che genera la forza alternativa P cos @t = 10800 cos 29,7t. Ed è la freccia 
statica f,, da esso provocata quando agisce nella mezzaria del ponte che subisce 
‘aumento secondo il coefficiente dinamico 


0,785f/f, = 0,785 - 5/0,28 = 14,0. 
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910. Cenno sulle vibrazioni delle travi ad anello. 


Consideriamo brevemente alcuni casi di vibrazione delle travi di sezione co- 
stante e aventi la forma di anello chiuso. Lo studio delle vibrazioni delle travi 
curve aperte presenta notevoli difficoltà. 

a) Vibrazione radiale. I vari punti dell’asse geometrico si muovono nelle 
direzioni radiali, senza che le sezioni ruotino, e tuttii raggi R variano in modo uguale 
nello stesso istante; per cui l’asse subisce soltanto allungamenti e accorciamenti. 
La frequenza si determina facilmente col criterio energetico. Se 7m = (A£)maz 
è l'ampiezza, l’energia elastica quando il raggio diventa massimo o minimo è (95) 
L,= EAAR/21 = EA( (270Mm)8/2 * 2aR = nEA7},/R. Se © è la pulsazione, l’energia 
cinetica quando 7=0 è W= mw/2= (y/9)2aRA - w?N/2= ayA4E- N79 
Dall’uguaglianza L, = W si ricava 


Eg 1 Eg 


(1784) Pop moi 1= st 7 


b) Vibrazione torsionale. Il raggio R rimane invariato, e le varie sezioni 
ruotano nel loro piano, in modo uguale nello stesso istante. Se am è l'ampiezza 
della rotazione a delle sezioni, l'energia elastica quando a diventa massimo è data 
dall’ultima espressione (0) del n. 494, che per la (770) diventa L; = am?R*/EJ = 
= 1(EJan/|R??R*/EJ = nEJa,/R. L'energia cinetica quando a=0 è W= 
= (y/9)2rEJ, @°at/2= ayI,E - w*az/g. Dall’uguaglianza L,= W si ricava 


EJg 1 EJg 
” e — = = —T- pai | 
(1785) OT TR Î= saR Jsy ® 
Se la sezione è circolare, si ha J, = 2J, e risulta 


(17851) f= 


2V2aR 


c) Vibrazioni flessionali. Ci limitiamo a riportare il risultato nel caso della 
vibrazione fondamentale, nel quale la deformata dinamica è ovale (come nella 
fig. 1828 b), allungata ora in una direzione e ora nella direzione normale. La fre- 
quenza è data da 


(1786) h= 


2,683 EJg. 
2nR? Va 


Esercizio 2380. —- Una barra di ferro ad anello circolare ha R = 50 cm. 
Calcolare la frequenza della vibrazione radiale. 
Soluzione. La (1784) dà 


ge /3,1 - 105 - 981 
1 = 2750] 0,0078 


= 1636 . 


Esercizio 2881. — La stessa barra ha la sezione circolare. Calcolare la frequenza 
della vibrazione torsionale. 
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Soluzione. La (1785,) dà 
1 f2,1 - 108 - 981 
— wi 0,0078 


hi 


Esercizio 2382. — La stessa barra ha la sezione circolare di raggio r = 4 cm. 
Calcolare la frequenza della vibrazione flessionale. 
Soluzione. Si ha J/A = 9° = r?/4. Quindi la (1786) diventa 


j = 2:983._1_ (Ea _ 2,683, 4 3/2,1-10*-981_ 7g 
17 2a 2R}y 2a 350] 0,0078 = 00 * 


911. Vibrazioni delle membrane. 


a) Consideriamo una membrana piana di spessore s uniforme, tesa lungo il 
contorno da uno sforzo costante S per unità di lunghezza e normale al contorno 
stesso, come nel n. 652 a). 

L’equazione differenziale alle derivate parziali del moto vibratorio (analoga 
alla (1725) delle corde) si ottiene sostituendo nella (1204) il carico p con la forza 
d'inerzia — md°É/dt° (mM = vs/g massa per unità di area), e risulta 


d°C (ay 9) _ gay d) , dit) 


2 S 
NE | dr DI b ale 
di | dr dy° | \ m 


(1787) 


Se cerchiamo soltanto la soluzione stazionaria (n. 898 5), della forma £(#,y,1) = 
= É(x, y) sen wi, sostituendola nella (1787) si ottiene l'equazione differenziale (che 
non contiene t) 

Ce, y) | dla, 4: 
(1788) d°C (7, y) 2 (1, Y) (1° _ mari 


A uri a 
da? gg Pag = S 


Si tratta di trovare una funzione É(r, y) che soddisfi la (1788). e le condizioni 
al contorno. 
b) Membrana rettangolare di lati a e b. In questo caso la soluzione della 
(1788) è 
(a) È(x, y)= C sen mar/a- sen nay/b , 


che soddisfa anche le condizioni al contorno È= 0, d°%/d52= 0, 3°5/dy2= 0 
Sostituendola nella (1788), si ottiene la relazione 


mea? na? ; om? , n°\ S 
i tar dai rt 
e quindi 
4 1y/m® n y/ S 
(1789) Imn= 5 | #4 m È 


Per m=n= 1si ottiene la frequenza fondamentale 


L1/1:; 1/& 
(1789,) istat sla: 
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Per m ed n interi qualunque si ottengono le frequenze superiori. 
Nel caso della membrana quadrata di lato a, si ha 

1 1y8E_1.1j/8, 

2° a m 2 nl 
c) Membrana circolare di raggio RK. Se si considerano soltanto le deformate 
dotate di simmetria radiale rispetto al centro (Î funzione del solo raggio r e non 
dell'angolo 0), l'equazione differenziale del moto vibratorio si ottiene dalla (1205) 
sostituendo il carico p con la forza d’inerzia — md?Î/dt2. Quindi, sostituendo la 
soluzione stazionaria É(r, t)= È(r) sen wt, si ottiene l'equazione differenziale 
ordinaria 

(1791) 


(1790) hi 


det 1 di, 


dr? Tr dr' 


L'integrazione si effettua mediante le funzioni di Bessel. 
La frequenza fondamentale è data da 


kt=0. (re = Me) 


1 S 14/89 
2 e —_ — |{ — <= = | 
(1792) 1 = 0,383 "I — = 0,383 ] n 


d) Per le membrane aventi il contorno di altre forme si ha in generale 


(1793) j= e| ya 
dove A è l’area della membrana e e è un coefficiente che varia poco al variare 
della forma di questa: 


quadrato e= 0,707 rettangolo 3 x 1 e= 0,913 semicircolo c= 0,764 
rettangolo 3 x 2 0,736 triangolo equil. 0,760 quadrante 0,724 
» 2x I 0,791 circolo 0,678 settore di 60° 0,735 


e) Tralasciamo lo studio delle frequenze superiori e la relativa ricerca delle 
linee nodali (lungo le quali si ha $= 0 in ogni istante) (215). 

La resistenza dell’aria (ossia l’inerzia dell’aria che viene messa in movimento 
in prossimità della membrana) fa abbassare sensibilmente la frequenza, special- 
mente se lo spessore è piccolo. 

f) La velocità con cui una perturbazione si propaga è data da una formula 
analoga alla (1737) (salvo il diverso significato di S e di m), cioè 


(1794) v= VS/m . 


Esercizio 2383. — Una pelle quadrata di lato a= 50 cm, pesante 8 grammi 
per decimetro quadrato, è fissata al contorno con uno sforzo S= 2 kg/em. Calcolar. 
la frequenza della vibrazione fondamentale. 

Soluzione. Si ha ys= 0,08 gr/emq= 0,00008 kg/emq. Quindi la (1790) dà 

1/2-981 1 


= =| E = 0,707 = 4952= 70,0. 
f,= 0,707 | 0,00008 = %707 33 4992= 70,0 


La velocità di propagazione (1794) è v= 4952 cm/s= 49,5 m/s. 


(35) Uno studio dettagliato si trova nel volume di H. BovaSsSsE: Cordes et membranes. Parigi. 
Delagrave, 1926, Cap. XII. si veda anche il n. 69 del volume di S. TIMosHENKO citato nella uota 137. 
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Esercizio 2384. — Idem, circolare di raggio R= 25 cm, 
Soluzione. Con gli stessi dati la (1792) dà 


Cis. 
Î1= 0,383 3 4952= 75,9. 


Esercizio 2385. — Una lamiera circolare di ferro di raggio R=1 m e dello 
spessore s= 1 mm è fissata al contorno senza tensione iniziale (S= 0). Calcolare 
la frequenza fondamentale quand’è raffreddata di 30°. 

Soluzione. Lo sforzo provocato dal raffreddamento è determinato dall’equa- 
zione (915) 

DE — aRAt=0, da cui S= 2111" da RIDERA + 300 


Quindi la (1792) dà 


(1- ») = 108 kg/em, 


_1 j/10s-9s1 


100 | 0,00078 — #8 * 


f,= 0,383 


912. Vibrazioni delle lastre piane. 


a) Consideriamo una lastra piana di spessore s costante, vincolata 
al contorno in modo qualunque. L’equazione differenziale del moto vibra- 
torio î(x, y, t) si ottiene sostituendo nella (1054) il carico unitario p con la 
forza d’inerzia — md°5/t* (M= ys/g massa per unità di area), e risulta 


(1795) LL PRE a E md 


Se cerchiamo soltanto la soluzione stazionaria (n. 898 5), della forma 
C= (e, y) sen wt, sostituendola nella (1795) si ottiene l’equazione dif- 
ferenziale (analoga alla (235) delle travi) della deformata &(2, y) 

di 5 2% 


7 7 7 Mo 
(1796) VE=ggi PA dafdgi + dyi ca (= B) 


Si tratta di trovare una funzione ÉÈ(x,y) che soddisfi la (1796) e le 
condizioni al contorno. 
b) Lastra rettangolare di lati a e b, appoggiata al contorno. La solu- 
zione della (1796) è 
È(e, y) = C sen mazfa - sen nay/b , 


che soddisfa anche le condizioni al contorno 2 = 0, d°6/de°= 0, d°/dy° = 0. 
Sostituendola nella (1796), si ottiene la relazione 


mi n°? . m?. n3°B 
nt(+ pi)= tè da cui = FT = 
e quindi 
am. n° |/Bg 
(1797) i min sù. 2a + db ] 78 . 
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La frequenza fondamentale si ottiene per m= n= 1: 


à soi (L', 4\ Pe 
(1797,) fi=1571(3+5)] a 
Per m ed n interi qualunque si ottengono le frequenze superiori. 

Nel caso della lastra quadrata di lato a, appoggiata, si ha 

n 1 |/Bg 

(1798) h=7-Gi 78° 

c) Lastra circolare di raggio R. L'equazione V*7= k42 è soddisfatta 
dalle soluzioni delle due equazioni V?f= + k*$, che in coordinate polari 
diventano 


1 
(1799) prora tRt=ù l 


L’integrazione si effettua mediante le funzioni di Bessel. 
Nel caso della lastra circolare incastrata, la frequenza fondamentale è 
1 1/Bg 
(1800) f= 1,625] =£ 
Esercizio 2386. — Calcolare la frequenza fondamentale di una lastra di ferro 


quadrata, di lato a = 80 cm e di spessore s = 2 em, appoggiata lungo il contorno. 
Soluzione. Si ha (es. 1204) B = 1,54 - 10° kgem. Quindi la (1798) dà 


1 }/1,54 - 105 - 981 
h= nza ll o,0078 sp Ra 
Esercizio 2887. — Idem, per una lastra quadrata di cemento armato avente 


a=5m, s= 25 cm. 
Soluzione. Assumendo E = 3 - 105 kg/cmq, si ha B = 8 - 103 - 253/12 - 0,99 = 
= 3,95 - 10f kgem. Quindi la (1798) dà 


ce /3,95- 108 sì 
Le 500: | 0,0025 - 25 


= 31,3. 


Esercizio 2388. — Idem, essendo la lastra rettangolare, a = 6m, b=4m. 
Soluzione. La (1797,) dà 
=&| E La 3,95 - 10° - 981 
ne 2\6002 * 400? ] 0,0025 - 25 


= 35,3, 


Esercizio 2389. — Lastra circolare di ferro di raggio R = 40cme di spessore 
«= 2 cm, incastrata lungo il contorno. 
Soluzione. Si ha (es. 2386) B = 1,54 - 10° kgem. Quindi la (1800) dà 


1 x/1,54 - 106 - 981 h 
hh = L82765)" c0078 3 = 315 - 
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Esercizio 2390. — Lastra circolare di cemento armato, R = 2,50 m,s = 25 cm, 
incastrata al contorno. 
Soluzione. Si ha (es. 2387) B = 3,95 - 108 kgem. Quindi la (1800) dà 


1 3,95 - 108 - 981 
| 0,0025 - 25 


= 64,5. 


Esercizio 2891. - Determinare col metodo energetico la frequenza fondamen- 
tale della lastra circolare incastrata al contorno. 

Soluzione. Assumiamo come deformata dinamica quella dovuta al peso 
proprio, cioè (1001) È = C(E°— r2)?. 

L’energia elastica è (1158) 


[1 (dé? (Azd\? Do 320?RS 
L, = nB J fra a (a =nB = né. 
0 
L’energi. ‘inetica è 
_ 1 n Y8 9 . ao ys 4 GARIO 
W=3|Twa rai 10° 
0 
Quindi lall’uguaglianza L; = W si ricava 
320. Bg 1 1/Bg 
a — ss = Cs da 
Gi = 73 * 3.R8s , w, = 10,33 a] ve * 


e quindi f, = 1,6437(1/E?) Bg/ys, con l'errore in eccesso di 1,46%. 
q 1 7 0) 


Esercizio 2892. — La lastra dell’esercizio 2390 ha nel centro un carico con- 
centrato P = 10000 kg. Calcolare la frequenza fondamentale col metodo del 
n. 888. 

Soluzione. Il peso della lastra è Q = ys7E? = 2500 - 0,2572,50° = 12270 kg. 
Aggiungendo (es. 2258) al peso P il peso 70/54 = 1590 kg, si ha nel centro il peso 
fittizio P* = 11590 kg, cui corrisponde (1009) ò,; = 11590 - 2502/16 - 3,95 - 10% = 
= 0,0365 cm. Quindi si ha (1681) 


- 0,2/0,0365 = 0,0382” , fi = 26,2. 
Esercizio 2893. — Idem, col metodo energetico. 


Soluzione. In virtù della (1767), basta aggiungere al denominatore dell’espres- 
sione di ©? il termine (es. 2391) (P/29)îî, = (P/29)C®F5. Quindi si ottiene 


sol xB3202RS/3 _ mB3202R6/3 
W = Fyslg,ERV10 + (P2)0ER: — (0/9)0*R"]10 + (P/g)OTR72 — 
_ nBg. 3233 327 Bg . 
R?  Q/10+ P/2 — 3(1227 + 5000) R? 
be / 327 Bg = 0,011675 3 V/3,95 - 10 - 981 = 29,0 
1 za | i868ì ‘pVBI= IV ta SSA 


che è molto maggiore di 26,2; per cui la deformata assunta (relativa al peso pro- 
prio) in questo caso non è adatta. 
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Esercizio 2894. - Idem, mediante la (1768). A 

Soluzione. Per effetto del solo peso Q si ha (es. 2390) fo = 64,5. Per: effetto 
del solo peso P Si ha (es. 2392) ò,, = 0,0315 cm, e quindi (1681) Ts = 0;0355”, 
jr = 28,2. Quindi si ottiene (approssimazione in difetto) 


1 1 1 


i" ata da cui f? = 667,62, = 25,8, 


Esercizio 2395. — La lastra dell’esercizio 2387 con P = 10000 kg nel centro. 
Soluzione. a) Assumendo la deformata È = fsen 22/a sen aY/a relativa al 
peso proprio e procedendo come nel n. 888, es. 2258, si trova che l’energia cinetica 
della lastra che vibra è la stessa che si avrebbe se nel centro fosse concentrato il 
peso fittizio Q* = Q/4. 
b) Quindi si calcola dò, provocato da P + Q/4 = 13910 kg e si trova (es. 
1191) ò,, = 0,1005 cm. Per cui si ottiene (1681) 


T,= 0,270,1005 = 0,0634” , f,= 15,8. 


Esercizio 2396. — Determinare col metodo energetico la frequenza fondamen- 
tale della lastra circolare appoggiata al contorno. 

Soluzione. Assumendo come deformata dinamica quella dovuta al peso proprio 
(1013), l’energia elastica (1158) e l’energia cinetica risultano (per v = 0) 


_ _» 224C?RS _ _ y8, 11302R10 
L=anBT; 5 Warp 
Quindi dall’eguaglianza ZL, = W si ricava 
-5o 1 1 Bg 1 ;/Bg 
, > ti 2 —_- =“ y ( = I. 
= 4452877 |» h=0,7086 7 J "i 


La frequenza della lastra incastrata (1800) è circa 2,3 volte maggiore. 


913. Conclusioni. 


È opportuno porre in evidenza alcune delle formule fin qui ottenute, 
perchè possono servire per lo studio della maggior parte dei problemi, 
e sono quindi le più utili. 

Il periodo proprio o naturale 7, dei sistemi a un grado di libertà, costi- 
tuiti da una sola massa m che vibra e da una struttura elastica portante 
di massa trascurabile rispetto a m, si può calcolare mediante la formula 
semplicissima 


(1681) T,=0,2V0a, (d,; in centimetri) 


dove ò,. è lo spostamento statico provocato dalla forza uguale al peso P 
della massa m. Se la massa della struttura non è trascurabile, si può ancora 
usare la (1681), tenendo conto di ciò che si è detto nel n. 888. 

Il periodo proprio 7, della vibrazione fondamentale di un sistema a 
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gr r ug ‘ssi las ò > SS 
n gradi di libertà si deduce dalla pulsazione @, (T, = 27/0), che si può 
calcolare con buona approssimazione mediante la formula 
ZPn: 
ZPymi' 
dove gli 7; sono gli spostamenti statici provocati dai pesi P,. 

Del tutto analoga alla (1723) è la formula 


(1723) o = g 


| Anda 
(1765) oi=g =, 
| Ando 


0 


dove n(x) è la deformata statica dovuta al peso proprio, che si può usare 
nel caso di una trave di sezione A() variabile e che spesso è più sem plice 
della (1764). 


L’ampiezza 7m di una vibrazione forzata è data dalla 


Òsi: 
(1696) = T= FIR 
dove d,:r è lo spostamento statico provocato dall’ampiezza F,, della forza 
sinusoidale impressa Y = F,, sen ot. Se invece di una forza impressa 
alla massa m, si tratta di un moto b = b,, sen wt impresso al sostegno B 
della struttura elastica (fig. 1905), si sostituisce a ò,:» l'ampiezza dm del 
moto impresso (1702). La (1696) si può usare con buona approssimazione 
anche in molti casi di travi elastiche aventi soltanto la massa propria 
(es. 2366, 2368, 2372, 2373 e nota 205). 

Infine, quando la vibrazione trasversale avviene in presenza di uno 
sforzo assiale P di compressione o di trazione, si può usare in molti casi la 


(1771) f={VIFP/Px. 


Come vedremo in D), le (1681), (1723), (1765) servono anche per cal- 
colare la velocità critica di un albero rotante soggetto a una o più masse 
o soltanto alla massa propria; mentre la (1696) consente di calcolare la 
deformazione 7 dell’albero soggetto a una sola massa, sostituendo dee 
con l’eccentricità e della massa m, e la (1771) dà (1806) la velocità critica 
/, in presenza di uno sforzo assiale P, quando si conosca la ww nel 
caso di P=0. 
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D) LE VELOCITÀ CRITICHE DEGLI ALBERI, 


914. Le velocità critiche. 


Sono noti i disturbi che si manifestano negli alberi rotanti, muniti o no 
di volani, quando la velocità angolare è prossima a determinati valori, 
detti critici. L’albero non conserva la sua forma rettilinea, ma s’inflette 
sensibilmente, e ruota così deformato, descrivendo un fuso. La deforma- 
zione può raggiungere valori tali da provocare talvolta la deformazione 
permanente o anche la rottura dell’albero, e da generare dannose vibra- 
zioni nell’albero stesso e nella struttura che lo sopporta. E le conseguenze 
possono essere molto pericolose, causa la grande energia cinetica in gioco, 
che può lanciare lontano l’albero con estrema violenza. 

La deformazione dell’albero è dovuta alla forza centrifuga generata 
dalla rotazione quando il volano non sia perfettamente centrato o quando 
l’albero abbia qualche imperfezione. Tuttavia può manifestarsi anche nel 
caso ideale in cui tutte le masse siano perfettamente centrate. Nel primo 
caso l’inflessione avviene a tutte le velocità, e si esalta in prossimità della 
velocità critica, per un fenomeno di risonanza analogo a quello che si ha 
nelle vibrazioni forzate (n. 884). Nel secondo caso l’albero può deformarsi 
solo quando si raggiunge la velocità critica, per un fenomeno che ha qualche 
analogia con quello dell’instabilità dell’equilibrio elastico; però di solito 
l’albero ridiventa rettilineo e riprende a ruotare in modo tranquillo a velo- 
cità superiori a quella critica, ciò che differenzia il fenomeno da quello 
dell’instabilità e lo rende più analogo a quello della risonanza (n. 917). 

L’analogia coi fenomeni di risonanza è confermata dal fatto che la ve- 
locità critica @,, coincide con la pulsazione naturale @, della vibrazione 
libera dell’albero (n. 916). 

Lo studio delle velocità critiche ha lo scopo di determinare i valori della 
Wery'per evitare di far girare l’albero a velocità @ prossime a tali valori; 
nonchè quello di valutare l’inflessione che l’albero subisce a una deter- 
minata velocità ©, per dedurne le sollecitazioni cui esso è soggetto. 

Limiteremo lo studio ai casi più semplici, sufficienti per comprendere 
la natura del fenomeno, perchè i casi e i fenomeni più complessi interes- 
sano la Meccanica delle macchine. 


915. Albero di massa trascurabile con un volano eecentrico. 


a) Consideriamo un albero cilindrico di sezione circolare, sopportato 
alle estremità da cuscinetti cortissimi che non si oppongono all’eventuale 
inflessione dell’albero (appoggi semplici), o entrambi abbastanza lunghi da 
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impedire la rotazione della tangente alla linea elastica alle estremità 
(incastri). L’albero sopporta in mezzaria (?!°) un volano di massa m, il cui 
baricentro G'-non è sull’asse dell’albero, ma ne 
dista di e (eccentricità) (fig. 1979 a), perchè le 
masse non sono mai equilibrate in modo assolu- 
tamente perfetto (*"). Perciò quando l’albero gira 
con velocità angolare ©, G non è sull’asse di 
rotazione, e quindi non sta fermo, ma descrive 
una circonferenza di raggio r (inizialmente uguale 
a e, poi uguale a e più la freccia elastica }): per 
cui in G agisce una forza centrifuga mr, che 
fa inflettere l’albero. 

Sia 00,=} la freccia di deformazione del- 
l’albero in mezzaria, cioè in corrispondenza del 
volano. La fig. 1979 b) rappresenta il piano me- 
dio del volano, che è incontrato in 0 dalla con- 
giungente i centri dei due supporti e in 0, dall’asse deformato dell’albero. 
Il baricentro G del volano è distante e da 0, (nella figura la e è ingrandita). 

Il volano ruota intorno a 0, e la circonferenza percorsa da G ha il raggio 
r= 0G= f+ e; quindi la forza centrifuga agente in G e diretta secondo 
OG vale F,= mwr= mo?(f-+ e) (28) (2°). Alla freccia f= 00, l'albero 
oppone una forza elastica di richiamo, agente in 0, e diretta secondo 0,0, 
che vale F,= pf, se p è la forza occorrente per provocare f= 1 em (?). 
L’equilibrio delle due forze richiede che i tre punti 0, 0,, G siano alli- 
neati (?*!) e che si abbia 


(85) Perciò, quando l’albero s’inflette, la tangente alla linea elastica in corrispondenza de ’vo- 
lano rimane parallela alla congiungente i due supporti, e quindi il volano non si inclina e il suo 
piano medio ruota restando normale all’asse di rotazione. Nel caso contrario si hanno azioni giro- 
scopiche (n. 919). 

(*!") Si usano tutte le cure per centrare per quanto è possibile il volano sull’albero: tuttavia 
non si può evitare una piccola eccentricità residua, sia pure di una piccola frazione di millimetro, 
che in seguito può aumentare per effetto di usure, come accade quando non si tratta di un volano, 
bensì della girante di una turbina. 

(33) Si trascura la massa dell’albero rispetto a quella del volano, e quindi anche le forze centri- 
fughe agenti su di esso quando ruota deformato. 

(3!*) Si suppone che l’albero sia verticale, ossia che quando © = 0 l’albero sia rettilineo; per 
cui il fuso descritto dall’asse dell’albero ha per asse tale retta. Se invece è orizzontale, quando 
© = 0 si ha già la deformazione statica dovuta al peso. Tuttavia ciò non ha influenza sul valore di 
©cy, perchè il fuso suddetto avviene intorno alla deformata statica anzichè intorno alla retta (ana- 
logamente a ciò che accade nel caso delle vibrazioni: n. 878 f), e la forza centrifuga rimane la 
stessa perchè non cambia il raggio r = OG. 

Si possono tuttavia avere dei disturbi secondari, dei quali faremo cenno nel n. 920). 

(3°) Se le due estremità dell’albero sono appoggiate, si ha (252) p = 48EJ/18; se sono incastrate, 
si ha (253) p = 192ZJ/18. Se un’estremità è appoggiata e l’altra incastrata, e se il volano è in mez- 
zaria, si ha (n. 231 d) p = 768£J/718. Però in questo caso il volano ruota non conservando fisso il 
guo piano medio, e perciò nasce un’azione giroscopica (n. 919). 

‘®*1) Nel n. 917 d) riesamineremo la questionè in modo più generale, abbandonando l’ipotesi 
che i tre punti-00;G sianoallineati. > \ i" 
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(a) mo*(f+ e) = pf, dacu  f=e 


Se si pone p/m= wî,, ossia (?2°) 


(1801) oe="Vlm 
si ottiene 
o vi, e 
DI = i sila — mn lt. 1 
(1802) seta a 1 wo, 0,0 —1° 


La (1801) è formalmente uguale alla (1680). La (1802) è dello stesso 
tipo della (1700) con e al posto di d.;106f (0 della (1703) con e al posto di da). 
Quindi la legge di dipendenza di. f da @.è quella stessa rappresentata dal 
diagramma della fig. 1904. 

Per @= 0 si ha f= 0, ossia l’albero è retti- 
lineo. Quando è piccola anche f è piccola, 
com’è naturale, perchè la forza centrifuga è 
piccola. Se @= 0,707 @.,, si ha f= e. 

Quando © è poco minore di ©, la f diventa 
molto grande; e quando 0= @, si ha f= co 

Quando @>@ la f e la e risultano di segni 
opposti, ossia il piano della deformata dell’asse 
si è capovolto e G è andato fra 0 e 0,, e si trova 
ora dalla parte concava dell’albero, anzichè dalla 
parte convessa (fig. 1980). 

b) Quando @>@,, il punto G si trova dun- 
que fra 0 e O,. Ciò significa che se l’albero ha 
resistito alla forte freccia f che si è avuta quando era circa uguale 2 @y 
oppure se si sono disposte delle guide opportune che limitino il valore 
di f, appena si è superata la @., si stabilisce una nuova configurazione 
equilibrata, nella quale il baricentro G del volano si dispone all’interno 
della deformata dell’asse (°). 


Fig. 1980. 


(@®*) La 0,y= /P/m è uguale (1680) alla pulsazione naturale ©y dello stesso albero munite 
della massa m; ciò che accade in generale, come vedremo nel n. 916. 

Si ha anche 0,7= VV: (P/9) = V9: (Pip) = Vgldsj, in armonia con la (1680.). Per conseguenza 
il tempo 7,, corrispondente a un giro dell’albero è 
(1801,) Ty= 1: (07/22) = Lao 2/89 = 0:2V/da » 
in armonia con la (1681). 

(333) Anzichè dalla discussione della (1802), questo fatto risulta più evidente dall’esame qua- 
litativo diretto dell'equazione (a) di equilibrio: quando 0<0,,, ossia ma®< p, dev'essere in 
compenso f + e> f, e quindi e> 0; quando invece 0>o@,, 0ssìa ma? > p, affinchè sussista an- 
cora l’equilibrio dev’essere f + e</, e quindi e< 0; per cui f + e diventa f—e. Quando @=0 
ossia mo?= p, dev'essere f + e= /, e quindi f= ® (nota 226). 

Passando al significato quantitativo della (a), quando ad es. è 0<e.,, ossia mo*< p, esiste un 
eerto valore di f tale che / + e è maggiore di f di queltanto che occorre affinchè risulti mw%(/ + e) = pio 
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Allo stesso risultato"si giunge anche scrivendo di nuovo l’equazione di 
equilibrio relativa alla nuova configurazione, cioè conr=f— e: 


è 


(5) mo*f—e)= pf, dacu f=e 


“mao? o 3 
2 Se ; 
mo — p w— pm.) 


ossia, in valore assoluto, 


I w/dî, e 
(1802,) Î= e dr wa € 0 /wE, LI DE o 7/08 ° 


AI crescere di © la freccia f= 00, diminuisce, restando però sempre 
maggiore di e. E quando © + co si ha f= e, r=f—e=0, ossia G va 
in 0; ciò che è in armonia con la tendenza che ha un corpo a ruotare in- 
torno a un asse baricentrico, tendenza che s'impone quando la rotazione 
diventa rapidissima (?*) (22). Quindi la forza centrifuga tende a pe. 

Questa trattazione elementare non fa però vedere per quale inter- 
vento il baricentro G possa passare dall’esterno all’interno del segmento 
00,, nè dice nulla intorno alla stabilità del nuovo equilibrio espresso 
dalla (b), che sembrerebbe instabile per due motivi. Esamineremo più at- 
tentamente la questione nel n. 917. 

c) Nel caso ideale di e= 0 l’equazione (a) diventa mw?f= pf. Finchè 
w <Vp[m= Wery Si ha Mo? <p e l’equazione è soddisfatta soltanto se 
Î= 0 (l’albero rimane rettilineo). Quando = @., si ha mw*= p e l’equa- 
zione è soddisfatta per qualunque valore di f (**), ossia l’equilibrio fra le 
forze F, ed F, è indifferente. Quando © > @., si ha mw? > p e sembrerebbe 
che l’equilibrio non fosse più possibile per nessun valore di f; ma questo 
non è vero, come vedremo nel n. 917 d). 

d) Se si vuole che la freccia f non superi un determinato valore 
fmaz Compatibile con la resistenza dell’albero, è facile trovare qual è l’inter- 
vallo di valori pericolosi intorno a @.,, che la © nou deve assumere. 

Posto f= fmcz, dalle (1802), (1802,) si ricava rispettivamente 


Wîr «__ E 
i + 6/fmas ” i Lisà Le Cf maz ° 


(34) Questa tendenza è ostacolata dalla necessità che permanga una forza centrifuga capace 
di far equilibrio alla forza elastica; ma quando w + o basta un raggio r = OG infinitesimo seal 
secondo ordine) per creare una forza centrifuga finita. 

(*) Dalle (1802), (1802,) che danno f per © minore o maggiore di ©,, si deducono le alan 
formule che danno invece f + e per w<0,, ed f— e pero> 0: 
e 


io0ì dla Si 
È er 


CN 7 È A = e 
(1802) (1802;) J + = 0a, 5 
#’che sono analoghe allà (1702). 

Anche dall’esame della (18021) si riconosce che per 0 + co si ha f—-e-+0, f+>e. 
° 3) Invece se e* 0; quando © = Oy, Ossia mo? = p, l'equazione (a) mi%(f + &Y = pf dà 


l'+ e= f, ché è soddisfatta soltanto se f = 0. Si confronti coi vasi dei an. 275 bd), 271 a). 


LE VIBRAZIONI 417 


Quindi, affinchè risulti f < fmaz; dev'essere © < @;, oppure © > @,. Perciò 
l'intervallo pericoloso da evitare per © è il seguente (es. 2401) 


VI “* Climax VI a €/fmaz 

Ad es., se si.può ammettere una freccia f,a, = e, l'intervallo pericoloso è 
0,71 Wr < W < c05SeÎmar = 26, si ha 0,82 We < © < LAI (0:50 fmaz = de, si ha 
0,91 we < © < 1,12 er; SC fmar = 106, si ha 0,95 @r < © < 1,05 Way. 

e) Nota la freccia f, la forza centrifuga agente sull’albero è data dal primo 
membro della (a) o della (d), o più semplicemente dal secondo membro, ossia da pf. 
Quindi i valori massimi delle azioni che l'albero trasmette ai supporti (azioni che 
cambiano continuamente di direzione) sono dati da pj/2. Il momento flettente 
massimo è Max = pjl/4 se la trave è appoggiata, Mmar = = p]l/8 se è incastrata, 


(1303) 


Esercizio 2397. — Un albero di 5 cm di diametro, lungo 1 = 2,40 m e girevole 
su due cuscinetti corti, sopporta in mezzaria un volano che pesa 120 kg. Calcolare 
la velocità critica. 

Soluzione. a) L'albero ha J = ga = 30,68 cm4; quindi 


p= AE Ra > ——° = 224 kg/em , 
La (1801) dà 


Wo = V/224 - 981/120 = 42,8. 
b) Si ha anche 


120 - 2403 De 
du = 182,1 10° - 30,68 > 09364 om. 
Quindi la (1801,) della nota 222 dà 
Ta, = 0,2V0,5364 = 0,1465” , © = 27/0,1465 = 42,9 . 


Esercizio 2898. — Idem, essendo i cuscinetti lunghi (incastri). 
Soluzione. La caratteristica p è quadrupla, per cui risulta @w,, = 2 - 42,8 = 
= 85,6. 


Esercizio 2399. — Il volano dell’esercizio 2397 ha un peso eccentrico di 5 kg 
distante 10 cm dal centro. Calcolare la freccia elastica quando l’albero gira a 360 
giri al minuto primo. 

Soluzione. Il peso totale 120 + 5 = 125 kg ha il baricentro distante dal centro 
e = 10- 5/125 = 0,4cm (?27). 

In questo caso la velocità critica è ©, = 42,8 120/125 = 41,9. 

La velocità angolare è W = (360/60)27 = 37,7. Quindi si ha (1802) 

37,7? 


f= 04 rogna = bI0Fom. 


(3) Se l’albero fosse rigido, la forza centrifuga sarebbe dovuta soltanto ai 5 kg eccentrici. 


Nel nostro caso interessa invece tutto il peso di 125 kg, perchè i albero ira ai È 


eccentrici anche i 120 kg del volano. 
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Esercizio 2400. — Idem, quando gira a 1500 giri al minuto. 
Soluzione. Si ha © = (1500/60)27 = 157,1. Quindi (1802,) 
157,1? 
= 0,4 157,1 — 41,9? = 0,431 cm. 

Esercizio 2401. — Nel caso dell’esercizio 2399 determinare l’intervallo peri- 
coloso della © nel quale la Gaz nell'albero supera i 1000 kg/cmq. 

Soluzione. Si ha Mar = PW4 , Omoz = MmazlW, J = Wr; quindi la freccia 
mos ammissibile è 

PR PI 12 240? 


Im = gg7J — 4W i2br 100331 108-367 Massa ica 


Quindi, per la (1803), l'intervallo pericoloso è 
41,9 41,9 


— ===: KO £ === i ossia 34,9<@< 55,9. 
VI1+ 0,4/0,914 VI= 0,4/0,914 


916. Analogie fra le velocità critiche e le frequenze delle vibrazioni. 


Lo studio delle velocità critiche degli alberi rotanti che portano uno 

o più volani, o degli alberi senza volani e aventi massa propria, di sezione 
costante o variabile, è formalmente analogo allo studio delle vibrazioni 
delle travi che portano una o più masse concentrate, o delle travi aventi 
la massa ripartita. Per cui sì possono utilizzare tutti i risultati ottenuti nello 
studio delle vibrazioni, risparmiando così lo studio di nuovi problemi. 
a) Albero con un volano centrato. Consideriamo un albero di massa 
trascurabile, che sopporta in mezzaria un volano di massa m perfettamente 
equilibrato (e= 0), e che ruota con velocità angolare @. Se si pensa l’albero 
inflesso con freccia f in mezzaria, il baricentro del volano (G = 0 nella 
fig. 1979) percorre una circonferenza di raggio r= f ed è soggetto perciò 
alla forza centrifuga F,= mw?f, mentre l’albero esercita una forza ela- 
stica di richiamo F,= pf. Finchè mo? < p (ossia @* < p/m= wî,), si ha 
F.<F.e l'albero ridiventa rettilineo (ossia l'uguaglianza mo?f = pf ha 
come unica soluzione f = 0). La flessione supposta è invece possibile e per- 
mane durante la rotazione, se le due forze si fanno equilibrio, ossia se (?°5) 


(1804) mo*f= pf , da cui wi, = p/m . 


La freccia f rimane indeterminata (come nel caso di P.,, n. 2755, 
e nella ricerca di ©), n. 878 g), perchè se W?= p/m= wî,, la (1804) è soddi- 
sfatta (almeno teoricamente; n. 917) per qualunque valore di f (purchè 
non troppo grande, altrimenti 7. non è più proporzionale a f). Infatti, 
se si raddoppia f, raddoppiano tanto la forza centrifuga quanto quella 
elastica di r.chiamo. 


(**) Questa equazione è la (a) del n. 915 quando si ponga c = 0. 
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L’equazione (1804) è formalmente identica a quella che si ottiene eliminando 
il tempo # dalla (b) del n. 878, ossia dalla — mn = pn. Infatti, sapendo che il 
moto è armonico, ossia che 7 = 7, sen of, si ha 77° = — ©?7m sen Wi; per cui 
sostituendo a 7) e a 77° queste espressioni, si ottiene appunto (229) (290) (231) 

MO°I]m SEN WÉ = Pn Sen Wi , ossia MO7m = PN è 

Essendo uguali le equazioni dei due fenomeni, è naturale che siano uguali anche i 
risultati, cioè che la | velocità critica wr sia uguale alla pulsazione naturale ©; per 
cui ©, = O = Vp/m . 


L’analogia sussiste anche nel caso dell’albero che sopporta due o più 
volani di masse m,, my, ... m;... . Ossia le equazioni che esprimono l’equi- 
librio di ciascuna massa m; soggetta alla forza centrifuga Mio: e alla forza 
elastica di richiamo che l’albero esercita su m; quando è deformato con 
ordinate 71, 73, ».. 7;..., sono formalmente uguali alle equazioni del tipo 
(d) del n. 392 o a quelle del tipo (b) del n. 893 (nelle quali si è già eliminato 
il tempo t mediante le (6) del n. 892). Perciò anche i risultati, cioè le ©, 
(tante quanti sono i gradi di libertà, ossia quanti sono i volani), sono 
uguali alle pulsazioni naturali ©. 

b) Consideriamo ora il caso di un albero cilindrico perfettamente 
rettilineo, privo di volani, ma avente la massa propria non trascurabile, 
esattamente centrata, di valore m per umità di lunghezza. Se si pensa 
l'albero inflesso secondo una linea 7(x), ogni punto dell’asse descrive una 
circonferenza di raggio = 7, per cui un tronco dx è soggetto alla forza 
centrifuga m dr ©, mentre l’albero esercita sullo stesso de la forza elastica 
di richiamo EJy'"dx. Perciò l'equazione di equilibrio risulta 
(1805) momn= EJn” , 


ed è identica alla (1751) che governa le vibrazioni stazionarie delle travi 
di sezione costante (?*) (*). E l’identità delle equazioni sussiste anche nel 
caso degli alberi rotanti e delle travi vibranti di sezione variabile. Perciò 
anche i risultati, cioè i valori delle ©.,, coincidono coi valori delle pulsa- 


(3*) L’equazione delle vibrazioni contiene ©?, perchè si sostituisce a n°* la sua espressione, che 
è — (nm sen wt; ciò che è vero soltanto se il moto è armonico (n. 878). Invece l’equazione dell’al- 
bero rotante contiene direttamente #?, che figura nell'espressione della forza centrifuga. 

(#*) Nel caso della vibrazione si ha un'equazione differenziale, perchè n(t) è funzione del 
tempo, e la forza d'inerzia è md?n/dt?. Nel caso dell'albero rotante si ha un’equazione comune, perchè 
la forza elastica pf e la forza centrifuga sono costanti nel tempo. 

(31) Si è supposto che il volano sia in mezzaria, perchè se fosse in un altro punto non manter- 
rebbe nel ruotare il suo piano medio normale all’asse di rotazione (nota 216), e quindi eserciterebbe 
un’azione giroscopica sull’albero, alterando sensibilmente il valore di w,, (n. 919, es. 2420). Un ef- 
fetto analogo si ha anche nel caso dell’albero vibrante, ma è di senso opposto. 

(333) Anche in questo caso la (1751) contiene w? che proviene dalla derivata d?n/dt? e dal fatto 
che nelle vibrazioni stazionarie si ha n(x, t) = n(x) sen wt. Invece la (1805) contiene direttamente 
®® che figura nella forza centrifuga. 

(*#*) Nel caso delle vibrazioni l'equazione originaria di equilibrio (1750,) è alle derivate par 
ziali, perchè (x, t) dipende anche dal tempo, e la forza d’inerzia è md?n/dt?. Invece nel caso delle 
velocità critiche si ha un ’equazione iii ordinaria, perchè na) 1 non è Funzione di lai e la 
forza centrifuga è costante nel tempo. = si = 
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zioni naturali @,, e sono in numero infinito come le w,. Anche le deformate 
n(x) sono uguali in entrambi i fenomeni (?*). 

c) Nei due casi considerati in a) e in d) la coincidenza ©. = e 
oppure @n= @, risulta anche dalla seguente considerazione. Per un 
dato valore della deformazione f o 7, ossia del raggio della circonferenza 
percorsa dalla massa, la forza centrifuga m?*f cresce al crescere di ©; 
mentre invece la forza elastica di richiamo pf è indipendente da w. La ve- 
locità critica @., è quel valore di @ per il quale le due forze risultano uguali 
e si fanno equilibrio, e l’equilibrio è indifferente (?*). Anche nella vibra- 
zione libera la forza d’inerzia è mw?f e cresce con w, mentre la forza ela- 
stica non dipende da ©. La pulsazione naturale @, è quel valore di © per il 
quale le due forze risultano uguali (in ogni istante), ossia sussiste l’equi- 
librio dinamico. E poichè la forza centrifuga è m?f come la forza d’inerzia, 
e la forza elastica è la stessa nei due casi, risulta @.-= ©, (salvo la piccola 
differenza dovuta alle azioni giroscopiche; nota 258). 

d) Nel caso del volano con eccentricità e, l’esaltarsi di f quando 
© = © è da considerare invece come un fenomeno di risonanza. Infatti, 
quando l’albero ruota con velocità @ agisce in G la forza centrifuga co- 
stante (n.915 a), la cui direzione ruota con la stessa velocità w. Questa equi- 
vale (nota 251) a due forze alternative normali tra loro, della stessa ampiezza, 
di pulsazione w e sfasate di 7/4, le quali generano nell’albero due vibra- 
zioni forzate pure normali tra loro (che ricomposte equivalgono alla rota- 
zione dell’albero deformato). Perciò l'ampiezza di tali vibrazioni (e quindi 
anche la deformazione dell’albero) diventa elevata quando la © di tali 
forze (o della rotazione) è uguale alla pulsazione naturale @ della vibrazione 
libera dell’albero. Quindi anche in questo caso si conclude che © = wo 

e) Se l’albero porta un volano (o più volani), la @., ha significati 
diversi secondo che il baricentro di questo ha una piccola eccentricità, 
oppure è rigorosamente centrato (caso ideale). Nel primo caso l’albero 
comincia a inflettersi anche a piccole velocità @, e la deformazione diventa 
illimitata quando = @,. Nel secondo caso l’albero rimane rettilineo 


(334) Se si tenesse conto delle azioni giroscopiche esercitate dai tronchi dr che ruotando non 
restano nel loro piano (eccettuato il tronco dx in mezzaria), si avrebbe nell’equazione (1805) un 
termine addizionale formalmente identico, ma di segno contrario, a quello che si dovrebbe intro- 
durre nella (1750) per tener conto dell’inerzia dovuta all’oscillazione rotatoria dei tronchi dr. 
Quindi l’effetto di tale termine è contrario nei due fenomeni: fa diminuire ©, nelle vibrazioni e fa 
aumentare ©,, negli alberi rotanti. E pertanto i valori delle w,, non sono rigorosamente uguali a 
quelli delle 0. Tuttavia questi effetti sono minori di quelli che si hanno nel caso di un volano (n. 919) 
(che ha un momento d’inerzia assai maggiore di quella dei tronchi dx); quindi si possono trascurare. 
. (335) Ricordiamo (n. 274 b) che anche nel carico di punta, per una deformata di data entità 
si ha un momento esterno M, = Pn che cresce con P e si ha un momento interno M; = — EJn” 
che non dipende da P. Il carico critico P,, è quel valore di P per il quale i due momenti risultano 
uguali, e quindi è equilibrata non solo la configurazione rettilinea, ma anche la configurazione de- 
formata (equilibrio indifferente). Però mentre nel carico di punta l’equilibrio della trave rettilinea 
diventa instabile appena P > P.;, invece nell’albero rotante si ritorna alla configurazione retti- 
linea quando © > 0g; ciò che rivela una profonda differenza fra i due fenomeni. 
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finchè @<©x, e S'inflette (o può inflettersi; n. 917e) quando ©= © 
con freccia di valore indeterminato. Quest’ultimo comportamento hanno 
anche gli alberi privi di volani e perfettamente rettilinei (?9). 

f) Per quanto si è detto in a), ... d), per il calcolo delle velocità 
critiche valgono dunque tutti i risultati ottenuti nello studio delle vibrazioni 
di flessione e relativi al calcolo della pulsazione naturale delle vibrazioni 
libere, siano essi valori o formule relativi a casi particolari, oppure metodi 
generali di calcolo. Questa identità di risultati consente di evitare lo 
studio dei vari casi di alberi rotanti. 


Così ad es. nel caso di sistemi a un grado di libertà (albero di massa trascura- 
bile, munito di un volano), oltre alla formula ©, = Vp/m, si può usare l’altra 
formula generale T,, = 0,2Vò,; analoga alla (1681), che qui dà il tempo critico 
per un giro dell’albero. 

Nel caso di più volani si può usare il metodo indicato nel n. 893, e in parti- 
colare valgono i risultati degli esercizi 2273, 2274. Si può anche usare il metodo 
approssimato del n. 894 (es. 2410, 2411). 

Nel caso di alberi di sezione costante e senza volano si possono usare tutte le 
formule trovate nel n. 902, che danno la pulsazione naturale, oppure la frequenza 
naturale, che qui è il numero critico di giri al secondo; e questo sia per la Prima ve- 
locità critica che per le successive. 

Nel caso di alberi di sezione variabile, si possono usare valori di ©, eventual- 
mente già noti per travi aventi le sezioni variabili come quelle dell’albero, oppure 
la formula (17641) che consente di calcolare @,, con l’approssimazione desiderata. 

Nel caso di un albero cilindrico di massa non trascurabile e di un volano, se si 
trascurano le azioni giroscopiche (n. 919) si ha ancora ©, = ©,; e la pulsazione 
naturale @, (della vibrazione fondamentale) si calcola come negli esercizi 2323, 
2325, oppure in modo approssimato come nel n. 888 c, b), o anche mediante la 
formula di Dunkerley (237) (es. 2407 b). Quest’ultima riesce utile anche nel caso di 
un albero con più volani (es. 2412). 

Infine, l'analogia in questione consente di determinare in modo sperimentale 
la velocità critica di qualunque albero con o senza volani, misurando invece, in 
modo assai più esatto, più comodo ed esente da pericoli, la pulsazione naturale 
della vibrazione libera. 

g) Nei due casi dell’albero che vibra e dell’albero che ruota con l’asse in- 
flesso, esiste tuttavia una netta differenza sia nel comportamento sia nelle con- 
seguenze dannose. 

Nel primo caso, quando l’albero è inflesso da una parte sono tese le fibre 
esterne e compresse quelle interne; e quando è inflesso dall’altra parte sono tese 
quelle che prima erano compresse e viceversa. Perciò il materiale è soggetto a 
continue inversioni delle tensioni, che a lungo andare lo incrudiscono e ne ridu- 
cono la capacità di resistere. 


(33) È evidente l’analogia dei due comportamenti con quelli che si hanno nel carico di punta 
eccentrico o perfettamente centrato (n. 814). 

(37) Una dimostrazione generale della formula di Dunkerley per le velocità critiche si 
trova nel volume di C. B. BIEZENO-R. GRAMMEL: Technische Dynamik, Berlino, Springer, 1934, 
Cap. X, n. 10. 
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Nel secondo caso, invece, l’albero s’inflette in un piano che ruota con la stessa 
velocità angolare dell'albero; per cui la flessione non s’inverte periodicamente, e 
le fibre tese o compresse restano sempre tali. Quindi 
il materiale non è soggetto a fenomeni d’inerudimento. 


Esercizio 2402. — Un albero verticale articolato in 0 
con cerniera cilindrica ha un peso P all’estremità in- 
feriore (fig. 1981 a). Calcolare la velocità critica consi. 
derando trascurabile la massa dell’albero. 

Soluzione. Calcoliamo la © necessaria affinchè l’al- 

Fig. 19S1. bero si disponga secondo l’angolo g con la verticale, 

Il momento di P rispetto a O è PR. La forza cen- 

trifuga agente su P è (P/9)w°R, e il suo momento rispetto a 0 è (P/9)?E - 1 cos p. 
Per l’equilibrio dev'essere 


PE= (P/g)o*Rlcosp, da cui w? = g/lcosgp ; 


cui corrisponde un numero di giri al secondo 


da go. _ _ /g 
zalicoogi ©PI9=0 realt. 


Il numero critico di giri n,, è uguale alla frequenza del pendolo semplice. 


Esercizio 2403. — Idem, nel caso del solo albero (fig. 1981 b). 
Soluzione. Il momento del peso dell’albero rispetto a O è (r = x sen P) 


LI 
% I 
Jqadr-rsenp=gsenp-5 =Q sen gp à 


(i) 


Il momento della forza centrifuga rispetto a O è 
2 


3 2 
| mdx + wr sen gp - x cosg = ma sen g cosp 7 = È 7 0' sen pcosp . 
ò 
Per l’equilibrio dev'essere 
Le La : °_ __39 : 
Q3 senp= ga senpoep, da cui © - 3 cosg ‘ 


Valgono dunque i risultati dell’esercizio precedente nei quali si ponga 27/3 
al posto di 1; com’è naturale, perchè questo pendolo composto equivale a un 
pendolo semplice lungo 27/3. In particolare, n,, risulta /1,5 = 1,225 volte maggiore. 


Esercizio 2404. — Idem, tenendo conto delle masse di P e dell’albero. 

Soluzione. Uguagliando le somme dei momenti dei due pesi e delle due forze 
centrifughe rispetto a O, si ottiene 

= P+M. 9 E FLSSVA 
P+ 0/3 lcosw” © 2aVP+0Q3} 1° 

Esercizio 2405. — Un albero orizzontale di massa trascurabile e che si con- 
sidera rigido (come nell’es. 2402), incastrato elasticamente all’estremità 0, ha um 
peso P all’altra estremità libera. Calcolare la velocità critica. 
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Soluzione. Quando l’angolo è g, l'equazione di equilibrio è (si tralascia l’azione 
statica di P; cfr. la nota 219) 


È A . co è 2 — I. P 
go sen p leosp = mp , da cui (1), = DE ESTISIA 


La velocità critica (g = 0) risulta (238) 


= 3 e quindi he=>7 TP T,= 2a). 


Esercizio 2406. — Idem, con la sola massa dell’albero. 
Soluzione. In questo caso l'equazione di equilibrio è (es. 2403) 


" p 
LE 2 =m R=Da ss 
qa def > da cui @ QR sengceosp 


Fsercizio 2407. — Idem, tenendo conto di entrambe le masse. 
Soluzione. a) L'equazione di equilibrio è 


Ps QR e ; 2 Mag LP 
ra sen Q cos @ + gg aeneon p = da cui @ D+ 079E "mpeg * 


b) Indicando con wr e @q le © relative ai singoli pesi P (es. 2405) e Q 
(es. 2406), si riconosce che la & ora trovata, relativa a entrambi i pesi, soddisfa 
la formula di Dunkerley (1768), cioè si ha 1/0? = 1/0? + 1/@î. 


Esercizio 2408. — Un albero di ferro (che si considera dx 
privo di massa) di 6 cm di diametro, lungo 1 = 2,50 m, a) 
sopportato alle estremità da due cuscinetti corti, ha due A 
volani pesanti ciascuno P = 150 kg (fig. 1982a), che AA 
dividono l in tre parti uguali. 

Soluzione. Valgono per ©i, e ©; le espressioni di w' ni calati 
e w” trovate nell’esercizio 2273. Nel nostro caso si ha J = 734/4 = 63,6 cm‘. 
Quindi risulta 


e = ti a 
, = 5,692 Il Iso oso = 42:86» 0 = 1648. 
Esercizio 2409. — Lo stesso albero, lungo l = 4 m, ha tre volani pesanti 


ciascuno P = 100 kg, che dividono ! in quattro parti uguali (fig. 1982 Db). 
Soluzione. Valgono gli stessi risultati dell’esercizio 2274. Quindi 


wi, = /768 - 0,0317 


/2,1 - 105 - 63,6 - 981 i n _ 
| dan = 22,3, @wif= 88,7, il =188,3. 
Esercizio 2410. — Risolvere l'esercizio 2408 mediante la (1723). 

Soluzione. Ricordando le espressioni dei coefficienti elastici dell’esercizio 2273, 


_ (**) Il peso P agente staticamente si abbassa di 3,, = (Pl/m)l = Pl?/m,: per cui l’espressione 
di T,, si può scrivere T,,= 2x/PE/mg = 0,2V/d,y, in armonia con la (1681). 
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‘gli abbassamenti dei punti 1 e 2 risultano 7, = 7, = 0,5414 cm. Quindi la (1723) 
dà 

2.150 -0,5416 _ gg; _1 
2.150 - 0,54162 0,5416 


wì = 981 = 1811,3, 
da cui © = 42,56. Il risultato è esatto, per quanto si è osservato nell’esercizio 
0384 e per ciò che si è detto nel n. 894. 


Esercizio 2411. — Idem, nel caso dell’esercizio 2409. 

Soluzione. Ricordando le espressioni dei coefficienti elastici dell'esercizio 2274, 
gli abbassamenti dei punti 1, 2, 3 risultano = N3 = 1,6846 cm, 773 = 2,3710 cm. 
Quindi la (1723) dà 


2. + 2,37 
ct = 981 1002 + 1,6846 + 2,3710) 


100(2 - 1,6846? + 2,3710) — *°3:445. 
da cui ©, = 22,326. Questo risultato è ottimamente approssimato, come nel 
caso dell’esercizio 2279. 


Esercizio 2412. — Studiare il caso dell’esercizio 2409 mediante la formula di 
Dunkerley. 
Soluzione. a) Se l’albero privo di massa avesse soltanto uno dei volani laterali, 
sarebbe 
d= _ Pa®b® _ P(12/16)(922,16) _ 3. PR 
Le 888 BI, 3EJI — 256 EJ” 


e quindi si avrebbe (1680) 


dg © 366 EJ 


e quindi — = 


La formula (1768) (estesa alle velocità critiche) dà 
1 3 TY PE ; 2 __ 384 EJg 
wi ( 2561 1) Ejg: ou @=37 PR 


ossia 


/384 1/2,1 - 105 - 63,6 - 981 n 
Do ] = 21,5. 


Se "= | 77 100 - 4003 
Rispetto al risultato dell’esercizio 2409, l’errore è di 3,6%. 
b) Per tener conto anche della massa dell’albero, si calcola er nel caso in 
cui non ci fossero i volani (1754): 
1I_W 4y 1 QU 
i n Elg a EJg° 


Quindi la (1768) dà 1/0, = 2/07+ Lo? + l/@i. 
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Esercizio 2413. — Calcolare la velocità critica dî un albero senza volani, su 
due supporti corti (fig. 1983 a). 
Soluzione. Per l’analogia stabilita nati n. 916, si ha (1754;) 


o ]/Eg 
= 15708) 
Se l’albero, di ferro, ha] = 2m,d = 3 cm, si ottiene 


>] - 105 - 
da = 1,5708 Sora | 2,1- 10 981 _ 


200? 


Esercizio 2414. — Idem, nel caso dell’albero a sbal- 
zo (fig. 1983 b). 
Soluzione. In questo caso si ha (1756) 
Eg 
y 
Con gli stessi dati dell’esercizio precedente, si ottiene 
0,75 3/2,1 - 105 - 981 
200? | 0,0078 


e 0,5596 È, 


= 0,5596 . 


= 5,4. Fig. 1983. 


Esercizio 2415. — Idem, nel caso dell’albero su due supporti, uno corto e 
uno lungo (fig. 1983 c). 
Soluzione. In questo caso si ha (1759) 


Wier = 2,4539 — 


Esercizio 2416. - L’albero dell’esercizio 2413 sopporta in mezzaria un volano 
che pesa P= 10 kg. Calcolare n,, tenendo conto di P e del peso Q dell’albero. 

Soluzione. a) Col solo peso dell’albero si ha (es. 2413) nq = 15,136. 

Col solo peso del volano si trova n, = 11,158. 

Mediante la formula di Dunkerley (1768) si ottiene 


1/n2,= 1/15,136° + 1/11,1582= 0,012397, n2î,=80,6647 n,=8,981. 


b) Il calcolo esatto mediante la (}) dell’esercizio 2323, per 2Q/P = 2 - 11,0/10= 
= 2,20 dà xl/2= 1,2105, da cui X = 0,012105. Quindi (n. 902) 
si ottiene n,, = f1= 8,989. L’errore che in questo caso si commette 
usando la formula di Dunkerley è soltanto di 8,9/10000. 


Esercizio 2417. — Un albero girevole che si considera rigido 
ha un braccio laterale che porta una molla piatta con un peso P 
i all’estremità (fig. 1984). Calcolare la freccia f corrispondente-a una 
‘ Fig. 1984. data ©, il momento M,a, nella molla, e la wr. 
i Soluzione. Il raggio del circolo percorso dalla massa m = P/g 
è r=e+f; per cui vale la stessa equazione (a) del n. 915, e quindi anche la 
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soluzione (1801), (1802). Si ha così 


s _P___3EJ/* iP 
Ver: Pig ” / pm? — 1° 


Si può anche serivere wì, = g : (Pa*/3EJ) = g/ò,,, che è la (1680). 
Il momento flettente massimo nella molla è dato da pf - a = 3EJ{/a*, oppure 
da mo(e+f)-a. 


917. Il comportamento alla velocità critica e a velocità superiore (2°). 


a) Uno studio superficiale del problema (come quello del n. 915) induce a 
credere che quando @ = @., si abbia f = co nel caso del volano eccentrico, ed 
f di valore indeterminato nel caso del volano perfettamente centrato o del solo 
albero perfettamente rettilineo; e che per © > ©., l'equilibrio diventi decisamente 
instabile. 

Anzi tutto tale studio non fa vedere come la posizione relativa dei tre punti 
00,G (fig. 1979) possa invertirsi spontaneamente appena w diventa maggiore di 
©: (proprio quando la f dovrebbe essere diventata grandissima), per assumere la 
posizione della fig. 1980 (n. 915 è). Per cui si può credere che tale inversione sia 
un risultato puramente analitico, non corrispondente alla realtà. 

Inoltre la configurazione della fig. 1980 appare instabile. Infatti, finchè 
© < ©cr (fig. 1979) f varia più rapidamente di f + e; per cui se si disturba momenta- 
neamente l’equilibrio modificando f, il sistema tende a tornare a posto (249), ossia 
Pequilibrio è stabile. Invece quando © > ©.r (fig. 1980) f varia meno rapidamente 
di f — e; per cui se si disturba l’equilibrio modificando f, sembrerebbe che il sistema 
si allontanasse sempre più dalla situazione equilibrata (?41), ossia che l'equilibrio 
fosse instabile (4). Oltre a ciò, ora le due forze F, ed Y, agenti in O, e in G sono 


(**) Maggiori particolari si trovano nella limpida memoria di O. SESINI: Sulle velocità critiche 
degli alberi, « Rend. d. Seminario mat. e fis. », Milano, 1941. Si veda anche dello stesso Autore il 
n. 5 della lezione: Alberi rotanti, nella raccolta: Lezioni sulle vibrazioni meccaniche, Libreria edit. 
politecnica, Milano, 1952. 

Si veda anche il Cap. X del volume di C. B. BIeZENO-R. GRAMMEL: Technische Dynuiik, 
Berlino, Springer, 1939. 

(**) Se ad es. f diventa doppia, f + e diventa minore del doppio; per cui prevale la forza ela- 
stica F, = pf, e la f riprende il valore primitivo. E se f diventa metà, f + e diventa maggiore della 
metà, per cui prevale la forza centrifuga F, = mw%(f + e), e la 7 riprende ancora il valore primitivo. 

(#1) Se ad es. f diventa doppia, f — e diventa maggiore del doppio; per cui prevale la forza 
centrifuga F, = mo%(— e), e la f dovrebbe continuare a crescere. 
E se } diventa metà, f— e diventa minore della metà; per cui pre- 
vale la forza elastica F, = pf, ela f dovrebbe continuare a diminuire. 

(#3) Anche nel caso della trave compressa parallelamente all’asse 
(n. 270, fig. 1985 a), quando P > P., esiste tuttavia una configura- 
zione equilibrata, nella quale i punti 00,9 sono però disposti come 
nella fig. 1985 b). Per studiarla, basta modificare l’equazione diffe- 
renziale del n. 270 b) adattandola alla fig. 1985 b); per cui si ha 
M = + P{—e + n) (n ed f sono negative), e quindi E/n”= — Pin— 
—€+ }). Si ha dunque e— fal posto di e + }; e si ritrova la (386), che 
ora dà per f valori negativi, perchè per P > P.-= Pz = (38/4) EJN® 

Fig. 1985. si ha aZ>x/2, e la sec al è negativa. Ad es., per P= 4P, ossia 
al=ax, essa dà f=—2e. . 
Tuttavia questa nuova configurazione equilibrata non può essere assunta spontaneamente 
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rivolte l’una contro l’altra; per cui se i punti 0, e G non sono perfettamente alli- 
neati con 0, esse tenderebbero a capovolgerli e a farli tornare nella posizione della 
fig. 1979. n i , 

Se poi si considera il caso di e = 0, finchè mm? < p (ossia © < 0) la F, = 
= mo? è minore della F, = pf, e l’unica soluzione di mw?f = pf è f= 0; ossia 
l'equilibrio è stabile, e l’albero rimane rettilineo. Invece quando mm? > p (ossia 
w > ©sr) la F, diventa maggiore della F,, e la freccia } dovrebbe crescere senza limiti. 

b) Contrariamente a ciò che si è detto, l’esperienza insegna che appena è 
© > er, il volano inverte realmente e spontaneamente la posizione relativa dei 
punti 00,G (4); e che la rotazione ridiventa tranquilla, e la freccia f d’inflessione 
dell'albero diminuisce man mano la © cresce oltre il valore @,, (confermando il 
risultato trovato nel n. 915 b). Per cui l’equilibrio delle forze 7, ed F, è ancora 
stabile. Inoltre insegna che nel caso di e = — 0 la perturbazione non è grave 
nemmeno quando l’albero ruota per un certo tempo (non lungo; n. 917 e) con 
w = ©”; e che esso ridiventa rettilineo quando © > ©er- 

Questo fatto indusse De Laval a escludere nelle sue turbine l’impiego di alberi 
grossi (che avrebbero consentito di elevare il valore di ©,, al disopra della © di 
esercizio), e a preferire l'adozione di alberi notevolmente flessibili (con un valore 
basso di &.,), che girano a velocità © maggiore della or. 

La comprensione del comportamento reale dell’abero a velocità maggiore di 
quella critica, e quindi della vera natura della questione, è ostacolata dalla falsa 
credenza che il fenomeno della velocità critica sia strettamente affine a quello 
dell’instabilità delle travi caricate di punta: e che perciò quando © > ©; l’equi- 
librio dell'albero non sia più possibile, come non lo è nel carico di punta quando 
P>P., (almeno nell’ambito della trattazione elementare del n. 275). Inoltre tale 
comprensione non può scaturire dalla trattazione elementare del n. 915 a), che studia 
l'equilibrio statico delle forze Y, ed F,, trascurando altri fatti dinamici d’im- 
portanza decisiva. 

È opportuno dunque considerare alcune differenze sostanziali esistenti fra i 
due fenomeni della velocità critica e dell’instabilità per carico di punta, che aiutano 
a liberarci dalla credenza suddetta e a vedere il nostro caso sotto una luce più 
giusta. Inoltre è necessario tener conto di altre circostanze che abbiamo trascurate. 

c) I fenomeni che si manifestano negli alberi rotanti sono di natura ben di- 
versa e più complessa da quello dell’instabilità delle travi caricate di punta. Per 
cui le analogie sono soltanto formali e riguardano alcuni risultati analitici e non il 
comportamento reale. 

La differenza forse più decisiva si ha fra l’equilibrio indifferente di una trave 
compressa assialmente da P = P,, e quello di un albero privo di eccentricità che 


dalla trave appena P supera P,, bensì è necessario impedire alla f della fig. 1985 a) di crescere senza 
limite, e costringere la trave ad assumerla. Inoltre tale configurazione è instabile, perchè se si 
disturba alterando f, varia più rapidamente f — e di f (mentre nel caso della fig. 1985 a) variava 
più rapidamente f di e + f). 

Pertanto, anche nel caso del volano con eccentricità e si è indotti a pensare che l’inversione 
non avvenga spontaneamente, e che la nuova situazione equilibrata non sia stabile. 

(**) La verifica sperimentale si ha accostando successivamente due matite di colori diversi 
alla periferia del volano che ruota con © < ®,, oppure con w > ©,r. Fermandolo, si trova che le 
matite ‘hanno lasciato traccia rispettivamente dalla stessa parte in cui si trova G o dalla parte 
opposta. 
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ruota con yelocità.w.= ©. Se la trave aumenta la sua deformazione, l'energia 
totale rimane invariata, perchè aumenta l’energia elastica di flessione e diminuisce 
di altrettanto quella di posizione di P,_, (nn. 812 b, 817 a); quindi la deformazione 
può crescere senza che sia necessario l’apporto di energia dall'esterno. Invece 
l’aumento della deformazione dell’albero rotante richiede aumenti sia dell’energia 
elastica che dell’energia cinetica (4); per cui la flessione può crescere soltanto se 
c’è apporto di energia dall’esterno. 

Un'altra differenza si manifesta se si fanno vibrare in un piano una trave ca- 
ricata di punta con P crescente e un albero che ruota con velocità © crescente. 
Come sappiamo (n. 906), la frequenza / della vibrazione della trave diminuisce 
al crescere di P e si annulla quando P = P.,. Ciò si spiega sia in modo statico, 
perchè la reazione elastica della trave inflessa è equilibrata non solo dalla forza 
d’inerzia, ma anche dalla risultante Pn” (nn. 898 a, 906 a), per cui la prima è 
minore e © diminuisce; e si spiega anche in modo energetico come nel n. 906 db). 
Se invece si fa vibrare un albero cilindrico che ruota con velocità ©; la frequenza 
f rimane invariata e uguale a quella naturale qualunque sia ©, fino quasi a ©%er (255). 
Ciò è dovuto al fatto che la rotazione non avviene intorno all’asse rettilineo primi- 
tivo (con la formazione di un fuso), nel qual caso si avrebbero delle forze centri- 
fughe che equilibrerebbero una parte della reazione elastica; bensì la rotazione 
avviene intorno all’asse geometrico deformato (?*), e perciò non si hanno forze 
centrifughe. Quindi la vibrazione avviene in un piano fisso, come se l’albero non 
ruotasse, e la frequenza non è influenzata dalla rotazione (24°). 

Il comportamento è poi nettamente diverso nei due fenomeni. Infatti, se si 
comprime assialmente una trave prismatica articolata alle estremità con 
P > P. = P:, per impedire la deformazione (e il collasso) è necessario (n. 275 c) 
fissare ad es. il punto di mezzo. In tal modo la trave rimane rettilinea finchè P 
non raggiunge il valore 4P;, poi s’inflette con due semionde (fig. 456 a). Se invece 
si fa ruotare un albero rettilineo con © > @,, scompare il disturbo più o meno 
forte che si aveva quando © era uguale a ©, ,,, € l'albero ridiventa spontaneamente 
rettilineo (cioè senza che occorra fissare qualche punto intermedio); e rimane tale 


(*4) Nel caso dell’albero con una massa concentrata, l'energia elastica valutata come lavoro 
esterno di deformazione è L = (1/2)pf * f = pj?/2. L'energia cinetica della massa che ruota percor- 
rendo una circonferenza di raggio f è W = (1/2)mr?= mo??/2. Ma se 0=0,,, si ha mo? = p, per 
cui L= W, e l’energia totale è Ej=L+W=2L=2W=pf2. 

Se il volano è perfettamente centrato e se l'albero è perfettamente elastico, la costanza di ® 
esclude che l’albero possa ricevere dall’esterno una coppia torcente e quindi l’energia necessaria 
per far crescere la freccia. 

(#5) Una barretta di trafila d’acciaio di 4 mm di diametro, lunga m 1,20, disposta a sbalzo, 
vibra con la frequenza f = 2 (1756). Se si mette sul tornio e si fa vibrare in un piano, si trova che 
questo piano rimane fisso e che in 10” avvengono 20 vibrazioni complete, tanto se il tornio è fermo, 
quanto se ruota con qualunque @, fino quasi a Oopi 

(**) Come accade se si fa ruotare un albero molto flessibile, disposto orizzontalmente e inflesso 
dal peso proprio. Ogni tronco dx ruota intorno alla tangente all’asse geometrico deformato, che ri- 
mane fermo; per cui se si guarda da vina certa distanza, la rotazione è difficilmente visibile. 

(#) Se invece il piano della vibrazione non fosse fisso, bensì ruotasse con la velocità © dell’al- 
bero (come accade se si tratta di una barra piatta anzichè di un albero cilindrico; H. BOUASSE, 
n. 75 del volume citato nella nota 171), la forza elastica sarebbe equilibrata dalla forza d’inerzia 
della vibrazione (come nel n. 878 a), proporzionale a 0?» e dalla forza centrifuga, proporzio- 
nale a w?; e risulterebbe 03° = 0è — w8. In particolare, si avrebbe ©g= 0 quando = 0g=w 


‘ere 
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finchè @ non raggiunge il valore di &%s.-.= 40;r. (nn. 902e, 916 5), poi s’inflette 
con due semionde, e ridiventa rettilineo quando © > ©, : 

d) Nella trattazione del n. 915 a) si è studiata la rotazione rigida del volano 
intorno al punto O, supponendo cioè che i punti 0, e G rimangano allineati con 0 
(nel piano dell’asse geometrico deformato), e che l’albero ruoti con deformazione 
invariata (se © non varia); e si è imposto l’equilibrio statico della forza centri- 
fuga F., dipendente dall’accelerazione centripeta di trascinamento, e della forza 
elastica F,. Ciò equivale a riferire il sistema rotante a due assi mobili £, n pas- 
santi per O e situati nel piano della fig. 1979 b) (ad es. É contenente i punti 
00,G), che ruotano col sistema e rispetto ai quali questo si suppone fermo. 

In tal modo si esclude la considerazione di eventuali moti relativi del sistema 
rispetto agli assi mobili £, 7 (moto di O, e G nella direzione n, dovuto a varia- 
zioni della deformazione dell’albero, e moti angolari di G intorno a O, o di 0} 
intorno a G (?)); per cui non si tiene conto dell’accelerazione composta (di 
Coriolis), che sorge in seguito a ogni moto relativo, e della forza d’inerzia corri- 
spondente. 

Per comprendere l’importanza dell’accelerazione di Coriolis nella nostra que- 
stione, osserviamo anzi tutto che essa è la causa del rovesciamento spontaneo 
della posizione dei punti O, e G rispetto a O. Infatti, quando © raggiunge il valore 
©crs si ha un rapido aumento della f, e quindi anche del raggio della circonferenza 
percorsa da G. Ma la velocità lineare di G tende a rimanere invariata, per cui G 
rimane spostato all'indietro rispetto alla congiungente 00, che ruota, e viene 
spinto dall’altra parte rispetto a O,. 

Inoltre l’accelerazione di Coriolis rende stabile l’equilibrio della situazione 
della fig. 1980, come si può intravedere col seguente ragionamento energetico. 

La velocità angolare © del volano tende a mantenersi costante; per cui la 
somma degli eventuali momenti agenti su di esso tende a mantenersi nulla, ossia 
Ta risultante di tutte le forze tende a passare costantemente per il suo baricen- 
tro G. Orbene, in O, agisce la reazione elastica pf dell'albero, che è rivolta verso 0 
e che ha momento nullo rispetto a G finchè G è allineato con 00,. Ma se l’allinea- 
mento viene alterato, la pf acquista un momento rispetto a G; quindi l’albero tra- 
smetterà al volano un momento uguale e contrario. È 
questo momento che rende stabile l’equilibrio, perchè è 
facile riconoscere che ha sempre verso tale da opporsi agli 
eventuali scostamenti dalla situazione equilibrata, in cui 
la freccia f ha il valore (1802,). 

Infatti, se } cresce, il punto G (come si è detto dianzi) 
rimane indietro (in G') rispetto alla retta 00, (fig. 1986), 
e quindi la forza pf acquista un momento sinistrogiro 
rispetto a G’; per cui l’albero trasmetterà al volano un 
momento destrogiro, che ostacola la rotazione e assorbe 
lavoro. Quindi l’energia totale E, = L + W= pf? (nota 244) del sistema dimi- 
nuisce, e per conseguenza la f torna a diminuire (ciò che induce anche @’ a tor- 
nare verso l’allineamento). Se invece f diminuisce, accade tutto l'opposto, e 


Fig. lusi. 


._ (**) Durante questi moti angolari non sono uguali la velocità angolare w del volano e quella 
dell’albero intorno alla retta che congiunge i supporti. 
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la f torna a crescere. In entrambi i casi l’equilibrio è dunque stabile (249) (250), 
Alla stessa conclusione si giunge anche con la dimostrazione di: Foppl (251), 


e) Vediamo ora come si comporta in realtà un albero rotante quando w 
è uguale o maggiore della ©.,. 


Nel caso di un albero con un volano avente un’eccentricità e, quando @= %y 
la freccia } diventerebbe molto grande se non esistessero azioni smorzanti. Infatti, 


(*°) Questo ragionamento si può ripetere anche nel caso della configurazione della fig. 1979; 
ma non è necessario, perchè sappiamo già per altra via (n. 915 a) che essa è stabile. 

(*°) Se si impediscono gli eventuali spostamenti laterali di G rispetto alla retta 00;, non solo 
il rovesciamento suddetto non può avvenire in modo spontaneo, ma se 
portiamo G dall'altra parte l'equilibrio è decisamente instabile. 

Così nell’apparecchio della fig. 1987 la massa m scorre senz’attrito 
iungo un filo di ferro 4B che ruota con velocità w, ed è fissata al- 
l'estremità di una molla solidale con 4. Quando © = 0 la molla è inerte 
ed m dista di e dall’asse di rotazione. Al crescere di © la m si avvicina al 
punto B; e quando mo? = p (ossia © = ®,,) essa si sposta rapidamente 
verso B. Nasce allora l’accelerazione di Coriolis, ma l’unico suo effetto è 
una pressione laterale di m contro il filo, perchè lo spostamento laterale è 
impedito dal filo stesso: per cui il ribaltamento di m non può avvenire spontaneamente. Se 
(quando © > wr) portiamo la m fra 0 e A, esiste una posizione equilibrata (1802;), ma l’equili- 
brio è instabile: ossia la m si sposta verso o oppure verso A (dipendentemente dal caso o dallo 
spostamento che le imprimiamo). E l'instabilità è dovuta appunto all’impedimento che il filo 
oppone alle oscillazioni laterali di m. 

(51) A. FOPPL: Vorlesungen ueber technische Mechanik, Vol. IV, $ 45, Lipsia, Teubner, 1923. 

Per considerare anche l'accelerazione composta, riferiamo il sistema a due assi fissi x, y, aventi 
l'origine in O (fig. 1988), e indichiamo con x, y le coordinate di O, e con x, yy quelle di G. La con- 
giungente 0,G = e ruota con la velocità angolare © del volano, e quindi in un istante genericot 
l'angolo che 0,G fa con l’asse x è wt; per cui si ha 


be 
' 


(a) Tg =T+ecosof, YUy=Y+esenot. 


La reazione elastica di richiamo esercitata dall’albero inflesso è 
F,= pi = p0O;, e le sue componenti parallele a 2 e y sono X = pr, 
Y = py. Quindi le equazioni del moto di G sono 


dry dg 
(5) ma tpr=0, ma + PIv=0- 
Tenendo conto delle (a), le (5) diventano 
d°r _ A A?y 2 
(e) mat pr = meo cos ot, ma + PI = mew sen of, 


Fig. 1988. 


e sono ora le equazioni del moto del punto O,. 
Confrontando le (c) con la (2) del n. 883, si riconosce che O, è soggetto a due vibrazioni forzate 
nelle direzioni 2 e y, e che le due forze eccitatrici hanno entrambe l'ampiezza m.w»2e, la pulsazione 0, 
e sono sfasate tra loro di 7/4. L'ampiezza delle due vibrazioni (che hanno la pulsazione ©) cresce 
(n. 883 5) man mano o si avvicina a ®g, ossia (n. 916) a rs Per poi decrescere quando © continua 
a crescere oltre 0,,. (Il ribaltamento di G intorno a 0, sostituisce l'opposizione di » ed F che si 
ha quando ©> ©y.) Per ® = ®g = ®©, (risonanza) l'ampiezza diventerebbe infinita se fosse nullo 
lo smorzamento, ma rimane invece finita perchè questo non manca mai (n. 917 e). Le due vibra» 
zioni forzate equivalgono (n. 879) a un moto rotatorio di O; intorno a O, con raggio f uguale al- 
l'ampiezza di ciascuna vibrazione; mentre le due forze eccitatrici equivalgono a una forza rotante 
intorno a O,, d’intensità costante mo?e (diversa dalla forza centrifuga mo?(e + 7) che si consi- 
dera nell’equilibrio statico del n. 915 a). 
Queste due vibrazioni forzate corrispondono all’integrale particolare delle (c), e rappresen- 
“tano il comportamento a regime. L’integrale generale può tuttavia contenere anche (n. 883 e) una 
vibrazione libera (transitoria) di pulsazione Og = ©y, Che rappresenta i possibili moti perturbati 
di O; rispetto alla congiungente OG (o di G rispetto a 00), causati da qualsiasi disturbo acci- 
dentale. Questi hanno però ampiezza limitata e sono rapidamente attenuati dall’immancabile 
smorzamento del sistema (n. 883 e); e ciò assicura la stabilità della configurazione di regime. 
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le due vibrazioni forzate del. . punto .0, (nota 251),. equivalenti .al, moto. rotatorio 
di O, avrebbero ampiezz illimitata; in atmionia col n. 883 b). In realtà però lo 
smorzamento c non manca mai, e quindi (n. 887) tale ampiezza rimane limitata 
(ossia rimane limitata la freccia f), ed è tanto più modesta quanto più e è piccola 
e c è grande. A questo proposito ricordiamo che l’influenza dello smorzamento 
è massima proprio quando © = ©, = ®,. Giova anche osservare che se e è abba- 
stanza piccola, la freccia rimarrebbe limitata anche se fosse c = 0, purchè la ve. 
locità non si soffermi a lungo intorno al valore &,,. Infatti, l’energia necessaria 
(nota 244) per far crescere f è fornita dalla forza eccitatrice mm?e (nota 251), che 
è piccola; per cui occorre un tempo considerevole per far crescere la deformazione. 
Quindi basta anche uno smorzamento piccolo per mantenere abbastanza tranquillo 
l’albero durante il superamento della @,,. 

Nel caso di un albero con un volano pressochè centrato (e = — 0), quando 
© = ©:r si ha la risonanza, e l’albero s’incurverebbe facilmente, purchè gli venisse 
fornita dall’esterno l’energia necessaria per far crescere E, = L + W. Ma see=0 
l’albero non può trasmettere (n. 917 d) una coppia al volano (se © è costante); 
per cui il sistema è facilmente deformabile, ma non riceve l’energia necessaria 
per far crescere f (oppure manca la forza eccitatrice mm?e considerata nella nota 
251 (52). Lo stesso dicasi nel caso di un albero senza volano e privo di difetti. 

Alle velocità © maggiori di @,, si attenuano o scompaiono i disturbi che si 
erano eventualmente manifestati quando era © = ©; e riappaiono soltanto 
quando la © si approssima alla seconda @.,. Poi scompaiono di nuovo, e così via, 

Si può pertanto concludere che in prossimità della velocità critica non è detto 
che i disturbi debbano essere tali da provocare inevitabilmente gravi danni. Il 
modo più sicuro per attenuare questi disturbi consiste nel ridurre il più possibile 
le eccentricità; e quando si usi ogni cura nel centrare il sistema, si può avere un 
funzionamento abbastanza tranquillo anche a velocità molto prossime alla velo- 
cità critica. Tuttavia è sempre prudente far sì che la © di esercizio sia lontana 
dalla ©, specie in quei casi in cui è possibile che gli squilibri delle masse cre- 
scano col tempo. 


918. Influenza dello sforzo assiale sulla velocità: critica. 


Se l’albero rotante è soggetto a sforzo assiale di trazione o di compres- 
sione, la sua velocità critica cambia, aumentando nel primo caso e dimi- 
nuendo nel secondo (come accade per la pulsazione delle vibrazioni 
libere, n. 906). 

a) Nel caso di un albero cilindrico perfetto, senza volani, nel se- 
condo membro della (1805) va aggiunta l’altra forza di richiamo (n. 898 e) 
— Pn'’ (dove P è positivo se di trazione), e l'equazione diventa 


(1805) moîn= EIJp> — Py” . 
Questa è identica alla (1732) liberata dalla variabile #; perciò, nel caso 


(*5!) Nelle esperienze intese a determinare il valore di ©,,, se il volano è equilibrato con molta 
cura può essere difficile avvertire i disturbi che dovrebbero manifestarsi a tale velocità, se non si 
accentuano aggiungendo una piccola massa squilibrata. Si veda ad es. la nota di MORTENSEN- 
RyAN: High-speed generators, « Electrical Engineer », gennaio 1940. 
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dell’albero appoggiato alle estremità, si ritrova la soluzione (1770). Quindi, 
se @er è la velocità critica nel caso‘di P= 0, si ha, come per le vibrazioni, 


(1806) 0L,= 0 VI F P/Pa » 


b) La (1806) è esatta nel caso dell’albero cilindrico senza volani, 
appoggiato alle estremità, per la stessa ragione detta nel n. 906 b). Tut- 
tavia, come nel caso delle vibrazioni (n. 906 e), si può con buona approssi- 
mazione anche se l’albero è vincolato in altri modi. 

Se invece l’albero si considera privo di massa e ha un volano in. mez- 
zaria, l’impostazione del problema è assai diversa. Tuttavia anche in 
questo caso la (1806) dà buoni risultati (es. 2419 d). Quindi, a maggiore 
ragione, la (1806) si può usare anche nel caso intermedio di un nibero con 
massa propria non trascurabile e munito di un volano. 


Esercizio 2418. — L'albero dell’esercizio 2405 è verticale, col peso P in basso. 
Soluzione. a) Si hanno due forze di richiamo: quella dell’incastro elastico e 
quella dovuta al peso P. Quindi l'equazione di equilibrio è 
2 
i > sen g cosp = mp + Plseng , 
da cui 
iI. __P qg.,_1 


Pl? sen gp cos I cos p° 


b) Si può anche scrivere (es. 2405, n. 812 a) (9 = 


La) (+3). 


Mag SE) — 
mil! — ite 


IR — CS pi ES, 
o8= pE+-T = Pell + 
in armonia con la (1806). Se P è in alto, la parentesi diventa 1 — P/P.,. 
c) Indicando con ©, e 6 le @ relative alle singole forze di richiamo my 
(es. 2405) e P (es. 2402), si riconosce che la ©{, trovata soddisfa la relazione 
(1775) di Southwell, cioè si ha ©? = @3, + @%. 


Esercizio 2419. —- Un albero di massa trascurabile sopporta in mezzaria un 
volano di massa m e di eccentricità pressochè nulla. Determinare ©.,, quando l’al- 
bero è soggetto a sforzo assiale P. 

Soluzione. a) Sia F, = p'f la forza elastica (uguale alla forza centrifuga) 
quando l’albero è deformato con freccia f in mezzaria (p’ non dipende soltanto da 
E,J,l, ma anche da P, n. 898 a); mentre quando P = O si ha p = 48EJ/13). 

Se n(x) è l'equazione incognita della deformata dell’asse, e se P è di compres- 
sione, l'equazione differenziale che determina la (2) è (253) 


EJgn"=— M()=—-(FJ2ax—- Pn, 
che ha per integrale generale (a? = P/EJ) 
n= C,sen axr+ C; cos ar— (F./2P)a . 


(33) H. MELAN: Kritische Drehzahlen von Wellen mit are Wigan ©st. Ing. - u. Arch. 
Verein », 1917, pag. 610. > > 
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Quando si siano determinate C, e C, mediante le condizioni 7 = 0 pero = 0 
ed 7 = 0 per x = 1/2, esi ponga Pl?/4EJ = a?l2/4 = x, la freccia in mezzaria 
risulta 

n -0 4 3 
= (EL 1), da cui p=P: (E apra. 
| T'\7z ste, = 2) 
Se invece P è di trazione, nell’equazione differenziale si ha + P7 invece di 
— Pi}, e si ottiene 
tghy 
ia 9 
Tp 1- V4 


4 278 
da cui D: a (1 ‘27 p DA è 
Ù x 3(7 — tghy%) 
Noto p’, si ha #3} = p’/m; per cui si ottiene (02, = p/m nel caso di P = 0) 
a 12 2 È 
(1807) wi = i, 3a zo D' oppure Vor = War ST tgh7) $ 
Se P = Px (compressione), si ha y° = 22/4, y = 2/2 e risulta wi, = 0. 
b) Con buona approssimazione si ha (254) 
273 2 
= = g=1- Eri È 
3(tey—%) gue de n12EI Pz 
(se P è di trazione si ha 1 + P/P;). Quindi si ottiene 
wi = — 0î,(1F P/Pr) 
Perciò anche in questo caso la (1806) dà ottimi risultati. 
c) Ad es., se P = 0,25P., si ha 
gi DE _ Pd DI _ n e 
XT EJ I6EI 1654 16° xT 4° 
Quindi la (1807) dà 
ul n (7/4)? 
Der = Di, 3(1 — 7/4) = 
mentre la (1806) dà ©? = 0,7548,, con l’errore di 0,33%. 
Se P= 0,75Px, 0 = 0,25270?,, mentre la (1806) dà ©:2= 0,2502, (1,1%). 


919. Azione giroscopica di un volano non situato in mezzaria. 


a) Nel n. 915 si è supposto che il volano si trovi nella mezzaria 
dell’albero (appoggiato o incastrato a entrambe le estremità), dove la 
tangente alla deformata 7(x) dell’asse è parallela alla congiungente i centri 
dei due supporti AB (?*); nel qual caso il volano ruota conservando inva- 
riata la giacitura del suo piano medio. Se invece il volano è in un punto 
generico C, dove la tangente # alla deformata è inclinata dell’angolo (piccolo) 


(**) Lo sviluppo in serie di tga è a + a8/3 + 205/15 + ..., per cuitga — a=->(08/3)(1 + 20/5), 
e quindi È 4 
ai _ 1 = 2 2 
sca "17295 1 alogeni 
(5) Oppure (nel caso di un albero di sezione variabile, o non vincolato nello stesso modo 
in 4 ein B) che il volano si trovi in un punto dell’albero tale che la deformata” n(z) dovuta a un 


carico agente in esso abbia la tangente parallela alla congiungente 45. 
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g= n' rispetto alla congiungente AB (fig. 1989 a), 


RE al bin là giacitura dél suo piano medio cambia conti- 
“= nuamente durante la rotazione. Quindi il volano 
PI a) trasmette all’albero non solo la forza centrifuga 


mon, ma anche una coppia, per la tendenza che 
ha a mantenere fissa la giacitura suddetta men- 
tre ruota; coppia che tende a raddrizzare l’albero 
e che perciò fa aumentare il valore di ©... 

b) Supponiamo per semplicità che il volano 
abbia il baricentro esattamente centrato sull’al- 
bero (G=0,= €). Quando 0=@.;; l’albero può 
deformarsi, e così deformato ruota intorno alla 
congiungente AB con velocità @.,, mentre il vola- 
no ruota intorno alla tangente £ con la stessa wr; 
per cui la parte del volano che è all’esterno (0 
all’interno) rimane sempre all’esterno (o all’inter- 
no) (come si è detto nel n. 916 g). Quindi ogni 
massa elementare dm del volano descrive una circonferenza nel piano nor- 
male ad AB e col centro 0 su AB. 

La forza centrifuga agente su dm è w?r,Am= ab (8) e passa per 0 (fig. 
1989 b). Decomponiamola (?*”) nella ac= @*rdm passante per C e nella 
ch= «dm verticale. È facile riconoscere che la componente cb è rivolta in 
fuori per qualunque elemento dm e ha il valore costante w?7 dm; per cui la 
somma di tali componenti é mw*7, e costituisce la forza centrifuga agente 
in G, già considerata nel n. 915 (per e= 0). A sua volta la ac ha una com- 
ponente ad = ©°y dm (fig. 1989 c), il cui braccio rispetto al diametro d = uv 
del volano è y seng= — y9, e il cui momento, rispetto a d, è w2y°9 dm (?*). 
Quindi il momento totale rispetto a d è 


(1808) M=wgpydm= wîgIi , 


essendo I, il momento d’inerzia della massa del volano rispetto al dia- 
metro uv (*5°). 


Nils. 1989. 


(5) Le forze ab, ac, cb si confondono con le loro proiezioni nel piano del volano (cos q=erv1) 

(3) J. P. DEN HaRTOG: Mechanical vibrations, n. 51, New York, McGraw-Hill, 1947. 

(35) L’altra componente de non dà momento, e nell’insieme le de si compensano. 

(35°) Se l’albero col volano, invece di ruotare, vibrasse in un piano, ad es. verticale, il volano 
non oscillerebbe soltanto verticalmente, ma anche angolarmente (se non è in mezzaria). Perciò 
reagirebbe sull’albero non solo con una forza d’inerzia variabile di ampiezza m-0*n, ma anche con 
una coppia variabile di ampiezza Ij0% (com’è facile riconoscere), essendo @ l’ampiezza dell’incli- 
nazione della tangente t nel punto C. L’ampiezza di questa coppia è dunque uguale alla coppia 
costante, dovuta all’azione giroscopica nel caso dell’albero che ruota. Tuttavia mentre questa 
tende a raddrizzare l’albero, e quindi fa aumentare ©.,, quella è un’azione d’inerzia e quindi fa 
diminuire 0g. 

Lo stesso accade se si tiene conto dell’azione giroscopica dei tronchi dx, o della loro azione 
d’inerzia rotatoria nel caso dell’albero vibrante dotato della sola massa propria. Però l’influenza. 
di queste azioni è assai minore, perchè /j è molto minore. 
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Note la forza centrifuga mo* e la coppia I «0° che il volano esercita 
sull’albero, è facile determinare la @.,, nonchè il rapporto n/g (i valori di 
n e g restano però indeterminati) (es. 2420). 


Esercizio 2420. — Un albero di 6 cm di diametro, lungo 1 = 2 m e girevole 
su due cuscinetti corti, ha un volano a disco di raggio R = 40 em e di spessore 
s=5 cm in un punto € distante 7/3 e 27/3 dalle estremi- 


tà (fig. 1990 a). Calcolare @,, tenendo conto dell’azione N a) 
giroscopica. 3 [je i) 3 
Soluzione. a) Cerchiamo il valore ©,, che deve avere d) 
© affinchè si abbia equilibrio tra le forze dinamiche e Sr 

quelle elastiche quando in C la deformata ha un’ordinata P ci 
n e un’inclinazione g (fig. 1990 b). non 
Conviene usare i coefficienti elastici Nor Po = Nm Pm Fig. 1990. 


del punto © e seguire un procedimento analogo a quello 

del n. 893 a). Se m e I; sono la massa e il momento d’inerzia del volano (n. 919), 
in C agiscono la forza centrifuga man e il momento — I a°p. Quindi, esprimendo 
n e g mediante la sovrapposizione degli effetti, si ottengono le equazioni 


(n= MON N TOP - Mm 
lp= MN Po LP Pm è 
ossia 
\(1- MoN)Y+I:0Nmn@ = 0 
{- mo, n+(1+I09np=0. 


Affinchè questo sistema di due equazioni omogenee ammetta soluzioni n e g non 
nulle, dev'essere nullo il determinante dei coefficienti, ossia 


(1- MoNp(1+ IP) + mIaw'g$ = 0 ; 
condizione che conduce all’equazione biquadratica in @ 
MI (MN5Pm— PA) + (MN — Lim — 1= 0. 


Se si pone I, = mo? e si tralascia la soluzione ©? negativa, si ottiene 


1. Ml 0 /14 4LMzPm — 98) 
oî,= —. LD_LFm_{(_]} fi 4 ode Ta), 
mm 20m 95) ( Li * 07 

b) Coi dati del problema si ha P = mg = 196kg,0 = 20cm, J = 63,6cm', 
mentre i coefficienti elastici valgono (283), (282), (291), (289) 


4 2? Bg a 80 
N» 7 saggi) Yo Tim gigio Poggi? "fn = Geri: 


Il fattore esterno dell’espressione di m0?, vale 629,4375EJ/ml?, mentre la quan- 
tità sotto radice (numero puro) vale 1,2070; quindi si ottiene 


EJg 2,1 - 105 - 63,6 - 981 
2 DE | R- 
wî, = 62,0625 Tr Way = 7,878 | Joi 200 72,014 . 
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c) Se si trascurasse l’azione giroscopica del volano, si otterrebbe 


g V243 /EJg 


/ j1 / !EJ 
dg = E / —_ E g 
id | m J m | P - 48/243EJ 2 PR 
No 


Pè ” 


= 7,794 | 


e si commetterebbe un errore di 1,07%. 


920. Problemi più complessi. 


Oltre ai fenomeni principali studiati nei nn. precedenti, negli alberi rotanti 
sono possibili diversi altri fenomeni secondari. 

Se l’albero non ha la stessa flessibilità in tutti i piani passanti per l’asse 
geometrico, come accade ad es. se la sezione è rettangolare, oppure se nell’albero 
sono praticati dei solchi longitudinali, il comportamento diventa più complesso (289). 
Ciò è naturale, anzi tutto per il fatto che durante la rotazione la freccia elastica 
dovuta al peso (se l’albero è orizzontale) non è costante, ma varia due volte 
ogni giro fra un minimo e un massimo; per cui all'albero viene impressa un’ec- 
citazione periodica di frequenza doppia del numero dei giri al secondo, e questa 
fa sì che esista una velocità critica uguale alla metà di quella ordinaria. Inoltre 
si dimostra che se ©, e @, sono le due frequenze naturali di vibrazione nei piani 
di minima e di massima rigidezza, possono manifestarsi delle velocità critiche 
comprese fra Mi e ws (293). 

Notevoli influenze possono avere anche la deformabilità dei supporti, le va- 
riazioni periodiche del momento motore e di quello resistente, il velo d’olio esi- 
stente fra l’albero e i cuscinetti, l’isteresi del materiale dell’albero, ecc. (292), 


921. Bibliografia. 


I libri e le memorie dedicati allo studio delle vibrazioni sono numerosissimi, 
come quelli dedicati allo studio della stabilità dell'equilibrio elastico. Quasi tutti 
sono indirizzati all’ingegneria meccanica, più interessata ai fenomeni vibratori, e 
solo pochi all’ingegneria civile. 

Pur essendo prevalentemente dedicata alla fisica dei suoni, l’opera più clas- 
sica è quella di J. W. StRUTT (lord Rayleigh): The theory of sound, pubblicata 
nel 1877, ultima edizione New York, Dover publications, 1945, che studia in 
modo matematico tutte le questioni riguardanti i moti oscillatori. Fra i libri 
per gli ingegneri, uno dei più consigliabili è quello di S. TIMosHENKEO: Vibration 


(3°) Accade ad es. che se si fa vibrare l’albero mentre ruota, la vibrazione non avviene più 
in un piano fisso, e la frequenza non è più indipendente dalla velocità angolare w (n. 917c e 
nota 247), bensì varia al variare di questa. 

(#1) Se l’albero è ad es. di sezione rettangolare, si hanno tali fenomeni più complessi e anche 
delle effettive instabilità. Si veda la memoria di L. PRANDTL: Beitràge zur Frage der kritischen Dreh- 
zahlen, « Dinglers polyt. Journ. », 1918; oppure il riassunto contenuto nella memoria di O. SESINI: 
Sulle velocità critiche degli alberi, « Rend. Semin. mat. e fis. di Milano », 1941. 

(#3) Per lo studio di questi fenomeni secondari si veda l’opera di C. B. BrEZENO-R. GRAMMEL: 
Technische Dynamik, Berlino, Springer, 1939, Cap. X: quella di A. STODOLA: Turbines à vapeur 
et à gaz, ediz. francese, Parigi, Dunod, 1925, nn. 188-194; eil volume di J. P. DEN HARTOG (nota 
257), Cap. VI e n. 58. 
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problems in engineering, prima ediz. Londra, Constable, 1928, oppure Théorie des 
vibrations, Parigi, Béranger, 1939, che tratta con la consueta chiarezza tutti i 
principali problemi sull’argomento, con ampie applicazioni ai moti anormali delle 
macchine. Il volume di J. P. DEN HARTOG: Mechanical vibrations, New York, 
McGraw-Hill, 1934, oppure Vibrations et mouvements vibratoires, Parigi, Dunod, 
1936, è dedicato ai problemi vibratori riguardanti le macchine, e contiene anche 
un ampio capitolo sulle vibrazioni autoeccitate dei loro vari organi. L’ampio 
volume (l’ultima edizione è in due volumi) di C. B. BrezENxo-R. GRAMMEL: Techni- 
sche Dynamik, Berlino, Springer, 1939, tratta in modo elevato e con vasta dottrina 
i problemi statici e di stabilità elastica delle principali strutture, e studia prevalen- 
temente le varie questioni sulle vibrazioni torsionali, nonchè le velocità critiche 
e i relativi fenomeni secondari. Interessante è l’opera in due volumi di E. LEBR: 
Schwingungstechnilk, Berlino, Springer, 1930 e 1934, che studia le vibrazioni natu- 
rali (1° vol.) e forzate (2° vol.) dei sistemi a un grado di libertà, con le relative 
analogie elettriche, e contiene numerosi esempi numerici e un’ampia bibliografia. 
I fenomeni vibratori e dinamici sono studiati con impostazione matematica nel 
volume di W. HoRrt: Technische Schwingungslehre, Berlino, Springer, 1922, che 
contiene anche una bibliografia molto ampia; nonchè nel volume di E. SCHNEIDER: 
Mathematische Schwingungslehre, Berlino, Springer, 1924. L’opera in due volumi 
di G. KRALL: Meccanica tecnica delle vibrazioni, Bologna, Zanichelli, 1940, il primo 
dedicato ai sistemi discreti e il secondo ai sistemi continui, tratta i vari problemi 
con indirizzo prevalentemente teorico e matematico. Il volume di L. CoLLATZ: 
Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen, Lipsia, Geest e Portig, 1949, 
espone i metodi matematici per lo studio delle vibrazioni e della stabilità. I due 
volumi di O. FOPPL: Grundziige der technischen Schwingungslehre, Berlino, Sprin- 
ger, 1923 e 1936, trattano il primo lo studio teorico, e il secondo (Aufschaukelung 
und Dampjung von Schwingungen) lo smorzamento dei principali fenomeni vibra- 
tori delle macchine. Anche se con indirizzo prevalentemente fisico, sono molto 
interessanti per la trattazione originale, la vasta cultura, le critiche vivaci e le 
numerose esperienze descritte, le opere di H. BouassE: Pendule, spiral, diapason, 
Parigi, Delagrave, 1920; Cordes et membranes, idem, 1926; Verges et plaques, cloches 
et carillons, idem, 1927. I vari aspetti dello studio delle vibrazioni sono efficace- 
mente riassunti nelle undici Lezioni sulle vibrazioni meccaniche, Milano, Tamburini, 
1952, tenute da nove cultori della materia. Per lo studio delle velocità critiche 
si può leggere con profitto il volume di P. E. BRUNELLI: Le velocità critiche degli 
alberi, Napoli, Pironti, 1921. 

Agli apparecchi per lo studio sperimentale delle vibrazioni e per la misura 
delle loro caratteristiche sono principalmente dedicate le seguenti opere. Il volume 
di J. GEIGER: Mechanische Schwingungen und ihre Messung, Berlino, Springer, 
1927, espone la teoria degli apparecchi, la descrizione e il loro impiego pratico. 
Il volume di W. SPATH: Theorie und Prazis der Schwingungspriifmaschinen, Berlino, 
Springer, 1934, contiene inoltre i risultati di numerose prove eseguite su ponti, 
navi, terreni e costruzioni di varie specie. Il capitolo di H. STEUDING: Technische 
Methoden zur Schwingungsmessung, nel vol. 4, del « Hand. d. phis. u. thech. Me- 
chanik », Lipsia, Barth, 1931, con cenni teorici e pratici sui vari apparecchi. 
Il Cap. 8: Motion measurements, scritto da quattro autori, nel « Hand. of expe- 
rimental stress analysis», curato da M. HETENYI, New York, Wiley, 1950, 
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descrive i più moderni apparecchi meccanici, elettrici ed elettronici, e contiene 
un’ampia bibliografia. Meritano di essere ricordate la monografia di H. SALLER: 
Einfluss bewegter Last auf Eisenbahnoberbau und Briicken, Berlino, Kreidel, 1921: 
e quella di I. BERTOLINI: Sulle vibrazioni libere delle travate continue di un ponte 
în acciaio, « Giornale del Genio Civile», 1948, fasc. 39-40, 70-80, 120, nella quale 
sì rende conto delle esperienze effettuate e si svolge un’acuta indagine sulle cause 
del disaccordo fra i valori calcolati e quelli misurati. 

Fra le opere che dedicano buoni capitoli allo studio delle vibrazioni ricordiamo 
il quarto volume dell’opera di A. FOPPL: Vorlesungen iiber technische Mechanik. 
Dynamik, Lipsia, Teubner, 1923, che studia nella parte prima i sistemi a un 
grado di libertà e nella quarta i sistemi continui; i capitoli IX, X, XVIII del 
volume di J. PRESCOTT: Applied elasticity, Londra, Longmans-Green, 1924, che 
studiano ampiamente le vibrazioni trasversali, longitudinali e torsionali delle 
travi, e quelle dei dischi rotanti; il capitolo di F. PFEIFFER: Elastokinetik, nel 
vol. VI del «Hand. d. Physik», Berlino, Springer, 1928, che riassume i prin- 
cipali risultati sulla propagazione delle onde nei mezzi elastici illimitati e sulle 
vibrazioni nei sistemi discreti e continui; il capitolo di E. KLOTTER: Schwingungs- 
erscheinungen im Bau- und Maschinenwesen, dedicato ai sistemi discreti e con- 
tinui, nel volume curato da K. MARGUERRE: Neuere Festigkeitsprobleme des Inge- 
nieurs, Berlino, Springer, 1950; la sesta parte dell’opera di F. BLEICH: Stahlhoch- 
bauten, Berlino, Springer, 1932, con particolare riguardo ai ponti metallici; 
l’opera di A. StopoLa: Turbines à vapeur et à gaz, ediz. francese, Parigi, Dunod, 
1925, che tratta in vari punti i principali problemi relativi alle velocità critiche 
degli alberi; il Cap. XIV del volume di R. V. SOUTHWELL: An introduction 
to the theory of elasticity, Oxford, University press, 1941, che discute i metodi 
generali per lo studio delle vibrazioni; i capitoli primo e quarto del volume di 
S. TimosHENKO: Dynamique supérieure, ediz. francese, Parigi, Béranger, 1950, 
dedicati ai sistemi a uno o a più gradi di libertà; i capitoli ottavo e nono del 
volume di F. TòLKE: Mechanik deformierbarer Kòrper, Berlino, Springer, 1949, 
dedicati allo studio delle vibrazioni dei sistemi discreti. 
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